
  

翻翻訳訳  

  

訳訳者者緒緒言言  

  

リリヒヒャャルルトト・・デデデデキキンントト((RRiicchhaarrdd  DDeeddeekkiinndd,,11883311--11991166))のの論論考考、、『『連連続続性性とと無無理理数数

((SStteettiiggkkeeiitt  uunndd  IIrrrraattiioonnaallee  ZZaahhlleenn))』』((11887722))  をを日日本本語語にに翻翻訳訳すするる。。RRiicchhaarrdd  DDeeddeekkiinndd;;  

GGeessaammmmllttee  MMaatthheemmaattiisscchhee  WWeerrkkee,,  HHrrssgg..RRoobbeerrtt  FFrriicckkee,,  EEmmmmyy  NNooeetthheerr..BBrraauunnsscchhwweeiigg..BBdd..33..  

11993322..をを底底本本ととししたた。。訳訳語語にに（（  ））でで原原語語をを添添ええるるここととががあありり、、ままたた文文章章中中でで必必要要とと認認めめたた場場

合合、、[[    ]]でで言言葉葉をを補補ううここととががああるる。。ななおお原原著著ででははししばばししばばアアルルフファァベベッットト記記号号がが斜斜字字体体にに

ななっってていいるるがが、、視視覚覚的的ににううるるささいいののでで（（個個人人的的事事情情））、、通通常常のの字字体体ににししたた。。数数式式ににつついいててはは

技技術術的的理理由由でで原原著著とと一一致致ししなないいここととががああるる。。冒冒頭頭のの「「献献辞辞」」のの翻翻訳訳はは省省略略ししたた。。（（金金田田千千秋秋））  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



  

  

  

  

  

  

  

((AA))  「「連連続続性性とと無無理理数数((SStteettiiggkkeeiitt  uunndd  IIrrrraattiioonnaallee  ZZaahhlleenn))」」((11887722))  

  

  

ここのの小小冊冊子子のの主主題題ををななすす考考察察はは、、元元ををたたどどれればば 11885588 年年のの秋秋ににささかかののぼぼるる。。ここのの年年、、チチュュ

ーーリリヒヒ連連邦邦高高等等工工業業専専門門学学校校((eeiiddggeennöössssiisscchheess  PPoollyytteecchhnniikkuumm  zzuu  ZZüürriicchh))のの教教授授ににななっっ

たたばばかかりりのの私私はは、、微微分分計計算算のの初初級級をを初初めめてて担担当当すするるここととににななっったたがが、、算算術術((AArriitthhmmeettiikk))のの

具具体体的的なな学学問問的的基基礎礎づづけけ((eeiinnee  wwiirrkklliicchh  wwiisssseennsscchhaaffttlliicchhee  BBeeggrrüünndduunngg))))ががどどここににもも見見

当当たたららなないいここととをを改改めめてて痛痛感感ししたたののででだだっったた。。ああるる変変量量がが特特定定のの極極限限値値にに接接近近すするるとといいうう

考考ええ方方をを理理解解ささせせるるとときき、、ととりりわわけけ、、「「ずずっっとと増増ええ続続けけるるがが、、どどんんなな限限界界ででもも超超ええててししまま

ううわわけけででははなないい、、そそんんなな量量ははかかななららずずああるる極極限限値値にに近近づづかかななけけれればばななららなないい」」とといいうう定定理理

((SSaattzz))をを証証明明ししててみみせせるるとときき、、私私はは「「幾幾何何学学的的にに明明ららかかだだ」」とといいうう言言いい抜抜けけををししなないいでではは

済済ままななかかっったたののででああるる。。いいままででもも私私はは、、微微分分計計算算のの初初回回のの講講義義ででここうういいうう形形でで幾幾何何学学的的直直

観観((ggeeoommeettrriisscchhee  AAnnsscchhaauuuunngg))をを引引きき合合いいにに出出すすここととはは、、教教育育的的観観点点かかららはは極極めめてて有有益益だだ

とと思思ううしし、、時時間間のの制制約約ががああるる場場合合ににはは必必須須だだととささええ思思うう。。だだがが、、ここんんななややりり方方でで[[生生徒徒をを]]

微微分分計計算算にに馴馴染染まませせるるここととにに学学問問性性のの点点でで疑疑義義ががああるるここととはは、、おおそそららくく誰誰もも否否定定ししなないいだだ

ろろうう。。ささてて、、不不満満ががああままりりににもも抑抑ええががたたいいももののだだっったたののでで、、私私ははここうう腹腹をを決決めめたたののででああ

るる。。無無限限小小解解析析のの諸諸原原理理((PPrriinnzziippiieenn))をを純純粋粋にに算算術術的的なな((aarriitthhmmeettiisscchh))仕仕方方でで、、ししかかもも十十

分分にに厳厳密密なな仕仕方方でで基基礎礎づづけけるるままでで、、ととここととんん考考ええててみみよよううででははなないいかか、、とと。。私私ははそそうう腹腹をを

決決めめたたののででああるる。。微微分分計計算算はは連連続続量量をを扱扱ううととよよくく言言わわれれるるがが、、そそのの連連続続性性((SStteettiiggkkeeiitt))をを

説説明明ででききたた人人ははいいなないい。。ままたた微微分分計計算算をを最最高高度度にに厳厳密密にに定定式式化化ししたたとと称称すするる人人もも、、そそのの実実

態態はは連連続続性性にに立立脚脚ししてておおららずず、、むむししろろ、、（（意意識識的的ににせせよよ無無意意識識的的ににせせよよ））幾幾何何学学的的イイメメーー

ジジ((VVoorrsstteelllluunnggeenn))にに訴訴ええるるかか、、幾幾何何学学にに誘誘発発さされれたたイイメメーージジにに訴訴ええるるかか、、ささももななくくばば純純

粋粋にに算算術術的的にに証証明明さされれたたととはは言言いい難難いい命命題題((SSäättzzee))にに頼頼るるののがが常常ででああるる。。例例ええばば前前掲掲のの定定

理理ももここううししたた[[幾幾何何学学的的イイメメーージジにに訴訴ええてて理理解解すするるとといいうう]]扱扱いいをを受受けけててききたた口口ででああるる。。ささ

てて、、よよくくよよくく吟吟味味ししたた結結果果、、私私はは[[むむししろろ]]、、ここのの定定理理ままたたははそそれれとと同同値値なな一一連連のの定定理理[[ここ

そそ]]がが、、ああるる意意味味でで無無限限小小解解析析のの土土台台のの任任をを果果たたすす当当ののももののででははなないいののかか、、ととのの確確信信をを抱抱

くくにに至至っったたののででああるる。。ささててそそううだだととすするるとと、、次次ににししななけけれればばななららなないいののははここううででああるる。。ここ

のの定定理理のの本本当当のの起起源源をを算算術術のの諸諸原原理理ののななかかにに発発見見しし、、そそここかからら直直ちちにに連連続続性性のの本本質質のの実実効効

的的なな定定義義((DDeeffiinniittiioonn))をを導導きき出出すすこことと、、ままささににそそれれがが次次ににななすすべべきき仕仕事事ででああるる。。私私はは 11885588



年年のの 1111月月 2244日日ににそそれれをを成成しし遂遂げげ、、数数日日後後ににははそそのの考考察察のの成成果果をを親親友友のの DDuurrèèggee にに報報告告

しし、、そそここかからら長長いい活活発発ななややりりととりりがが始始ままっったた、、とといいううののががここととのの流流れれででああるる。。そそのの後後、、算算

術術のの学学問問的的なな基基礎礎づづけけのの構構想想ににつついいてて研研究究者者のの誰誰彼彼とともも議議論論をを交交わわしし、、ここのの地地ヴヴララウウンンシシ

ュュヴヴァァイイククにに転転任任ししててかかららもも、、教教授授たたちちのの学学問問的的なな集集ままりりでで一一度度ここののテテーーママににつついいてて話話しし

たたここととももああるる。。たただだ正正式式なな公公表表((PPuubblliikkaattiioonn))ににつついいててはは、、すすんんななりり決決断断すするるここととははでできき

ななかかっったた。。とといいううののはは、、そそももそそももそそれれはは言言葉葉ににすするるののがが決決ししてて容容易易ででなないいしし、、加加ええてて主主題題

自自体体ももそそここかかららすすぐぐ結結果果がが出出ててくくるるとといいうう類類ののももののででははなないいかかららででああるる。。そそれれででもも、、ここのの

刊刊行行物物ににははここのの主主題題でで行行ここううととほほぼぼ腹腹をを決決めめたた矢矢先先、、いいままかかららほほんんのの数数日日前前のの 33月月 1144日日

ののここととににななるるがが、、EE..ハハイイネネのの論論文文『『関関数数論論のの原原理理』』（（ククレレレレ雑雑誌誌。。巻巻 7744））をを令令名名高高いい筆筆者者

のの御御高高配配にによよりり賜賜りり、、そそれれがが拙拙稿稿のの公公表表のの決決心心をを後後押押ししすするる結結果果ととななっったた次次第第ででああるる。。ささ

てて本本質質的的なな部部分分ににつついいてて、、私私はは[[ハハイイネネのの]]論論考考のの内内容容にに完完全全にに同同意意すするるしし、、ししなないいででいいらら

れれるる筈筈ももなないい。。たただだ腹腹蔵蔵ななくく言言わわせせててももららううなならら、、私私のの議議論論のの方方がが形形式式的的にに簡簡明明でであありり、、

核核心心部部分分ををよよりり鮮鮮ややかかにに浮浮きき彫彫りりににししてていいるるとと自自負負ししてていいるる。。ささててここのの前前書書ききをを書書いいてていい

るる折折もも折折（（11887722 年年 33月月 2200日日））、、GG..カカンントトーールルのの興興味味深深いい論論文文、、『『三三角角数数列列のの理理論論にによよるるああ

るる定定理理のの拡拡張張』』((ククレレププシシュュ・・ノノイイママンン数数学学雑雑誌誌、、巻巻 55))をを受受けけ取取っったたここととににつついいてて、、慧慧眼眼

ををももっってて鳴鳴るる著著者者にに深深甚甚ななるる謝謝意意をを表表ししてておおききたたいい。。ざざっっとと目目をを通通ししたたととこころろ、、そそのの§§22

のの公公理理((AAxxiioomm))はは、、外外観観のの差差をを度度外外視視すすれればば、、私私がが[[本本稿稿のの]]§§33 でで連連続続性性のの本本質質ととししてて提提示示

ししたた公公理理とと一一致致すするる。。たただだ、、私私がが抱抱くく「「そそれれ自自体体でで完完結結ししたた実実数数領領域域」」とといいううイイメメーージジにに

照照ららすすとときき、、単単にに概概念念上上ととはは言言ええ、、[[すすででにに知知らられれたた]]実実数数量量とと区区別別((VVeerrsscchhiieeddeennhheeiitt))しし

ててささららにに高高階階のの実実数数量量をを導導入入すするるここととががななんんのの役役にに立立つつののかか、、私私ににははままだだよよくくわわかかららなな

いい。。  

  

  

  

§§11      有有理理数数のの性性質質  

有有理理数数((rraattiioonnaallee  ZZaahhll))のの算算術術のの形形成成過過程程はは既既知知ののももののととすするる。。たただだ、、私私がが採採用用すするる視視点点

ををああららかかじじめめ明明確確ににししてておおくく意意味味でで、、[[有有理理数数のの算算術術のの]]いいくくつつかかのの主主要要契契機機をを議議論論抜抜ききでで

おおささららいいししてておおくくののがが得得策策だだとと思思うう。。「「数数ええるるこことと((ZZäähhlleenn))」」のの、、つつままりり「「ももっっとともも単単純純なな

算算術術的的行行為為((aarriitthhmmeettiisscchhee  AAkktt))」」のの必必然然的的ももししくくはは少少ななくくとともも自自然然なな帰帰結結とといいううののがが、、算算

術術全全体体にに対対ししてて私私がが抱抱くくイイメメーージジででああるる。。ここのの場場合合、、「「数数ええるるこことと」」ととはは、、正正のの整整数数のの無無限限

列列をを逐逐次次的的にに創創出出すするるこことと((ddiiee  ssuukkzzeessssiivvee  SScchhööppffuunngg))にに他他ななららずず、、ままささににそそのの逐逐次次的的創創

出出ににおおいいてて個個((IInnddiivviidduuuumm))がが直直接接にに先先行行すするる個個にによよっってて確確定定((ddeeffiinniieerreenn))さされれるるののででああるる。。

ままたた、、「「ももっっとともも単単純純なな行行為為」」とといいううととききはは、、すすででにに創創出出さされれたた個個かかららそそれれにに続続くく新新たたにに創創

造造すすべべきき個個へへのの移移行行ののここととをを考考ええてていいるる。。ささててここれれららのの数数のの連連鎖鎖はは、、[[一一方方でで]]人人間間精精神神

((mmeennsscchhlliicchheess  GGeeiisstt))ののたためめのの極極めめてて有有用用なな補補助助手手段段ととししててのの地地位位をを確確保保ししてて久久ししくく、、[[他他

方方でで]]そそれれはは驚驚くくべべきき諸諸法法則則((GGeesseettzzee))のの汲汲めめどどもも尽尽ききぬぬ沃沃野野のの存存在在をを告告知知ししてておおりり、、ままささ



ににそそここにに踏踏みみ入入るるたためめににここそそ四四つつのの算算術術的的なな基基本本演演算算((GGrruunnddooppeerraattiioonn))はは必必要要ななののででああるる。。

ああのの極極めめてて単単純純なな行行為為のの任任意意のの反反復復((WWiieeddeerrhhoolluunngg))をを一一つつのの行行為為ととししてて集集約約すするるこことと

((ZZuussaammmmeennffaassssuunngg))がが加加算算ででああっってて、、ここれれとと同同じじ手手続続ききでで加加算算かからら乗乗算算がが生生成成すするる。。加加算算とと

乗乗算算のの二二つつのの演演算算がが常常にに実実行行可可能能ななののにに対対ししてて、、そそのの逆逆のの演演算算、、すすななわわちち減減算算とと除除算算のの妥妥

当当範範囲囲ににはは制制限限ががかかかかっってていいるる。。ささてて何何がが[[ここのの四四つつのの基基本本演演算算へへのの((ddaazzuu))]]最最初初のの誘誘因因とと

ななっったたののかか、、ああるるいいはは経経験験ととどどうう比比定定ししどどうう類類推推ししたたここととがが、、[[ここのの四四つつのの基基本本演演算算ににつついい

ててのの]]直直観観((AAnnsscchhaauuuunnggeenn))をを育育んんだだののかかとといいうう点点ににはは、、いいままはは立立ちち入入ららなないい。。ここここでではは次次のの

ここととささええ言言っってておおけけばば十十分分だだろろうう。。間間接接的的なな演演算算[[減減算算とと除除算算]]のの遂遂行行可可能能性性にに制制限限ががかかかか

っってていいるるこことと自自体体がが、、そそのの折折々々にに新新たたなな産産出出行行為為のの真真のの動動因因ととななっったたののだだ、、とと。。負負数数とと分分数数

はは人人間間精精神神にによよっっててそそううややっってて創創出出さされれたたののででああるる。。すすべべててのの整整数数のの体体系系にに比比べべてて完完全全性性

ににおおいいてて格格段段にに優優れれたた測測定定装装置置((IInnssttrruummeenntt))がが誕誕生生ししたたののはは、、すすべべててのの有有理理数数のの体体系系

((SSyysstteemm))ででののここととだだっったた。。ここのの[[有有理理数数のの]]体体系系をを私私はは RR とと呼呼ぶぶがが（（注注））、、そそれれははととりりわわけけ完完

全全性性とと閉閉性性ににおおいいてて際際立立っってていいるる。。（（ななおお完完全全性性とと閉閉性性ににつついいててはは他他所所でで数数体体((ZZaahhllkköörrppeerr))

のの特特徴徴ととししてて触触れれたたここととががああるる））。。ちちななみみにに完完全全性性とと閉閉性性ととはは、、四四つつのの基基本本演演算算がが RR ののどどのの

二二つつのの個個ににつついいててもも常常にに遂遂行行可可能能ででああるるこことと、、つつままりりそそのの基基本本演演算算のの結結果果がが（（00にによよるる除除算算

をを唯唯一一のの例例外外ととししてて））かかななららずず RR のの特特定定のの個個にに落落ちち着着くくここととをを意意味味すするる。。  

  

（（注注））PP・・GG・・ルルジジュューーヌヌ・・デディィリリククレレのの「「数数論論講講義義」」、、第第二二版版、、§§115599。。  

  

だだがが我我々々のの直直接接のの目目的的にに照照ららししててははるるかかにに重重要要ななののはは、、体体系系 RR にに備備わわるるももうう一一つつのの性性質質でで

ああるる。。人人ははここのの性性質質をを、、「「二二つつのの相相対対立立すするる側側にに無無限限にに伸伸びびるる、、整整序序さされれたた一一次次元元領領域域((eeiinn  

wwoohhllggeeoorrddnneetteess,,  nnaacchh  zzwweeii  eennttggeeggeennggeesseettzztteenn  SSeeiitteenn  hhiinn  uunneennddlliicchheess  GGeebbiieett  vvoonn  

eeiinneerr  DDiimmeennssiioonn))」」とといいうう言言いい方方にに持持っってていいここううとと((ddaahhiinn))すするるがが、、ここのの表表現現のの趣趣旨旨はは、、幾幾

何何学学的的イイメメーージジかかららのの借借用用表表現現ががそそここにに持持ちち込込ままれれてていいるる点点ででああかかららささままでであありり、、そそううでで

ああれればばここそそ、、そそれれにに取取っってて代代わわるるべべきき((eennttsspprreecchheenndd))純純粋粋にに算算術術的的なな特特性性をを押押ささええるるこことと

がが急急務務ななののででああるる。。算算術術ががそそれれとと異異質質なな((ffrreemmdd))[[幾幾何何学学的的]]表表象象をを必必要要ととすするる[[ここととははももちち

ろろんん、、そそれれをを必必要要ととすするる]]かかののよよううにに見見ええるるこことと((AAnnsscchheeiinn))ささええ((nniicchhtt  eeiinnmmaahhll))望望ままししくく

なないいかかららででああるる。。  

  

記記号号 aa とと bb がが同同じじ一一つつのの有有理理数数をを意意味味すするる((bbeeddeeuutteenn))ここととをを表表わわすすににはは、、aa==bb ああるるいいはは bb==aa

とと記記すす。。二二つつのの有有理理数数 aa,,bb がが異異ななるるととはは、、差差異異 aa−−bb がが正正値値かか負負値値ののいいずずれれかかででああるるこことととと

解解すするる。。前前者者なならら aa はは bbよよりり大大ききいい、、bb はは aaよよりり小小ささいいとと言言わわれれ、、aa＞＞bb、、bb＜＜aa とと表表記記さされれ

るる。。後後者者のの場場合合、、つつままりり bb−−aa がが正正値値のの場場合合、、bb＞＞aa、、aa＜＜bb ででああるる。。ここれれらら[[二二つつのの有有理理数数ののよよ

りり大大ききいい、、よよりり小小ささいいとといいうう]]異異ななりり方方のの二二つつのの可可能能性性ににつついいててはは、、次次のの法法則則がが成成りり立立つつ

（（注注））。。  

  



((II))aa＞＞bb、、bb＞＞cc なならら aa＞＞cc  ででああるる。。aa とと cc がが別別のの（（つつままりり不不等等なな））数数でで、、bb がが[[aa とと cc のの]]一一方方

よよりり大大ききくく、、他他方方よよりり小小ささいいののなならら、、そそのの幾幾何何学学的的なな趣趣ききをを厭厭わわずず((oohhnnee  SScchheeuu  vvoorr  ddeemm  

AAnnkkllaanngg  aann  ggeeoommeettrriisscchhee  VVoorrsstteelllluunnggeenn))  、、簡簡潔潔にに「「bb はは二二つつのの数数 aa とと cc のの間間にに((zzwwiisscchheenn))  

ああるる」」とと表表現現すするる。。  

((IIII))aa とと cc がが二二つつのの異異ななるる[[有有理理]]数数なならら、、aa とと cc のの間間ににはは、、互互いいにに異異ななるる無無限限にに多多くくのの[[有有

理理]]数数 bb がが存存在在すするる。。  

((IIIIII))ああるる[[有有理理]]数数 aa ををととるるとと、、体体系系 RR ののすすべべててのの数数はは AA11とと  AA22とといいうう、、そそれれぞぞれれ無無限限にに多多

くくのの個個をを含含むむ二二つつののククララススにに分分裂裂すするる((zzeerrffaalllleenn))。。つつままりりククララスス AA11はは＜＜aa ででああるるすすべべててのの

[[有有理理]]数数 aa11をを含含みみ、、第第二二ののククララスス AA22はは＞＞aa ででああるるすすべべててのの[[有有理理]]数数 aa22をを含含むむ。。aa ををどどちちらら

ののククララススにに入入れれるるかかはは任任意意でであありり((nnaacchh  BBeelliieebbeenn))、、入入れれ方方にによよっってて、、aa はは第第一一ののククララススのの

最最大大数数ににななるるかか、、第第二二ののククララススのの最最小小数数ににななるるかか、、いいずずれれかかででああるる。。いいずずれれのの場場合合もも、、体体系系

RR をを二二つつののククララスス AA11とと  AA22にに分分解解((zzeerrlleeggeenn))すするるとときき、、そそのの分分割割ににはは、、「「第第一一ののククララスス AA11のの

各各数数はは、、第第二二ののククララスス AA22のの各各数数よよりり、、小小ささいい」」とといいうう特特性性がが備備わわっってていいるる。。  

  

（（注注））以以下下ににおおいいててはは、、「「絶絶対対値値でで((aabbssoolluutt))」」とと断断ららなないい限限りり、、かかななららずずいいわわゆゆるる「「代代数数的的」」

なな大大小小関関係係をを意意味味すするる。。  

  

  

  

§§22    有有理理数数をを直直線線上上のの点点にに比比定定すするる  

前前節節でで指指摘摘ししたた有有理理数数のの性性質質[[つつままりり有有理理数数のの体体系系をを二二つつののククララスス AA11,,  AA22にに分分割割すするるとときき、、

第第一一ののククララスス AA11のの各各数数はは、、第第二二ののククララスス AA22のの各各数数よよりり、、小小ささいいとといいうう性性質質]]はは、、直直線線((ggeerraaddee  

LLiinniiee))  LLのの上上のの、、点点((PPuunnkktt))とと点点のの相相互互的的位位置置関関係係をを想想起起ささせせるる。。線線上上にに相相対対立立すするる二二つつのの

方方向向((RRiicchhttuunnggeenn))がが存存在在ししてていいてて、、ここれれらら二二つつのの方方向向はは「「右右向向きき((rreecchhttss))」」とと「「左左向向きき

((lliinnkkss))」」のの方方向向ととししてて区区別別さされれるるととすするる。。異異ななるる二二点点 pp、、qqをを[[線線上上にに]]ととるるとと、、ppがが qqのの右右

側側ににああっってて同同時時にに qqがが ppのの左左側側ににああるるかか、、ああるるいいはは逆逆にに、、qqがが ppのの右右側側ににああっってて同同時時にに ppがが

qqのの左左側側ににああるるかか、、そそののいいずずれれかかででああるる。。ppとと qqがが現現実実にに異異ななるる点点のの場場合合、、第第三三のの可可能能性性はは

なないい。。ささててここのの位位置置のの相相違違ににつついいててはは以以下下のの法法則則がが成成りり立立つつ。。  

  

((II))ppがが qqのの右右側側ににあありり、、ささららにに qqがが rr のの右右側側ににああるるなならら、、ppもも rr のの右右側側ににああるる。。ここののとときき

qqはは ppとと rr のの間間ににああるるとと言言わわれれるる。。  

((IIII))ppとと rr がが異異ななるる二二点点なならら、、ppとと rr のの間間ににははかかななららずず無無限限にに多多くくのの点点 qqがが存存在在すするる。。  

((IIIIII))pp をを LL 上上ののああるる点点ととすすれればば、、LL 上上ののすすべべててのの点点はは、、そそれれぞぞれれ無無限限にに多多くくのの個個をを含含むむ二二

つつののククララスス PP11  とと PP22にに分分裂裂すするる((zzeerrffaalllleenn))。。そそれれはは、、第第一一ののククララスス PP11はは ppのの左左側側ににああるる点点

pp11 ををすすべべてて含含みみ、、第第二二ののククララスス PP22 はは pp のの右右側側ににああるる点点 pp22 ををすすべべてて含含むむとといいうう意意味味ででああるる。。

点点 pp 自自体体ををどどちちららののククララススにに入入れれるるかかはは任任意意ででああるる。。いいずずれれににせせよよ、、[[直直]]線線 LLがが PP11とと PP22とと



いいうう二二つつののククララススままたたはは二二つつのの部部分分にに分分解解((ZZeerrlleegguunngg))さされれたた場場合合、、ここのの分分解解ににはは「「第第一一のの

ククララススのの各各点点はは、、第第二二ののククララススのの各各点点のの、、左左側側ににああるる」」とといいうう特特性性がが認認めめらられれるる。。  

  

[[前前節節のの末末尾尾とと本本節節直直近近のの二二段段落落でで]]確確認認ししたた、、有有理理数数とと直直線線上上のの点点ののここのの[[抽抽象象的的なな]]類類比比

関関係係((AAnnaallooggiiee))はは、、周周知知ののよよううにに、、線線分分((SSttrreecckkee))をを測測定定((AAuussmmeessssuunngg))すするる目目的的でで、、ままずず線線

[[LL]]のの上上にに特特定定のの出出発発点点つつままりり原原点点 oo をを置置きき、、ささららにに一一定定のの長長ささのの単単位位をを選選定定すするるここととにによよ

っってて、、  [[有有理理数数とと点点のの間間のの]]具具体体的的なな((wwiirrkklliicchh))関関係係にに姿姿をを変変ええるる。。ここのの長長ささのの単単位位ののおおかか

げげでで、、どどんんなな有有理理数数 aa にに対対ししててもも、、そそれれにに対対応応すするる長長ささがが構構成成でできき((kkoonnssttrruuiieerrtt))、、点点 oo かか

らら、、aa がが正正なならら右右側側にに、、aa がが負負なならら左左側側にに、、ここのの長長ささのの単単位位をを直直線線上上ににととっってていいけけばば

((aabbttrraaggeenn))、、「「数数 aa にに対対応応すするる点点」」とと呼呼ぶぶにに足足るる特特定定のの終終点点 ppにに至至るるののででああるる（（ちちななみみにに有有

理理数数 00ににはは点点 oo をを対対応応ささせせるる））。。ここうういいううややりり方方でで、、どどのの有有理理数数 aa にに対対ししててもも、、つつままりり RR のの

どどのの個個にに対対ししててもも、、[[そそれれぞぞれれ]]たただだ一一つつのの((eeiinn  uunndd  nnuurr  rreeiinn))点点 ppがが、、つつままりり LLのの上上のの一一

つつのの個個がが対対応応すするる。。ままたた二二つつのの数数 aa とと bb にに二二つつのの点点 ppとと qqががそそれれぞぞれれ対対応応すするるとときき、、aa>>bb なな

ららばば ppはは qqのの右右側側ににああるる。。[[要要すするるにに]]、、本本節節のの法法則則 II,,IIII,,IIIIII はは、、前前節節のの法法則則 II,,IIII,,IIIIII にに

完完全全にに対対応応ししてていいるるののででああるる。。  

  

  

  

§§33      直直線線のの連連続続性性  

ととこころろががここここにに極極めめてて重重要要なな事事実実ががああるる。。そそれれはは、、「「直直線線 LLのの上上ににはは、、いいかかななるる有有理理数数ににもも

対対応応ししなないい点点がが無無数数にに存存在在すするる」」とといいうう事事実実ででああるる。。そそれれはは具具体体的的ににははここうういいううここととででああ

るる。。[[ままずず]]点点 ppがが有有理理数数 aa にに対対応応すするるなならら、、周周知知ののよよううにに長長ささ ooppはは、、作作図図((KKoonnssttrruukkttiioonn))

でで使使用用さされれたた長長ささ一一定定ででああるる単単位位長長((LLäännggeenneeiinnhheeiitt))とと通通約約可可能能 kkoommmmeennssuurraabbeell))ででああるる

ここれれらら二二つつのの長長ささ[[単単位位長長とと、、oopp のの長長ささ]]ががどどちちららももそそのの何何倍倍かかににななっってていいるるよようう

なな、、そそののよよううなな第第三三のの長長ささ、、すすななわわちちいいわわゆゆるる公公約約単単位位((ggeemmeeiinnsscchhaaffttlliicchheess  MMaaßß))がが存存在在

すするる。。ししかかしし古古代代ギギリリシシアア人人ががすすででにに知知っってておおりり証証明明ままでで与与ええてていいたたよよううにに、、与与ええらられれたた

単単位位長長とと通通約約不不可可能能なな長長ささがが存存在在すするる（（たたととええばば一一辺辺のの長長ささ 11 ででああるる正正方方形形のの対対角角線線のの長長

ささののよよううにに））。。点点 oo かかららここのの直直線線上上ににここのの長長ささををととるるとと、、どどんんなな有有理理数数ににもも対対応応ししなないい端端点点

をを得得るる。。ささららにに、、単単位位長長とと通通約約不不可可能能なな長長ささがが無無限限にに存存在在すするるこことともも容容易易にに証証明明さされれるる。。しし

たたががっってて次次ののよよううにに申申しし立立ててるるここととががででききるるだだろろうう。。すすななわわちち、、「「直直線線 LL上上にに在在るる点点のの個個たた

ちちとと、、有有理理数数のの領領域域 RR にに在在るる数数のの個個たたちちととでではは、、前前者者のの方方がが後後者者よよりりもも無無限限にに豊豊富富

((uunneennddlliicchh  vviieell  rreeiicchheerr))ででああるる」」とと。。  

  

ささてて仮仮にに私私がが、、直直線線上上ののすすべべててのの事事象象をを算算術術的的にに処処理理ししよよううとと決決心心((wwiillll))ししててもも、、[[いいまま見見

たたよよううにに]]有有理理数数ががそそのの期期待待にに応応ええなないい以以上上、、そそのの思思いいはは願願望望((WWuunnsscchh))のの域域をを出出なないい。。だだかか

ららここそそ、、有有理理数数のの創創出出にによよっってて[[すすででにに]]構構成成さされれたたああのの装装置置((IInnssttrruummeenntt))RR をを、、[[ささららにに]]新新



たたなな数数のの創創出出にによよっってて本本質質的的にに精精緻緻化化すするるここととがが喫喫緊緊のの課課題題ななののででああるる。。ししかかももここのの[[新新しし

いい]]数数のの領領域域はは、、直直線線とと同同じじ完完全全性性をを、、つつままりり（（すすぐぐ後後でで使使うう言言葉葉ででいいええばば））直直線線とと同同じじくく

連連続続性性((SStteettiiggkkeeiitt))をを有有ししてていいななけけれればばななららなないい。。  

  

以以上上のの考考察察はは誰誰ででもも知知っってていいるるあありりふふれれたた内内容容でであありり、、そそのの繰繰りり返返ししはは無無用用ででははなないいかかとと

訝訝ししくく思思うう向向ききももああるるだだろろうう。。ししかかししここののおおささららいいはは、、中中心心ととななるる問問いいのの立立てて方方をを適適正正化化

すするるたためめにに必必要要だだっったたののででああるる。。従従来来のの無無理理数数のの導導入入のの仕仕方方はは、、たただだのの一一度度もも厳厳密密にに定定義義

さされれたたここととののなないい[[そそししてて幾幾何何学学的的直直観観とと野野合合ししたた]]「「外外延延量量概概念念((BBeeggrriiffff  ddeerr  eexxtteennssiivveenn  

GGrröößßeenn))」」ななるるももののとといいわわばば結結託託ししてておおりり、、そそののううええでで、、ああるる量量をを同同種種のの別別のの量量でで測測定定ししたた

((MMeessssuunngg))最最終終結結果果((RReessuullttaatt))ととししてて[[無無理理]]数数はは説説かかれれててききたた((eerrkkllåårreenn))ののででああるる((注注))。。だだ

ががそそううででははななくくてて、、私私はは、、算算術術はは[[飽飽くくままででもも]]自自ららのの内内部部かからら自自ららをを展展開開すするる（（ssiicchh  aauuss  

ssiicchh  sseellbbsstt  hheerraauuss  eennttwwiicckkeellnn））ももののででああっっててほほししいいとと思思うう。。非非算算術術的的ななイイメメーージジととののここ

ううししたた結結託託がが、、数数概概念念のの拡拡張張のの端端緒緒((nnääcchhssttee  VVeerraannllaassssuunngg))ににななっったたとといいううここととはは、、一一般般

論論ととししててなならら認認めめててももよよいいだだろろううがが（（たただだしし複複素素数数のの導導入入にに際際ししててここううししたたここととはは毫毫ももなな

かかっったた））、、だだかかららとと言言っっててそそれれはは、、算算術術やや数数関関係係のの学学問問ににここううししたた異異質質なな考考察察をを持持ちち込込んんでで

良良いいここととのの理理由由ににははななららなないい。。負負のの有有理理数数やや分分数数のの有有理理数数がが自自律律的的なな創創出出((ffrreeiiee  

SScchhööppffuunngg))をを通通じじてて定定立立さされれ、、ここれれららのの数数のの計計算算法法則則ががすすべべかかららくく((mmüüsssseenn  uunndd  kköönnnneenn))正正

整整数数のの計計算算法法則則にに帰帰着着ささせせらられれたたよよううにに、、無無理理数数ももままたた有有理理数数だだけけをを頼頼りりにに完完全全にに定定義義

((ddeeffiinniieerreenn))さされれななけけれればばななららなないい。。たただだそそれれををどどうう定定義義ししたたももののかか、、そそれれがが問問題題ででああるる。。  

  

（（注注））ここののややりり方方ででどどんんなな数数ででもも漏漏れれななくく定定義義ででききるるとと言言わわれれるるここととががああるるがが、、そそれれがが見見

せせかかけけのの長長所所ででああるるここととはは複複素素数数のの例例をを考考ええれればばすすぐぐににわわかかるる。。ししかかもも[[本本文文のの上上記記のの]]やや

りり方方はは話話がが逆逆ででああっってて((uummggeekkeehhrrtt))、、私私見見でではは、、ああららかかじじめめ無無理理数数がが導導入入さされれててここそそ、、同同種種

のの二二つつのの量量のの比比((VVeerrhhaaeellttnniiss))のの概概念念もも明明確確にに展展開開ででききるるののででああるる。。  

  

いいまま有有理理数数領領域域 RR とと直直線線をを比比較較ししててみみててわわかかっったたここととはは、、有有理理数数領領域域 RR がが不不完完全全でで空空白白だだ

ららけけでで不不連連続続ででああるる一一方方でで、、線線のの方方はは完完全全でで空空白白ががななくく連連続続ととさされれてていいるるここととででああるる。。でで

はは、、線線ののここのの連連続続性性ははいいっったたいい何何にに由由来来ししてていいるるののだだろろううかか。。すすべべててははままささににここのの問問いいのの

答答ええにに含含ままれれてていいるるははずずでであありり、、そそのの答答ええががああららゆゆるる((aalllleerr))連連続続的的領領域域のの研研究究のの学学問問的的なな

礎礎ととななるるにに違違いいなないい。。「「最最小小部部分分ににおおけけるる中中断断ななきき連連関関（（uunnuunntteerrbbrroocchheennee  ZZuussaammmmeennhhaanngg  iinn  

ddeerr  kklleeiinnsstteenn  TTeeiilleenn））」」ととややららににつついいててのの妄妄言言はは、、当当然然ののここととななががらら何何もも生生みみ出出ささなないい。。

とといいううののはは、、求求めめらられれてていいるるののはは、、具具体体的的ににそそここかからら何何かかをを演演繹繹すするるたためめのの基基礎礎のの任任にに耐耐

ええるるだだけけのの、、[[連連続続性性のの]]明明確確なな特特徴徴((MMeerrkkmmaall))だだかかららででああるる。。長長ききににわわたたっってて虚虚ししいい考考察察をを

繰繰りり返返ししたた結結果果、、私私ははつついいにに求求めめるるももののをを発発見見ししたた。。おおそそららくく人人々々ははここのの発発見見ををああれれここれれ

評評定定すするるののだだろろううがが、、大大部部分分のの人人ががここのの発発見見のの内内容容をを極極めめてて当当たたりり前前((sseehhrr  ttrriivviiaall))とと受受

けけ取取るるここととをを、、私私はは疑疑わわなないい。。私私のの発発見見ととははここううででああるる。。前前節節[[§§22]]でで指指摘摘ししたたよよううにに、、直直



線線ののどどのの点点 pp もも二二つつのの部部分分へへのの分分解解をを線線上上にに引引きき起起ここしし、、ししかかもも片片方方のの部部分分ののどどのの点点もも、、

ももうう一一つつのの部部分分ののどどのの点点よよりりもも左左側側ににななるるよよううににししてて、、そそのの分分解解をを引引きき起起ここすすとといいううこことと。。

ささてて私私はは、、いいまま[[直直線線ににつついいてて述述べべたたこことと]]のの逆逆((UUmmkkeehhrruunngg))ののななかかにに、、すすななわわちち[[直直線線ををめめ

ぐぐるる]]次次のの原原理理((PPrriinnzziipp))ののななかかにに、、連連続続性性のの本本質質をを読読みみ取取るるののででああるる。。  

  

「「直直線線上上ののすすべべててのの点点がが二二つつののククララススにに、、そそれれもも第第一一ののククララススのの各各点点がが第第二二ののククララススのの各各

点点よよりりもも左左側側にに来来るるよよううにに、、分分裂裂すするるなならら、、二二つつののククララスス((KKllaassssee))へへののすすべべててのの点点ののここのの

区区分分((EEiinntteeiilluunngg))をを引引きき起起ここすすよよううなな、、そそししてて二二つつのの部部分分((SSttüücckkee))へへのの直直線線ののここのの分分割割

((ZZeerrsscchhnneeiidduunngg))をを引引きき起起ここすすよよううなな、、一一つつののそそししててたただだ一一つつのの((eeiinn  uunndd  nnuurr  eeiinn))点点がが存存

在在すするる((eexxiissttiieerrtt))。。」」      

  

先先ほほどど述述べべたたよよううにに、、誰誰ももががここのの申申しし立立ててのの正正ししささをを即即座座にに認認めめるるとと期期待待ししててもも、、ああなながが

ちち不不当当ででははああるるままいい。。ままああ大大多多数数のの読読者者はは、、連連続続性性のの神神秘秘ががここんんななたたわわいいももなないいややりり方方でで

解解明明さされれたたとと聞聞いいてて、、ひひどどくく気気落落ちちすするるののだだろろううがが。。ここのの[[誰誰ももがが認認めめるるとといいうう]]点点ににつついい

てて、、私私はは次次ののここととをを言言いい添添ええてておおききたたいい。。読読者者諸諸賢賢ががここのの原原理理ををももっっととももだだ((eeiinnlleeuuhhtteenndd))

とと受受けけ止止めめらられれ、、「「そそれれはは線線とといいううももののににつついいてて自自分分がが抱抱くくイイメメーージジにによよくく一一致致すするる」」ととおお

認認めめいいたただだけけるるなならら、、私私ははそそれれでで満満足足ででああるる。。ななぜぜなならら私私ででああれれ誰誰ででああれれ、、ここのの原原理理のの正正しし

ささをを証証明明((BBeewweeiiss))すするるここととななどどででききなないいかかららででああるる。。線線ののここのの性性質質はは[[むむししろろ]]公公理理((AAxxiioomm))

ととししてて立立ててらられれてていいるる。。そそれれはは、、我我々々ははここのの公公理理ががああっってて初初めめてて線線にに連連続続性性をを認認めめるるこことと

ががででききるる((ddeerr  LLiinniiee  iihhrree  SStteettiiggkkeeiitt  zzuueerrkkeennnneenn))とといいうう意意味味、、[[いいややそそももそそもも]]ここのの公公理理

ががああっってて初初めめてて線線ににつついいてて連連続続性性をを云云々々すするる気気ににななるる((ddiiee  SStteettiiggkkeeiitt  iinn  ddiiee  LLiinniiee  

hhiinneeiinnddeennkkeenn))、、とといいうう意意味味ででああるる。。ここここでで話話をを広広げげよようう((üübbeerrhhaauupptt))。。ももしし空空間間がが実実在在すするる

存存在在((eeiinnee  rreeaallee  EExxiisstteennzz))だだととししててもも、、そそのの空空間間がが必必然然的的にに連連続続ででああるるいいわわれれははなないい。。なな

ぜぜなならら空空間間がが不不連連続続ででもも、、空空間間のの無無数数のの性性質質がが今今とと同同じじまままま、、とといいううここととはは考考ええらられれるるかか

ららででああるる。。ささららにに、、空空間間がが不不連連続続ででああるるここととがが確確認認さされれてていいるるににももかかかかわわららずず、、誰誰かかがが、、そそ

れれででもも連連続続的的空空間間のの方方ががいいいいとといいううののでで、、不不連連続続空空間間のの空空白白をを頭頭のの中中ななかかでで充充填填しし

((AAuussffüülllluunngg))、、そそれれをを連連続続的的空空間間にに変変更更ししよよううととししててもも、、ここのの企企ててをを妨妨げげるる理理由由ははままっったた

くく見見当当たたららなないい。。[[ここととほほどど左左様様にに、、空空間間とと連連続続性性のの関関係係にに特特段段のの縛縛りりはは掛掛かかっってていいなないいのの

だだがが]]、、くくだだんんのの充充填填はは点点とといいうう名名前前をを持持つつ新新たたなな個個のの創創出出でであありり、、  [[客客観観的的ににははいいざざ知知らら

ずず、、人人間間精精神神ののすするる創創出出ででああるる限限りりににおおいいてて]]  充充填填はは前前述述ののああのの原原理理のの縛縛りりをを受受けけなないいでで

はは済済ままなないいののででああるる。。  

  

  

  

§§44          無無理理数数のの創創出出  

有有理理数数のの不不連連続続領領域域 RR をを完完全全化化すするるややりり方方はは、、[[実実はは]]すすででにに[[前前節節のの]]結結びびのの言言葉葉にによよっってて



言言いい尽尽くくさされれてていいるる。。[[ししかかししそそのの議議論論にに入入るる前前にに、、ここのの段段落落でではは分分解解((ZZeerrlleegguunngg))をを、、たただだ

しし有有理理数数をを与与ええたた分分解解をを、、§§11 をを参参考考にに振振りり返返っってておおここうう]]。。§§11 でで見見たたよよううにに((IIIIII))、、どどのの

有有理理数数 aa もも、、体体系系 RR をを AA11とと AA22とといいうう二二つつののククララススにに、、ししかかもも第第一一ののククララスス AA11のの各各数数 aa11がが

第第二二ののククララスス AA22のの各各数数 aa22よよりり小小ささくくななるるよよううににししてて、、分分解解ささせせてていいたたののだだっったた。。たただだしし数数

aa はは  ククララスス AA11のの最最大大数数かか、、ククララスス AA22のの最最小小数数ととななるる。。ささてて体体系系 RR がが AA11とと AA22とといいうう二二つつのの

ククララススにに区区分分けけ((EEiinntteeiilluunngg))さされれてていいるるとときき、、ここのの区区分分けけのの「「AA11のの各各数数 aa11はは AA22のの各各数数 aa22よよ

りり小小ささいい」」とといいうう特特徴徴的的なな性性質質だだけけ((nnuurr))にに注注目目ししてて、、簡簡単単ののたためめにに「「切切断断((SScchhnniitttt))」」とと呼呼

びび、、((AA11,,AA22))とと表表記記すするるここととににすするる。。そそののとときき、、どどのの有有理理数数 aa もも一一つつのの切切断断をを引引きき起起ここししてて

いいるるとと言言ええるる訳訳ででああるる（（正正確確ににはは、、本本質質的的なな差差をを認認めめががたたいい二二つつのの切切断断をを引引きき起起ここししてていい

るるとと言言ええるる））。。ささててここのの切切断断はは、、[[上上記記のの特特徴徴的的なな性性質質にに]]加加ええてて((aauußßeerrddeemm))、、次次のの性性質質、、すす

ななわわちち、、「「第第一一のの数数ののククララススのの中中にに最最大大数数がが存存在在すするるかか、、第第二二のの数数ののククララススのの中中にに最最小小数数がが

存存在在すするるかか、、そそののいいずずれれかかででああるる」」とといいうう性性質質をを[[もも]]有有ししてていいたた。。ととこころろががここのの[[二二つつ目目のの]]

性性質質ででははそそのの逆逆((uummggeekkeehhrrtt))がが成成立立ししてていいたたののだだっったた。。すすななわわちち、、ああるる切切断断がが「「第第一一のの数数のの

ククララススのの中中にに最最大大数数をを存存在在ささせせるるかか、、第第二二のの数数ののククララススのの中中にに最最小小数数をを存存在在ささせせるる」」なならら、、

ままささににここのの最最大大のの有有理理数数かか最最小小のの有有理理数数ののいいずずれれかかがが、、ここのの切切断断をを引引きき起起ここししてていいたたののだだ

っったた。。[[以以上上がが§§11 ののおおささららいいででああるる。。]]  

  

[[ととこころろがが]]すすぐぐわわかかるるよよううにに、、[[有有理理数数領領域域 RR のの]]切切断断ににはは、、有有理理数数がが引引きき起起ここししたたののででなな

いい切切断断がが、、無無数数にに((uunneennddlliicchh  vviieell))存存在在すするる。。手手近近なな実実例例ははここううででああるる。。  

  

DD をを整整数数のの平平方方ででなないい正正のの整整数数ととすするる。。そそののとときき次次のの式式をを満満たたすす正正のの整整数数λλがが存存在在すするる。。すす

ななわわちち  

λλ22  <<  DD  <<  ((λλ++11))22  

そそのの平平方方がが DD よよりり大大ききくくななるるすすべべててのの正正のの有有理理数数 aa22をを第第二二ののククララスス AA22  ととしし、、そそれれ以以外外のの

すすべべててのの有有理理数数 aa11ををククララスス AA11ととすするる。。そそののととききここのの区区分分はは切切断断((AA11,,AA22))ででああるる。。つつままりりどどんん

なな数数 aa11ををととっっててもも、、そそれれははどどのの数数 aa22よよりりもも小小ささいい。。aa11がが＝＝００かか負負なならら、、数数 aa22はは定定義義よよりり正正

だだかからら、、すすででにに上上のの理理由由だだけけでで、、aa11ははどどのの数数 aa22よよりりもも小小ささいい。。ししかかしし aa11がが正正なならら、、そそのの平平

方方はは≦≦DD でであありり、、ししたたががっってて aa11ははそそのの平平方方がが＞＞DD ででああるるどどのの正正のの数数 aa22よよりりもも小小ささいい。。  

  ととこころろががいいかかななるる有有理理数数もも、、ここのの切切断断をを引引きき起起ここししててははいいなないい。。そそのの証証明明ににはは、、平平方方ししてて

＝＝DD ににななるるよよううなな有有理理数数がが存存在在ししなないいここととのの確確認認ががととりりああええずず必必要要ででああるる。。そそれれはは数数論論のの初初

歩歩ででよよくく知知らられれてていいるるととこころろだだがが、、ここここはは次次のの間間接接証証明明のの出出番番ととししよようう。。平平方方すするるとと DD にに

ななるる数数がが存存在在すするるとと仮仮定定すするるとと、、tt22――DDuu22==00をを充充たたすす二二つつのの正正整整数数 tt とと uu もも見見つつかかるる。。ここのの

場場合合、、uu をを、、平平方方ししててかからら DD をを掛掛けけるるととああるる整整数数のの平平方方ににななるるよよううなな、、そそんんなな正正整整数数ののななかか

でで最最小小のの正正整整数数とと仮仮定定ししててもも差差しし支支ええなないい。。ここののとときき、、明明ららかかにに  

                λλuu  <<  tt<<  ((λλ++11))uu  

だだかからら、、数数  



                  uu’’==  tt  −−λλuu  

はは、、正正のの整整数数でであありり、、ししかかもも uuよよりり小小ささいい正正のの整整数数ででああるる。。そそここででささららにに  

                  tt’’  ==  DDuu  −−λλtt  ととおおくくとと  

tt’’  もも同同様様にに正正のの整整数数ととななりり、、結結局局  

((tt’’))22  ――  DD((uu’’))22==((λλ22−−DD))((tt22−−DDuu22))==00                                                                      

ととななるるがが、、ここれれはは uu ににつついいててのの[[最最小小だだとといいうう]]前前提提にに矛矛盾盾すするる。。  

    

ゆゆええにに、、どどのの有有理理数数 xxのの平平方方もも、、<<DD かか>>DD ののいいずずれれかかででああるる。。すすぐぐ分分かかるるよよううにに、、ククララスス AA11

にに最最大大数数ははななくくククララスス AA22にに最最小小数数ははなないい。。  

  

yy==xx((xx22++33DD))  //((33xx22++DD))    ととすするるとと  

  

yy−−xx==  22xx((DD−−xx22))//  ((33xx22++DD))  でであありり  

  

yy２２−−DD==((xx22−−DD))33//((33xx22++DD))22    ととななるる。。  

  

そそここでで xxににククララスス AA11のの正正数数ををととるるとと、、xx22<<DD  でであありり、、ししたたががっってて yy>>xx  でであありり、、yy22<<DD ととななりり、、

つつままりり yy もも  AA11にに属属すす。。ししかかしし xxににククララスス AA22のの数数ををととるるとと、、xx22＞＞DD でであありり、、ししたたががっってて yy＜＜

でであありり、、yy>>00でで yy２２＞＞DD でであありり、、ゆゆええにに yy ももククララスス AA22にに属属すす。。そそれれゆゆええ、、ここのの切切断断をを引引きき起起

ここししてていいるるののはは有有理理数数ででははなないい。。  

  

ここのの性性質質、、すすななわわちち「「[[有有理理数数のの領領域域 RR  のの]]切切断断はは、、全全部部がが全全部部、、有有理理数数にによよっってて引引きき起起ここ

さされれてていいるる訳訳ででははなないい」」とといいうう性性質質にに、、すすべべててのの有有理理数数のの領領域域 RR のの不不完完全全性性つつままりり不不連連続続

性性はは起起因因ししてていいるる。。  

  

[[そそここででここううししよようう]]。。有有理理数数がが引引きき起起ここししたたののででなないい切切断断((AA11,,AA22))にに遭遭遇遇すするるたたびびにに、、我我々々はは

新新ししいい数数、、すすななわわちちここのの切切断断((AA11,,AA22))にによよっってて完完全全にに確確定定さされれたたとと目目さされれるる無無理理数数

((iirrrraattiioonnaallee  ZZaahhll))ααをを創創出出((eerrsscchhaaffffeenn))すするる。。ままたたそそののとときき我我々々はは、、「「数数ααははここのの切切断断にに

対対応応すするる」」だだととかか、、「「ここのの数数がが切切断断をを引引きき起起ここししたた」」ななどどのの言言いい方方ををすするる。。そそううすするるとと今今後後

((vvoonn  jjeettzztt  aabb))、、どどのの特特定定のの切切断断ににもも一一つつそそししててたただだ一一つつのの特特定定のの（（有有理理なないいししはは無無理理のの））

数数がが対対応応すするるだだろろうう。。ままたた、、[[有有理理ででああれれ無無理理ででああれれ]]二二つつのの数数がが本本質質的的にに異異ななるる切切断断にに対対

応応すするるとときき、、かかななららずず((sstteettss))、、そそししててそそののととききにに限限っってて、、二二つつのの数数はは異異ななるる数数、、不不等等なな数数

とと見見ななさされれるるだだろろうう。。[[ここううししてて数数とと切切断断のの「「対対応応関関係係」」はは原原理理的的にに確確保保さされれたた。。ここここかからら

先先はは、、有有理理数数とと無無理理数数のの体体系系ににおおけけるる「「順順序序関関係係」」とと「「演演算算」」をを切切断断のの視視点点かからら基基礎礎づづけけるる

作作業業にに専専念念ししよようう]]。。  

  



§§55    実実数数のの領領域域のの連連続続性性..          

前前節節でで[[順順序序にに関関すするる]]一一連連のの区区別別[[((ii))((iiii))((iiiiii))((iivv))((vv))]]がが確確立立さされれたたここととにによよっってて、、すすべべ

ててのの実実数数のの体体系系  ℜℜはは[[有有理理数数のの体体系系 RR ににはは認認めめらられれななかかっったた((§§11))]]「「一一次次元元のの順順序序づづけけらら

れれたた領領域域((eeiinn  wwoohhllggeeoorrddnneetteess  GGeebbiieett  vvoonn  eeiinneerr  DDiimmeennssiioonn))」」ににななるるここととががででききたた。。そそれれ

ははままささにに、、以以下下のの[[四四つつのの]]法法則則のの支支配配がが及及んんだだここととをを意意味味すするる。。[[すすななわわちち、、αα,,ββ,,γγをを実実

数数ととすするるとと、、ままずずはは]]  

  

((II))αα>>ββ、、ββ＞＞γγななららαα＞＞γγででももああるる。。ここれれをを「「数数ββはは数数ααとと数数γγのの間間ににああるる」」とと言言うう。。  

((IIII))  ααととγγをを異異ななるる二二数数ととすするるとと、、ααととγγのの間間ににははかかななららずず互互いいにに異異ななるる無無限限にに多多くくのの

ββがが存存在在すするる。。  

((IIIIII))特特定定のの数数ααををととるるとと、、体体系系		 ℜℜ  ののすすべべててのの数数はは、、そそれれぞぞれれ無無限限にに多多くくのの個個をを含含むむ二二つつ

ののククララスス  𝔄𝔄𝔄𝔄11 とと𝔄𝔄𝔄𝔄22 にに分分裂裂すするる。。そそれれはは、、第第一一ののククララスス𝔄𝔄𝔄𝔄11 がが、、＜＜ααででああるるよよううなな数数αα11ををすす

べべてて含含みみ、、第第二二ののククララスス𝔄𝔄𝔄𝔄22がが、、＞＞ααででああるるよよううなな数数αα22ををすすべべてて含含むむとといいうう意意味味ででああるる。。ちち

ななみみにに、、数数ααそそれれ自自体体をを第第一一とと第第二二ののククララススののどどちちららにに入入れれるるかかはは任任意意でであありり、、そそれれぞぞれれ

にに応応じじててααはは第第一一ククララススのの最最大大数数ととななるるかか、、第第二二ククララススのの最最小小数数ととななるるかかででああるる。。いいずずれれ

ににせせよよ、、体体系系 ℜℜ がが二二つつののククララスス𝔄𝔄𝔄𝔄11、、𝔄𝔄𝔄𝔄22にに分分解解ししたた場場合合、、第第一一ののククララスス𝔄𝔄𝔄𝔄11のの各各数数はは第第二二のの

ククララスス𝔄𝔄𝔄𝔄22のの各各数数よよりり小小ささくくななっってていいるる。。ここのの場場合合、、「「数数 aa ががここのの分分解解をを引引きき起起ここししたた」」とと

いいうう言言いい方方がが行行わわれれるる。。  

  

ここれれらら[[三三つつ]]のの命命題題はは前前節節[[§§44]]のの定定義義かからら直直接接にに導導くくここととががででききるる。。話話をを簡簡単単ににすするるたためめ、、

そそししてて読読者者をを退退屈屈ささせせたたくくなないいののでで、、証証明明はは省省略略すするる。。  

  

ししかかしし領領域域ℜℜははここれれらら以以外外にに連連続続性性((SStteettiiggkkeeiitt))とといいうう性性質質をを有有ししてていいるる。。すすななわわちち次次のの

命命題題がが成成立立すするるののででああるる。。  

  

((IIVV))すすべべててのの実実数数のの体体系系ℜℜがが二二つつののククララスス𝔄𝔄𝔄𝔄11とと𝔄𝔄𝔄𝔄22にに分分裂裂しし、、ししかかももそそれれがが、、ククララスス𝔄𝔄𝔄𝔄11のの

各各数数αα11ががククララスス𝔄𝔄𝔄𝔄22のの各各数数αα22よよりり小小ささくくななるるよよううなな分分裂裂だだととすするるとと、、ここのの分分解解をを引引きき起起ここ

ししたた、、ひひととつつそそししててたただだ一一つつのの数数αα((eeiinnee  uunndd  nnuurr  eeiinnee  ZZaahhllαα))がが[[体体系系ℜℜにに]]存存在在すするる。。  

  

証証明明  

[[すすべべててのの実実数数のの体体系系]]		ℜℜ  がが  𝔄𝔄𝔄𝔄11とと𝔄𝔄𝔄𝔄22にに分分解解ままたたはは切切断断さされれたた場場合合、、同同時時にに、、すすべべててのの有有理理

数数のの体体系系 RR にに切切断断((AA11,,AA22))がが生生じじてていいるる。。ししかかももここのの切切断断はは、、AA11ががククララスス𝔄𝔄𝔄𝔄11ののすすべべててのの有有理理

数数をを含含みみ、、AA22がが他他ののすすべべててのの、、つつままりりククララスス𝔄𝔄𝔄𝔄22ののすすべべててのの有有理理数数をを含含むむよよううなな、、そそののよようう

なな切切断断ででああるる。。ここのの[[有有理理数数のの体体系系]]  RR のの切切断断（（AA11、、AA22))をを引引きき起起ここすす特特定定のの数数ををααととししよようう。。

ここここででααとと異異ななるる((vveerrsscchhiieeddeenn))ああるる数数ββををととるるとと、、ααととββのの間間ににははかかななららずず無無限限にに多多くくのの

有有理理数数 cc がが存存在在すするる。。そそここででままずず[[第第一一にに]]ββ＜＜ααなならら、、[[cc ははααととββのの間間ににああるるののだだかからら]]  



cc<<ααでであありり、、ゆゆええにに cc ははククララスス AA11にに属属しし、、だだかからら cc はは𝔄𝔄𝔄𝔄11ににもも属属すす。。ままたたささららにに[[cc ははααととββ

のの間間ににああるる以以上上]]ββ＜＜cc だだかからら、、ββもも同同じじくくククララスス𝔄𝔄𝔄𝔄11 にに属属ししてていいるる。。ななぜぜなならら𝔄𝔄𝔄𝔄22 ののどどのの数数

もも、、𝔄𝔄𝔄𝔄11ののどどのの ccよよりりもも大大ききいいかかららででああるる[[換換言言すすれればば、、仮仮ににββがが𝔄𝔄𝔄𝔄22にに属属すすなならら、、ββ＞＞cc ととなな

っっててししままううかかららででああるる]]。。ししかかしし他他方方[[第第二二にに]]、、ββ＞＞ααなならら、、[[cc ははααととββのの間間ににああるるののだだかか

らら]]  cc＞＞ααでであありり、、ゆゆええにに cc ははククララスス AA22にに属属しし、、だだかからら cc ははククララスス𝔄𝔄𝔄𝔄22ににもも属属すす。。ままたたささらら

にに[[cc ははααととββのの間間ににああるる以以上上]]ββ＞＞cc だだかからら、、ββもも同同じじククララスス𝔄𝔄𝔄𝔄22 にに属属ししてていいるる。。ななぜぜなならら

𝔄𝔄𝔄𝔄11ののどどのの数数もも、、𝔄𝔄𝔄𝔄22ののどどのの ccよよりりもも小小ささいいかかららででああるる[[換換言言すすれればば、、仮仮ににββがが𝔄𝔄𝔄𝔄11にに属属すすなならら、、

ββ<<  cc ととななっっててししままううかかららででああるる]]。。ゆゆええにに[[最最終終的的にに]]、、ααとと異異ななるるどどんんなな数数ββもも、、ββ＜＜αα

ななららククララスス𝔄𝔄𝔄𝔄11にに、、ββ＞＞ααななららククララスス𝔄𝔄𝔄𝔄22にに属属すす。。ここれれははすすななわわちち、、αα自自体体がが𝔄𝔄𝔄𝔄11のの最最大大数数ででああ

るるかか、、𝔄𝔄𝔄𝔄22のの最最小小数数ででああるるかか、、そそののいいずずれれかかででああるるここととをを意意味味ししてていいるる。。すすななわわちちままささににαα

ここそそがが、、[[単単にに RR ででははななくく]]    ℜℜ  ををククララスス𝔄𝔄𝔄𝔄11ととククララスス𝔄𝔄𝔄𝔄22にに分分裂裂せせししめめたた当当のの数数、、ししかかもも、、

一一つつ、、そそししてて確確実実ににたただだ一一つつのの数数((eeiinnee  uunndd  ooffffeennbbaarr  ddiiee  eeiinnzziiggee  ZZaahhll))ななののででああるる。。しし

かかししここれれががままささにに証証明明すすべべききここととででああっったた。。  

  

  

  

§§66        実実数数のの計計算算  

二二つつのの実実数数αα,,ββのの計計算算をを有有理理数数のの計計算算にに帰帰着着ささせせるる上上でで肝肝要要ななここととはは、、数数αα,,ββがが[[有有理理数数

のの]]体体系系 RR にに引引きき起起ここすす切切断断((AA11,,  AA22))とと((BB11,,  BB22))をを使使っってて、、[[二二つつのの実実数数αα,,ββ]]のの計計算算結結果果γγ

にに対対応応すすべべきき切切断断((CC11,,  CC22))をを定定義義すするるここととででああるる。。ここここででははももっっとともも単単純純なな例例、、つつままりり加加算算

にに限限っっててここののここととをを試試みみるる。。  

  

cc  ををああるる有有理理数数ととすするる。。[[第第一一にに、、実実数数ααがが引引きき起起ここすす有有理理数数のの体体系系 RR のの切切断断のの第第一一ククララ

スス]]AA11 かからら数数 aa11  をを、、ままたた[[実実数数ββがが引引きき起起ここすす有有理理数数のの体体系系 RR のの切切断断のの第第一一ククララスス]]BB11 かからら

bb11ををととるるここととががででききてて、、ししかかもも aa11＋＋bb11≧≧cc がが成成りり立立つつよよううににででききるるなならら、、ここのの[[有有理理数数]]cc をを

ククララスス CC11にに含含めめるるここととににしし、、そそれれ以以外外のの cc ははすすべべててククララスス CC22にに含含めめるるここととににすするる。。そそううすす

るるとと、、すすべべててのの有有理理数数[[cc]]はは二二つつののククララスス CC11、、CC22にに区区分分さされれるるがが、、そそれれはは当当然然、、切切断断ににななっっ

てていいるる。。ななぜぜなならら CC11 ののどどのの数数 cc１１もも、、CC22 ののどどのの数数 cc22よよりりもも小小ささいいかかららででああるる。。ささてて「「第第二二

にに」」二二つつのの数数αα,,ββがが[[どどちちららもも]]有有理理数数だだととすするるとと、、CC11ののどどのの数数 cc１１もも≦≦αα＋＋ββででああるる。。ななぜぜ

なならら、、aa11≦≦ααでであありり bb11≦≦ββでであありり、、ゆゆええにに[[cc１１==]]aa11＋＋bb11≦≦αα＋＋ββもも成成りり立立つつかかららででああるる。。そそ

ここでで、、ささららににももしし CC22にに含含ままれれるる数数 cc22がが＜＜αα＋＋ββだだととすするるとと、、つつままりり ppをを正正のの有有理理数数だだととしし

ててαα＋＋ββ＝＝cc22＋＋ppだだととすするるとと、、  

                    cc22＝＝((αα−−  pp//22))++((  ββ−−  pp//22))  

ととななるるがが、、αα−−  pp//22  はは AA11にに属属すす数数でであありり、、ββ−−  pp//22  はは BB11にに属属すす数数ででああるるかからら、、ここれれはは数数 cc22

のの定定義義にに矛矛盾盾すするる。。ししたたががっってて CC22 にに含含ままれれるるどどのの数数 cc２２もも cc２２≧≧αα＋＋ββででああるる。。ゆゆええににここのの

場場合合、、切切断断((CC11,,  CC22))をを引引きき起起ここししてていいるるののはは和和αα＋＋ββななののででああるる。。だだかからら[[第第一一ででああれれ第第二二



ででああれれ]]いいずずれれのの場場合合ににおおいいててもも、、二二つつのの任任意意のの実実数数αα,,ββのの和和((SSuummmmee))αα＋＋ββとといいうう言言いい方方

でで切切断断((CC11,,  CC22))をを引引きき起起ここすす数数γγののここととをを考考ええててもも、、  有有理理数数のの算算術術でで妥妥当当すするる[[和和のの]]定定義義

にに抵抵触触ししなないい。。ささららにに[[第第三三にに]]、、二二つつのの数数αα,,ββのの一一方方だだけけがが、、例例ええばばααだだけけがが有有理理数数だだとと

ししててもも、、数数ααががククララスス AA11にに属属そそううがが、、ククララスス AA22にに属属そそううがが、、そそれれがが和和γγ＝＝αα＋＋ββにに影影響響をを

おおよよぼぼささなないいここととはは容容易易にに知知らられれるる。。  

  

加加算算以以外外ののいいわわゆゆるる初初等等算算術術のの演演算算（（すすななわわちち差差、、積積、、商商、、冪冪、、根根、、対対数数ななどどのの構構築築））もも、、

加加算算同同様様のの仕仕方方でで定定義義さされれるる。。ささららにに、、わわたたししがが知知るる限限りりたただだのの一一度度もも証証明明さされれたたここととのの

なないい命命題題（（たたととええばば  √𝟐𝟐√𝟑𝟑 = √𝟔𝟔））のの証証明明もも、、ここののややりり方方でで実実際際にに可可能能ででああるる。。比比較較的的込込みみ

入入っったた演演算算のの定定義義にに冗冗長長ささ((WWeeiittllääuuffiiggkkeeiitt))ははつつききももののだだしし、、冗冗長長ささももままたた物物事事のの本本質質にに

根根ざざししててははいいるるののだだがが、、ししかかししそそのの大大半半はは回回避避可可能能ででああるる。。ここのの[[冗冗長長性性をを回回避避すするるとといいうう]]

点点でで、、区区間間((IInntteerrvvaallll))のの概概念念はは非非常常にに有有効効ででああるる。。区区間間ととははここううででああるる。。「「aa とと aa’’をを体体系系

AA のの数数だだととすするるとと、、aa とと aa’’のの間間((zzwwiisscchheenn))ののすすべべててのの有有理理数数もも体体系系 AA にに含含ままれれるる」」とといいうう

特特徴徴的的なな性性質質をを有有すするるよよううなな、、有有理理数数のの体体系系 AA のの概概念念がが区区間間ででああるる。。すすべべててのの有有理理数数のの体体

系系 RR はは区区間間でであありり、、各各切切断断のの二二つつののククララススもも[[そそれれぞぞれれ]]区区間間ででああるる。。ししかかしし区区間間 AA ののどどのの

数数よよりりもも小小ささいい有有理理数数 aa11ががあありり、、区区間間 AA ののどどのの数数よよりりもも大大ききいい有有理理数数 aa22ががああるるなならら、、そそのの

AA をを有有限限区区間間((eeiinn  eennddlliicchheess  IInntteerrvvaallll))とと呼呼ぶぶ。。ここのの場場合合、、aa11とと同同じじ特特性性をを持持つつ無無限限にに多多

くくのの数数がが存存在在しし、、aa22 とと同同じじ特特性性をを持持つつ無無限限にに多多くくのの数数がが存存在在すするるここととはは明明ららかかででああるる。。まま

たたここのの場場合合、、全全体体領領域域 RR はは三三つつのの部部分分 AA11,,AA22,,AA33 にに分分裂裂すするるがが、、そそののとときき完完全全にに確確定定ししたた数数

（（有有理理ままたたはは無無理理のの））αα11 ととαα22 がが出出現現すするる。。ここれれをを区区間間 AA のの下下のの限限界界((GGrreennzzee))（（小小ささいい方方

のの限限界界））、、上上のの限限界界（（大大ききいい方方のの限限界界））ななどどとと呼呼ぶぶ。。下下のの限限界界αα11はは、、体体系系 AA11かからら第第一一ククララ

ススががででききるるととききのの切切断断でで決決ままりり、、上上のの限限界界αα22はは、、体体系系 AA22かからら第第二二ククララススががででききるるととききのの切切

断断でで決決ままるる。。αα11ととαα22のの間間ににああるるどどんんなな数数((有有理理数数ででああれれ無無理理数数ででああれれ))ににつついいててもも、、区区間間 AA

のの中中にに((iinnnneerrhhaallbb))ああるるとといいうう言言いい方方ががででききるる。。区区間間 AA ののすすべべててのの数数がが区区間間 BB のの数数ででももああるる

なならら、、AA はは BB のの部部分分ででああるるとと言言うう。。  

  

有有理理数数のの算算術術のの数数ええ切切れれなないい多多数数のの定定理理（（たたととええばば((aa++bb))cc==aacc++bbcc ののよよううなな））をを任任意意のの実実数数

にに移移しし替替ええよよううととすするるとと、、ささららななるる冗冗長長ささがが見見込込ままれれるるがが、、実実ははそそううででははなないい。。すすぐぐわわかかるる

よよううにに、、全全ててはは「「算算術術的的演演算算そそののももののにに、、ああるる連連続続性性がが備備わわっってていいるる」」とといいううここととのの立立証証にに

かかかかっってていいるるののででああっってて、、私私ははここのの発発言言のの真真意意をを次次のの一一般般的的命命題題をを例例ににととっってて示示ししたたいい。。  

  

「「数数αα,,ββ,,γγ……にに関関すするる計計算算のの結結果果をを数数λλととしし、、λλがが区区間間 LLのの中中ににああるるととすするる。。そそののとときき、、

数数αα,,ββ,,γγ……ををそそれれぞぞれれ中中にに含含むむ区区間間 AA,,BB,,CC……ががああっってて、、ししかかもも数数αα,,ββ,,γγ……をを区区間間

AA,,BB,,CC……のの任任意意のの数数にに置置きき換換ええたた計計算算のの結結果果もも、、かかななららずず区区間間 LLのの中中のの数数ににななるる」」。。ここのの命命

題題のの陳陳述述ののううんんざざりりすするるよよううななままだだるるっっここささをを思思ええばば、、言言語語をを補補佐佐すするる何何ももののかかのの召召喚喚がが

ここここでで不不可可欠欠ななここととはは言言ううままででももああるるままいい。。そそのの役役割割をを完完全全にに果果たたすすののはは、、変変量量



((vveerräännddeerrlliicchhee  GGrröößßee))  、、関関数数((FFuunnccttiioonneenn))、、極極限限値値((GGrreennzzwweerrttee))とといいっったた概概念念のの導導入入でで

あありり、、ももっっとともも単単純純なな演演算算のの定定義義ささええ、、ここううししたた諸諸概概念念でで基基礎礎付付けけるるここととがが目目的的にに叶叶っってて

いいるる。。だだががここここででははここれれ以以上上深深入入りりすするるここととははででききなないい。。  

  

  

  

§§77  無無限限小小解解析析  

ここここでで話話のの結結びびととししてて、、ここここままででのの考考察察をを無無限限小小解解析析のの若若干干のの主主要要命命題題にに関関係係づづけけててささらら

にに説説明明ししてておおくくここととがが望望ままししいい。。  

  

[[すすででにに本本稿稿でで]]ここうういいううここととがが述述べべらられれてていいるる。。個個々々のの数数値値をを順順ににととるる変変量量 xx をを考考ええるるとと

きき、、xxがが個個々々のの数数値値ををととるるののにに応応じじてて、、そそのの間間((zzwwiisscchheenn))にに  [[定定数数]]  ααをを含含むむよよううなな二二つつのの

数数のの間間にに xxがが最最後後的的にに((ddeeffiinniittiivvee))含含ままれれるるののなならら、、ああるるいいはは同同じじここととだだがが、、00ででなないいどどんん

なな[[小小ささなな]]値値がが与与ええらられれててもも、、[[そそののたたびびにに]]差差 xx−−ααのの絶絶対対値値ががそそれれよよりりもも小小ささくくななるるののなな

らら、、変変量量 xxはは特特定定のの極極限限値値ααにに接接近近すするる((ssiicchh  eeiinneemm  ffeesstteenn  GGrreennzzwweerrtt  αα  nnäähheerrtt))、、とと。。  

  

[[ととこころろでで無無限限小小解解析析のの]]最最重重要要命命題題のの一一つつははここううででああるる。。「「常常にに((bbeessttäännddiigg、、単単調調にに))増増加加

ははすするるがが、、すすべべててのの限限界界をを超超ええてて大大ききくくななるるののででははなないい量量 xxはは、、ああるる極極限限値値にに接接近近すするる」」。。

[[いいままかかららここのの命命題題をを前前段段のの命命題題をを使使っってて証証明明ししよようう]]。。  

  

私私のの証証明明ははここううででああるる。。前前提提よよりり、、[[どどのの xx ににつついいててもも]]つつねねにに xx<<αα22 がが成成りり立立つつよよううななαα22

ががひひととつつ、、ししたたががっってて無無限限個個存存在在すするる。。ここののよよううなな数数αα22のの体体系系((SSyysstteemm))をを𝔄𝔄𝔄𝔄22とと表表記記しし、、そそ

れれ以以外外のの数数αα11のの体体系系をを𝔄𝔄𝔄𝔄11 とと表表記記すするる。。ささてて体体系系𝔄𝔄𝔄𝔄11 ののどどのの数数[[αα11]]ででああれれ、、いいつつかかははああるる xx

がが見見つつかかっってて、、xx≧≧αα11ととななるるだだろろうう。。ゆゆええににどどんんなな数数αα11もも、、どどんんなな数数αα22よよりりもも小小ささいい。。しし

たたががっっててああるる数数ααががああっってて、、そそれれはは𝔄𝔄𝔄𝔄11のの最最大大数数かか、、𝔄𝔄𝔄𝔄22のの最最小小数数ににななっってていいるる((§§55,,IIVV))。。[[しし

かかしし]]xxはは増増加加ををややめめなないいののだだかからら、、前前者者ははあありりええなないい。。ししたたががっっててααはは𝔄𝔄𝔄𝔄22のの最最小小数数ででああるる。。

どどんんななαα11ををととろろううとともも、、そそここかからら先先ずずっっとと((ddeeffiinniittiivvee、、最最後後的的にに))αα11＜＜xx＜＜ααととななるるよようう

なな、、そそんんなな xxががいいつつかかはは((sscchhlliieeßßlliicchh))見見つつかかるる。。ししかかししここれれはは xxがが極極限限値値ααにに近近づづくくこことと

をを意意味味すするる。。  

  

ここのの命命題題はは連連続続性性のの原原理理とと等等価価((ääqquuiivvaalleenntt))ででああるる。。すすななわわちち領領域域  ℜℜ  ががたたっったた一一つつのの実実

数数をを失失ううだだけけででもも、、上上記記のの命命題題はは妥妥当当性性をを失失うう。。換換言言すすれればば、、ここのの命命題題がが正正しし((rriicchhttiigg))けけ

れればば、、§§55 のの命命題題 IIVVもも正正ししいい。。  

  

[[ささららにに]]  無無限限小小解解析析ににはは、、ここのの命命題題とと等等価価ででししかかもも使使用用頻頻度度ににおおいいててそそれれににままささるる命命題題がが

ああるる。。そそれれははここううででああるる。。「「量量 xxがが変変化化すするるとときき、、所所与与のの任任意意のの正正数数δδにに対対ししてて、、「「そそここかか



らら先先はは((vvoonn  wweellcchheerr  aabb))、、  xxのの変変化化のの仕仕方方ははδδ未未満満ににととどどままるる」」とと言言ええるるよよううなな[[xxのの]]位位

置置((SStteellllee))ががそそのの都都度度見見つつかかるるなならら、、xxははああるる極極限限値値にに近近づづくく。。」」  

  

上上のの命命題題はは、、容容易易にに証証明明ででききるる命命題題、、すすななわわちち「「ああるる極極限限値値にに近近づづくく変変量量はは、、ややががてて、、ああるる

所所与与のの正正のの量量未未満満のの変変化化ししかかししななくくななるる」」とといいうう命命題題のの逆逆（（UUmmkkeehhrruunngg））にに当当たたるるがが、、そそれれ

はは先先のの命命題題[[常常にに増増加加ははすするるがが、、すすべべててのの限限界界をを超超ええてて大大ききくくななるるののででははなないい量量 xxはは、、ああるる

極極限限値値にに接接近近すするる]]かからら導導くくここととももででききるるしし、、連連続続性性のの原原理理かからら直直接接導導くくここととももででききるる。。ここ

ここでではは後後者者のの道道をを採採ろろうう。。δδをを任任意意のの正正のの量量ととすするるとと((つつままりりδδ＞＞００だだととすするるとと))、、[[前前のの段段

落落のの]]仮仮定定よよりり、、[[xxがが変変化化すするるとときき]]そそここかからら先先はは xxのの変変化化ががδδ未未満満ににととどどままるるよよううなな瞬瞬間間

がが到到来来すするる。。つつままりり xxががここのの瞬瞬間間にに値値ααををととるるなならら、、そそれれ以以後後ははずずっっとと xx>>αα−−δδかかつつ xx＜＜αα

＋＋δδととななるるとといいううののででああるる。。ささててここここでで[[前前のの段段落落のの]]当当初初のの仮仮定定((ddiiee  uurrsspprrüünngglliicchhee  

AAnnnnaahhmmee))ははししばばららくく脇脇にに置置くくここととににししてて、、いいまま[[三三つつ前前のの段段落落でで]]証証明明ししたたばばかかりりのの「「変変数数 xx

がが[[ああるる値値以以後後]]ととるるすすべべててのの値値はは挙挙示示可可能能なな二二つつのの有有限限値値のの間間ににああるる」」とといいうう事事実実にに専専念念

ししよようう。。ここのの事事実実にに立立つつとときき、、すすべべててのの実実数数はは二二通通りりのの仕仕方方でで区区分分[[切切断断]]すするるここととががでできき

るる。。[[第第一一のの区区分分ははここううででああるる。。xxがが]]  変変化化をを遂遂げげるるののにに応応じじてて最最後後的的にに((ddeeffiinniittiivv))    xx≦≦

αα22ととななるるなならら、、数数αα22（（たたととええばばαα＋＋δδ））はは体体系系𝔄𝔄𝔄𝔄22にに含含めめるるここととににしし、、𝔄𝔄𝔄𝔄22にに含含ままれれなないいすす

べべててのの数数はは体体系系𝔄𝔄𝔄𝔄11 にに含含めめるる。。ここののとときき、、αα11 をを𝔄𝔄𝔄𝔄22 にに含含ままれれなないい数数だだととすするるとと、、どどれれだだけけ変変

化化ののププロロセセススをを前前にに進進めめててもも、、ななおお無無限限回回ににわわたたっってて xx>>αα11ととななるるだだろろうう。。ささてて各各数数αα11はは

各各数数αα22よよりりもも小小ささいいののだだかからら、、[[連連続続性性のの原原理理にに照照ららししてて]]体体系系  ℜℜののここのの切切断断((𝔄𝔄𝔄𝔄11,,  𝔄𝔄𝔄𝔄22))をを

引引きき起起ここすす完完全全にに確確定定ししたた数数ααがが存存在在すするる。。ここのの数数ααをを、、つつねねにに有有限限でであありり続続けけるる変変数数 xx  

のの、、上上のの極極限限値値((ddeerr  oobbeerree  GGrreennzzwweerrtt))とと名名づづけけよようう。。同同様様ににししてて[[第第二二にに]]、、変変数数 xxのの挙挙動動

かからら、、体体系系ℜℜのの第第二二のの切切断断((𝔅𝔅𝔅𝔅11,,𝔅𝔅𝔅𝔅22))がが生生じじるる。。すすななわわちち変変化化をを遂遂げげるるののにに応応じじてて最最後後的的にに

数数 xx≧≧ββ11ととななるるなならら、、数数ββ11（（たたととええばばαα−−δδ））はは体体系系𝔅𝔅𝔅𝔅11にに含含めめるるここととににすするる。。  「「決決ししてて最最

後後的的にに xx≧≧ββ22ととははななららずず、、ままだだささららにに無無限限にに頻頻繁繁にに  xx＜＜ββ22ととななるる」」とといいうう性性質質をを持持つつ他他のの

ββ22はは、、体体系系𝔅𝔅𝔅𝔅22にに含含めめるる。。ここのの切切断断をを引引きき起起ここすす数数ββをを、、変変数数 xxのの下下のの極極限限値値とと名名付付けけるる。。

ささてて両両数数αα,,ββはは明明ららかかにに次次のの性性質質にによよっってて特特徴徴づづけけるるここととももででききるる。。すすななわわちち、、任任意意のの小小

ささいい正正のの量量ををεεととすするるとと、、必必ずず最最後後的的にに xx<<αα++εεかかつつ xx>>ββ−−εεととななるるがが、、決決ししてて最最後後的的にに xx<<

αα−−εεととななるるここととははななくく、、最最後後的的にに xx>>ββ++εεととななるるここととももなないい、、とといいうう性性質質ががそそれれででああるる。。

ささててそそううだだすするるとと、、二二つつのの場場合合がが考考ええらられれるる。。[[第第一一のの場場合合ははここううででああるる]]。。ももししααととββがが互互

いいにに異異ななるるなならら、、αα22≧≧ββ11ででああるる以以上上、、必必然然的的ににαα＞＞ββででああるる。。そそれれはは、、変変数数 xx  がが振振動動すす

るる((oosszziilllliieerreenn))とといいううこことと、、つつままりりどどここままででププロロセセススをを進進めめててもも、、εεをを任任意意のの小小ささなな正正のの

量量ととししたたとときき、、変変数数 xxはは、、そそのの総総量量がが値値((αα−−ββ))  −−22εεをを超超ええるるよよううなな変変動動ををかかななららずず被被るる

とといいううここととででああるる。。ここここでで[[一一旦旦脇脇にに置置いいたた]]当当初初のの仮仮定定にに立立ちち返返るるとと、、上上のの結結論論ははここのの仮仮

定定とと矛矛盾盾すするる。。だだかかららももうう一一つつのの[[第第二二のの]]場場合合、、すすななわわちちαα＝＝ββ以以外外はは考考ええらられれなないい。。ささてて

すすででにに証証明明ししたたよよううにに、、正正のの量量εεががどどんんななにに小小ささくくててもも、、かかななららずず最最後後的的にに xx<<αα++εεおおよよびび

xx>>ββ−−εεととななるる以以上上、、xxはは極極限限値値ααにに近近づづくく。。ここれれがが証証明明さされれるるべべききここととででああっったた。。  



  

  

連連続続性性のの原原理理とと無無限限小小解解析析のの関関係係のの説説明明ととししててはは、、ここれれららのの実実例例でで十十分分とと考考ええるる。。[[完完]]  

  

  

  


