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[[翻翻訳訳]]  

ベベルルナナルルトト・・ボボルルツツァァーーノノ（（BBeerrnnaarrdd  BBoollzzaannoo））：：    

『『函函数数論論草草稿稿((FFuunnccttiioonneennlleehhrree))』』（（推推定定 11883300 年年代代前前半半））  
  
  
  
[[⽬⽬次次]]  
（（序序⽂⽂））  ：：変変数数とと変変数数のの関関係係((§§11~~§§3366))  
（（第第⼀⼀部部））：：連連続続関関数数とと不不連連続続関関数数((§§3377~~§§111188))  
（（第第⼆⼆部部））：：導導関関数数((§§111199~~§§221177))  
たただだしし以以下下はは割割愛愛ししたた。。「「§§6677 かからら§§8833 ままでで（（合合成成関関数数））」」、、「「§§111155 かからら§§111188 ままでで（（関関数数
値値のの⾶⾶躍躍とと空空⽩⽩））」」、、「「§§113366 かからら最最後後ままでで（（テテイイララーー展展開開ななどど））」」。。  
  
[[訳訳者者前前書書]]  ベベルルナナルルトト・・ボボルルツツァァーーノノのの『『函函数数論論草草稿稿』』はは、、「「⾄⾄るるととこころろ微微分分不不可可能能なな連連続続
関関数数」」のの、、数数学学史史上上ももっっととももははややいい実実例例をを含含んんででいいるる。。そそれれにに関関わわるるののはは、、実実質質、、ここのの草草稿稿
のの§§111111~~§§113355 ででああるるがが、、そそれれにに⾄⾄るるままででのの議議論論のの過過程程もも、、彼彼のの数数学学観観をを窺窺いい知知るる⼿⼿掛掛かか
りりににななるるとと判判断断しし、、併併せせてて訳訳出出ししたた。。訳訳⽂⽂中中のの[[    ]]でで挟挟ままれれたた⽂⽂章章はは、、すすべべてて訳訳者者にによよるる補補
⾜⾜でであありり、、原原⽂⽂ににははなないい。。原原⽂⽂ののイイタタリリッッククにによよるる強強調調はは下下線線でで表表現現すするる。。ななおお「「草草稿稿」」とと
いいううここととももあありり、、少少ななかかららぬぬ節節ににおおいいてて段段落落がが⻑⻑⼤⼤でであありり、、そそれれがが内内容容のの難難解解ささとと相相ままっっ
てて、、通通読読をを極極めめてて困困難難ににししてていいるる。。今今回回、、訳訳者者のの判判断断でで適適宜宜、、段段落落をを分分割割ししたたここととをを諒諒ととささ
れれたたいい((22,,44,,1133,,2288,,3377,,3388,,3399,,4433,,4455,,4466,,4488,,4499,,5511,,5566,,6600,,6655,,6666,,8844,,9955,,9966,,9977,,9988,,110044,,110055,,110077,,110099,,  
112211,,112222,,112244,,113311,,113344,,113355 のの各各節節））。。ななおお FFuunnccttiioonn ににはは「「函函数数」」のの語語をを当当ててたたがが、、古古⾊⾊溢溢れれ
るる((とと私私ににはは⾒⾒ええるる))ここのの表表記記がが彼彼ににふふささわわししいいとと考考ええたたかかららででああるる。。  
  

  
[[底底本本]]  BBeerrnnaarrdd  BBoollzzaannoo  GGeessaammttaauussggaabbee  BBdd..22AA1100//11  ..HHrrssgg;;BBoobb  vvaann  RRoooottsseellaaaarr,,FFrroommmmaannnn--
HHoollzzbboooogg。。22000000..  
（（参参考考 11））BBeerrnnaarrdd  BBoollzzaannoo;;  PPeettrr,,KKaarreell((ootthheerrss));;  RRyycchhlliikk,,KKaarreell((ootthheerrss));;BBeerrnnaarrdd  BBoollzzaannooʼ̓ss  
SScchhrriifftteenn..BBaanndd  11..FFuunnccttiioonneennlleehhrree..((GGeerrmmaann))..PPrraahhaa..11993300..    ((参参考考 22：：英英語語訳訳))RRuussss,,SStteevvee;;TThhee  



 2 

MMaatthheemmaattiiccaall  WWoorrkkss  ooff  BBeerrnnaarrdd  BBoollzzaannoo..OOxxffoorrdd  UUnniivveerrssiittyy  PPrreessss..22000044..  
  
[[注注意意]]  英英語語版版もも指指摘摘すするるよよううにに、、BBoollzzaannoo のの議議論論ににはは僅僅かかななががらら数数学学的的なな間間違違いいがが含含ままれれ
てていいるる。。実実数数概概念念がが不不完完全全だだっったたこことと、、⼀⼀様様収収束束をを知知ららななかかっったた等等のの事事情情ががああっってて、、今今⽇⽇でで
はは正正当当とと認認めめらられれなないい推推論論がが散散⾒⾒さされれるるののでで、、注注意意さされれたたいい。。詳詳細細ににつついいててはは英英語語版版のの脚脚注注
にに当当たたらられれよよ。。ささららににここのの草草稿稿ににはは、、BBoollzzaannoo がが⾃⾃ららのの他他のの草草稿稿のの参参照照をを促促すす表表記記がが含含ままれれ
るるがが、、表表記記はは不不完完全全でであありり、、場場所所のの完完全全確確定定にに⾄⾄ららなないい。。英英語語版版のの推推定定にに追追随随ししてて、、草草
稿稿、、””RReeiinnee  ZZaahhlleennlleehhrree””（（純純粋粋数数論論））””のの””SSiieebbeenntteerr  AAbbsscchhnniitttt..UUnneennddlliicchhee  GGrröößßeennbbeeggrriiffffee””
のの箇箇所所をを挙挙げげるる。。訳訳⽂⽂中中のの⼗⼗数数個個にに及及ぶぶ「「RRZZ77..§§9922」」ななどどのの表表記記ががそそれれででああるる。。  
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      BB・・ボボルルツツァァーーノノ::『『函函数数論論((FFuunnccttiioonneennlleehhrree))』』草草稿稿  

                                                    （（推推定定 11883300 年年代代前前半半））  

  

((序序⽂⽂))      変変数数とと変変数数のの関関係係  
  

[[変変数数とと函函数数のの依依存存関関係係ととそそのの規規則則((RReeggeell))]]  

  
§§11    [[函函数数研研究究のの意意義義]]  
【【次次のの話話題題へへ((ÜÜbbeerrggaanngg))】】    私私ははここここままでで、、ああるる変変数数がが他他のの⼀⼀つつままたたはは複複数数のの変変数数にによよ
っってて決決定定さされれるる仕仕⽅⽅ををささままざざままにに調調べべててききたたがが、、決決定定すするる側側のの変変数数ののすすべべててままたたはは⼀⼀部部がが
変変化化((VVeerräännddeerruunngg))すするるののにに応応じじてて、、決決定定さされれるる側側のの数数ががどどんんなな変変化化ををききたたすすののかか、、とといいうう
問問題題ににはは触触れれててここななかかっったた。。だだががここのの問問題題のの研研究究がが注注⽬⽬すすべべきき真真理理ををももたたららすすこことと、、函函数数のの
本本質質ををよよりり詳詳ししくく知知るる⼿⼿掛掛かかりりをを与与ええるるここととはは想想像像ににかかたたくくなないい。。ななぜぜなならら、、変変数数がが増増加加なな
いいししはは減減少少すするるののにに応応じじてて、、そそのの変変数数にによよっってて決決定定さされれるる函函数数[[値値]]ががここううむむるる増増加加なないいししはは
減減少少ののあありり⽅⽅ににおおいいててここそそ、、函函数数固固有有のの性性質質ををううかかががいい知知るるここととががででききるる筈筈だだかかららででああるる。。
ここここままででのの準準備備にによよっってて研研究究のの体体勢勢はは⼗⼗分分にに整整っったた。。今今ここそそ我我々々ははここのの研研究究にに着着⼿⼿ししななけけ
れればばななららなないい。。  
  
§§22    [[第第⼀⼀種種関関数数とと第第⼆⼆種種函函数数]]  
【【定定義義((EErrkklläärruunngg))】】        [[複複数数個個のの]]数数((ZZaahhll))ととそそれれにによよっってて決決定定さされれるる[[⼀⼀つつのの]]数数ががああるる
場場合合、、前前者者がが[[そそれれぞぞれれ]]変変化化すするるとときき後後者者ががここううむむるる変変化化をを考考究究すするるにに当当たたっっててはは、、そそのの依依
存存関関係係((AAbbhhäännggiiggkkeeiitt))がが次次ののどどちちららにに属属すすののかかをを⾒⾒極極めめてておおくくここととがが肝肝要要ででああるる。。依依存存関関係係
ににはは⼆⼆種種類類ああっってて、、決決定定すするる側側のの⾃⾃由由[[諸諸]]変変数数のの値値とと決決定定さされれるる側側のの数数値値をを繋繋ぐぐ法法則則
((GGeesseettzz))がが、、⾃⾃由由[[諸諸]]変変数数のの特特定定のの値値にに⾔⾔及及ししなないいののがが第第⼀⼀種種ででああるる。。つつままりり、、[[決決定定すするる
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側側のの]]⾃⾃由由[[諸諸]]変変数数とと決決定定さされれるる側側のの数数ががあありり、、前前者者すすななわわちち⾃⾃由由[[諸諸]]変変数数のの値値ののいいかかんんにに
かかかかわわららずず後後者者をを決決めめるるよよううなな、、そそののよよううなな⼀⼀つつのの規規則則((eeiinnee  RReeggeell))がが与与ええらられれてていいるるののがが
第第⼀⼀種種のの依依存存関関係係ででああるる。。ししかかししそそううででははなないいとときき、、つつままりり関関連連すするる⼀⼀群群のの⾃⾃由由[[諸諸]]変変数数のの
ククララススかかららそそれれにに対対応応すするる⼀⼀群群のの函函数数[[値値]]ののククララススをを、、⾃⾃由由変変数数ののどどのの値値ににつついいててもも⼀⼀定定不不
変変のの仕仕⽅⽅でで導導くくよよううなな法法則則がが不不在在なならら、、そそここににはは第第⼆⼆種種のの依依存存関関係係がが⽣⽣じじてていいるる。。[[訳訳者者。。
原原⽂⽂のの段段落落がが⻑⻑⼤⼤ななののでで、、ここここでで段段落落をを改改めめるるここととをを了了承承さされれたたいい。。]]  

第第⼀⼀種種のの依依存存関関係係のの実実例例((BBeeyyssppiieell))をを数数WWとといいうう形形でで挙挙げげててみみよようう。。数数WWがが変変数数 xx,,  yy,,  zz
にに依依存存しし、、xxににはは 22、、yy ににはは 55、、zz ににはは 44 をを掛掛けけ、、ここれれららのの積積をを加加算算ししててWW==22xx++55yy++44zz ととすす
るるとと、、変変数数 xx,,  yy,,  zz のの値値[[のの個個々々のの組組みみ]]にに対対ししてて、、そそれれぞぞれれ[[WWのの]]適適切切なな値値がが決決ままるるがが、、ここれれ
はは第第⼀⼀種種のの依依存存関関係係のの例例ででああるる。。ここここににああるるののはは xx  ,,  yy,,  zz にによよるるWWのの決決定定のの⼀⼀規規則則ででああるる。。
[[ななぜぜなならら]]そそここににはは数数 xx  ,,  yy,,  zz  のの特特定定のの値値へへのの⾔⾔及及がが⾒⾒らられれずず、、規規則則はは xx  ,,  yy,,  zz  ののどどんんなな値値
ににつついいててもも普普遍遍的的にに((aallllggeemmeeiinn))妥妥当当ししてていいるるかかららででああるる。。ここれれにに対対ししてて第第⼆⼆種種のの規規定定関関係係
ははたたととええばばここううででああるる。。標標的的射射撃撃でで射射⼿⼿のの技技量量にに応応じじてて射射⼿⼿にに賞賞⾦⾦をを与与ええるるももののととすするる。。真真
んん中中にに当当たたれればば 110000 タターーレレルルをを与与ええるる[[タターーレレルルはは貨貨幣幣単単位位]]。。真真んん中中かかららのの外外れれ⽅⽅をを xx ツツ
ォォルルととししてて[[ツツォォルルはは⻑⻑ささのの単単位位]]、、xxがが 22 ツツォォルルをを超超ええなないいなならら射射⼿⼿ににはは 110000――2255xxタターーレレ
ルルをを与与ええるるがが、、外外れれ⽅⽅がが  >>22 ツツォォルルかかつつ  <<55 ツツォォルルなならら 5588−−22xx22  タターーレレルルをを与与ええるる、、云云々々。。
ここのの場場合合、、WWはは、、xxのの特特定定のの値値をを持持ちち出出ささななけけれればば表表現現ででききなないい法法則則にに従従っってて、、xxにによよっってて
規規定定さされれてていいるる。。具具体体的的ににいいううとと、、xx==00 かからら xx==22 ままででははWW＝＝110000−−2255xxとといいうう⽅⽅程程式式がが当当てて
ははままりり、、xx==22 かからら xx==33 ままでではは WW==5588−−22xx22  とといいうう⽅⽅程程式式がが当当ててははままるる、、とといいううよよううににででああ
るる。。第第⼀⼀種種のの函函数数ににつついいててはは、、普普通通、、「「函函数数はは変変数数ののすすべべててのの値値ににわわたたっってて同同内内容容のの陳陳述述をを
すするるたただだ⼀⼀つつのの法法則則((eeiinnzziiggee  gglleeiicchhllaauutteennddee  GGeesseettzz))にに従従うう」」とと⾔⾔わわれれ、、第第⼆⼆種種のの函函数数ににつついい
ててはは、、普普通通、、「「函函数数はは変変数数のの値値がが違違ううごごととにに別別のの内内容容のの陳陳述述ををすするる諸諸法法則則((vveerrsscchhiieeddeenn  
llaauutteennddee  GGeesseettzzee))にに従従うう」」とと⾔⾔わわれれるる。。本本書書でではは、、全全部部がが全全部部ででははなないいがが、、概概ねね第第⼀⼀種種のの函函
数数ののみみをを扱扱うう。。  
[[訳訳者者。。ここのの節節のの内内容容はは特特にに問問題題なないいよよううにに⾒⾒ええるるがが、、実実はは不不可可解解ななととこころろががああるる。。節節のの末末
尾尾ににはは、、「「本本書書でではは、、全全部部がが全全部部ででははなないいがが、、概概ねね第第⼀⼀種種のの函函数数ののみみをを扱扱うう」」ととああるるがが、、実実
際際ののととこころろ本本書書でで重重要要なな役役割割をを果果たたすすののはは、、§§110011 以以後後をを⾒⾒れればば明明ららかかななよよううにに「「第第⼆⼆種種のの
関関数数」」だだかかららででああるる。。]]  
  
§§33    [[第第⼀⼀種種函函数数のの正正確確なな説説明明（（規規則則））]]    
【【注注解解((AAnnmmeerrkkuunngg))】】      次次のの点点にに注注意意ししててほほししいい。。私私がが上上のの定定義義でで⾔⾔っったた内内容容ははここうういい
ううここととででああるる。。「「函函数数がが第第⼆⼆種種にに属属すすののはは次次のの場場合合にに限限らられれるる。。すすななわわちち函函数数のの値値をを、、函函数数
のの諸諸変変数数のの特特定定のの値値ととままっったたくく独独⽴⽴ななたただだ⼀⼀つつのの((eeiinn  eeiinnzziiggeess))法法則則にによよっってて決決定定すするるこことと
がが不不可可能能なならら((nniicchhtt  mmöögglliicchh))、、ししたたががっってて普普遍遍的的にに陳陳述述すするる((aallllggeemmeeiinn  llaauutteenndd))⼀⼀つつのの法法則則
でで函函数数のの値値をを決決定定すするるここととがが不不可可能能なならら、、そそののととききにに限限っってて函函数数はは第第⼆⼆種種ででああるる。。ししかかしし
[[ たた とと ええ ⾒⾒ かかけけ上上 ]]  諸諸変変 数数 のの個個別別のの ((bbeessoonnddeerree)) 値値 たたちちににつついい てて個個別別的的にに陳陳述述すす るる
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((  bbeessoonnddeerrss  llaauutteenndd))形形ををととっっててははいいててもも  、、函函数数のの値値のの決決定定ののたためめののああるる諸諸法法則則をを⽰⽰すすこことと
ささええ可可能能なならら((nnuurr  mmöögglliicchh))、、そそののととききそそのの函函数数はは第第⼆⼆種種ととはは限限ららなないい」」。。ななぜぜななららいいまま述述べべ
たたよよううななこことと[[諸諸変変数数のの個個別別のの値値たたちちににつついいてて個個別別にに陳陳述述すするるこことと]]はは、、[[第第⼆⼆種種にに限限ららずず]]
（（第第⼀⼀種種もも含含めめてて））すすべべててのの函函数数ににつついいてて[[押押しし並並べべてて]]あありりううるるここととだだかかららででああるる。。実実際際、、
普普遍遍的的にに陳陳述述すするる法法則則がが成成りり⽴⽴っってていいるるとときき[[ででもも]]、、そそのの法法則則をを、、異異ななるる値値にに対対ししてて異異ななるる
陳陳述述ををすするるいいくくつつかかのの法法則則((aauucchh  mmeehhrreerree  ffüürr  vveerrsscchhiieeddeennee  WWeerrtthhee  vveerrsscchhiieeddeenn  llaauutteennddee  
GGeesseettzzee))にに書書きき換換ええるる((aauussddeennkkeenn))ここととははででききるる。。たたととええばば、、[[第第⼀⼀種種のの函函数数]]WW==33xx  をを、、「「WW
はは xx==11 にに対対ししてて数数 33 にに等等ししくく、、<<33 ののすすべべててのの値値にに対対ししててはは⽅⽅程程式式 WW==66xx//22 にによよっってて決決定定
さされれ、、>>33 ののすすべべててのの値値にに対対ししててはは⽅⽅程程式式 WW==1122xx//44  でで決決定定さされれるる」」とといいうう具具合合にに[[特特定定的的
にに]]定定義義すするるこことともも、、ややろろううとと思思ええばばややれれるる((kköönnnntteenn))ののででああるる。。  
  
                                                                          

                [[解解析析学学のの基基本本事事項項]]  

  
§§44    [[変変化化分分((VVeerräännddeerruunngg))とと差差分分((DDiiffffeerreennzz))]]  
【【注注解解】】    ああるる数数表表象象 xx（（いいわわゆゆるる変変数数））ににつついいてて⼈⼈々々がが思思いい浮浮かかべべるる複複数数個個（（場場合合にによよ
っっててはは無無限限個個））のの値値ののななかかかからら、、⼀⼀つつのの値値たたととええばば xx11 をを選選びび、、そそれれがが xx のの別別のの値値たたととええばば
xx22ににななるるたためめににははxx11ににいいくくらら加加ええたたりり引引いいたたりりししななけけれればばななららなないいかかをを考考ええるる。。ここのの場場合合、、
値値 xx11 をを基基準準値値((zzuu  GGrruunnddee  ggeelleeggttee  WWeerrtthh))、、本本来来のの値値、、中中⼼⼼のの値値ななどどとと呼呼びび、、そそれれとと対対⽐⽐ささ
れれるる値値 xx22 をを変変更更値値((ggeeäännddeerrttee  WWeerrtthhee))とと呼呼ぶぶ。。ささららにに、、xx22 をを得得るるたためめにに xx11 にに加加ええらられれるる数数
（（⾃⾃然然数数ででああれれそそれれ以以外外ででああれれ））をを変変化化分分((VVeerräännddeerruunngg))とと呼呼ぶぶ。。変変化化分分ににつついいててはは増増加加分分
((ZZuuwwaacchhss))やや増増分分((IInnccrreemmeenntt))とといいうう名名称称ももああるるがが、、ももっっとともも⼀⼀般般的的なな呼呼びび名名はは xx11 のの差差分分
((DDiiffffeerreennzz))でであありり、、ΔΔxx11 とと表表記記すするる。。xxのの基基準準値値をを単単にに xx  でで表表すすよよううにに、、変変更更値値 xxʼ̓をを得得るるたた
めめにに xxにに加加算算ししななけけれればばななららなないい変変化化分分もも単単ににΔΔxxとと表表記記すするる。。  
複複数数のの記記号号でで合合成成さされれてていいるる数数のの変変化化分分をを表表現現すするるににはは、、話話をを明明確確ににすするるたためめににそそのの記記

号号ははカカッッココにに⼊⼊れれるる。。[[たたととええばば]]  数数 xxyy ががここううむむるる増増加加分分ははΔΔ((xxyy))でで表表すす。。複複数数のの変変数数
xx,,yy,,zz,,・・・・・・にによよっってて決決ままるる WW==FF((xx,,yy,,zz,,・・・・・・  ))がが、、⼀⼀変変数数 xx のの変変化化にによよっっててここううむむるる増増加加
分分（（適適切切ににはは変変化化分分））はは、、ΔΔxxWWままたたははΔΔxxFF((xx,,yy,,zz,,・・・・・・))でで表表すす。。ここのの場場合合、、ΔΔxxFF((xx,,yy,,zz,,・・・・・・))
はは、、  FF((xx＋＋ΔΔxx,,  yy,,  zz,,・・・・・・))  −  FF((xx,,  yy,,  zz,,・・・・・・))とといいうう  差差  ((UUnntteerrsscciieedd))をを意意味味しし、、ΔΔyyFF((xx,,yy,,zz,,・・・・・・))
はは FF((xx,,  yy＋＋ΔΔyy,,  zz,,・・・・・・))  −  FF((xx,,  yy,,  zz,,・・・・・・))とといいうう差差をを意意味味すするる。。  ささららにに xxとと yy がが変変化化すす
るるととききWWががここううむむるる差差ははΔΔxxyyFF((xx,,  yy,,  zz,,・・・・・・))とと表表記記すするる。。云云々々。。  
  
§§55    [[⼆⼆変変数数のの差差分分]]  
【【注注解解】】    ししたたががっってて、、  66−４４ののよよううなな、、⼆⼆つつのの与与ええらられれたた数数のの差差分分  ((DDiiffffeerreennzz))とと、、ΔΔ
xx11==xx22−xx11 ののよよううなな、、⼆⼆つつのの変変数数のの差差分分((DDiiffffeerreennzz))はは別別ももののででああるる。。ななぜぜなならら、、たたととええばば xxがが
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⾃⾃由由変変数数だだととすするるとと、、xx11 もも xx22  ももそそれれぞぞれれ任任意意のの⾃⾃然然数数ああるるいいはは⾃⾃然然数数以以外外のの値値ををととるるこことと
ががでできき、、ししたたががっっててΔΔxx11 もも任任意意のの値値ををととるるここととががででききるるがが、、⼆⼆つつのの所所与与のの数数のの差差分分ははつつねねにに
⼀⼀定定不不変変だだかかららででああるる。。  
  
§§66  
【【補補題題((ZZuussaattzz))】】    変変数数 xxががととるる値値のの差差分分はは、、互互いいにに⽐⽐較較さされれるる⼆⼆つつのの数数（（元元のの数数とと変変更更
後後のの数数））のの性性質質にによよっってて、、現現実実のの数数((eeiinnee  wwiirrkklliicchhee  ZZaahhll))ででああっったたりり虚虚のの数数（（eeiinnee  bbllooss  
eeiinnggeebbiillddeettee  ZZaahhll））ででああっったたりりすするる。。変変数数 xxがが関関わわるる単単位位（（11,,EEiinnhheeiitt））がが、、対対⽴⽴をを受受けけ⼊⼊れれ
るる単単位位((eeiinnee  ddeess  GGeeggeennssaattzzeess  ffäähhiiggee  EEiinnhheeiitt))ででああるるなならら、、上上記記のの差差分分はは正正ででああっったたりり負負ででああ
っったたりりすするる。。だだかからら、、元元のの数数のの値値がが xx==66 でで変変更更値値がが==1100 なならら、、差差分分ははΔΔxx==1100――66==44 ででああるる。。
元元のの値値がが==66 ののままままでで、、変変更更値値だだけけがが==33 ににななっったたとときき、、差差分分はは引引きき算算にによよっってて  33−−６６==−−３３
ででああるる。。変変更更値値 xx22 とと元元のの値値 xx11 ががたたままたたまま等等ししいいなならら、、ΔΔxxののイイメメーージジ((VVoorrsstteelllluunngg))ははΔΔxx==  
xx22――xx11つつままりり 00 でであありり、、ししたたががっっててここのの差差分分はは対対象象をを⽋⽋くく((ggeeggeennssttaannddllooss))。。  
  
§§77        [[xx++ΔΔxx]]  
【【補補題題】】        xxがが基基準準値値、、ΔΔxxがが変変化化分分だだととすするるとと、、変変更更値値はは＝＝xx++ΔΔxx  ででああるる。。  
  
§§８８    [[WW＋＋ΔΔWW]]  
【【補補題題】】      変変数数WWがが変変数数 xx,,  yy,,  zz にによよっってて決決ままるるととしし、、WW＝＝FF（（xx、、yy、、zz、、））ととおおくく。。基基準準値値
xx,,  yy,,  zz・・・・・・にに値値WWがが対対応応しし、、変変更更値値  xx++ΔΔxx,,  yy++ΔΔyy,,  zz++ΔΔzz・・・・・・にに値値WW++ΔΔWWがが対対応応すするる
なならら、、  
WW＋＋ΔΔWW＝＝FF((xx++ΔΔxx,,  yy++ΔΔyy,,  zz++ΔΔzz,,  ・・・・・・))  でであありり、、ししたたががっってて  
ΔΔWW==  FF((xx++ΔΔxx,,  yy++ΔΔyy,,  zz++ΔΔzz、、・・・・・・))	−	FF((xx,,  yy,,  zz,,  ・・・・・・))  ででああるる。。  
  
§§99        [[ΔΔxxyyFF((xx,,yy))  やや  ΔΔxxyyzzFF((xx,,yy,,zz))]]  
【【補補題題】】       ささららににここううででああるる。。ΔΔ xxyyFF((xx,,yy))==  FF((xx++ΔΔxx,,  yy++ΔΔyy)) 		−	FF((xx,,yy))==  FF((xx++ΔΔxx,,  
yy))	−FF((xx,,yy))++    FF((xx++ΔΔxx,,  yy++ΔΔyy))		−  FF((xx++ΔΔxx,,  yy))＝＝ΔΔxxFF((xx,,yy))++ΔΔyyFF((xx++ΔΔxx,,yy))。。ままたた同同様様ににここうう
ででああるる。。  
ΔΔxxyyzzFF((xx,,yy,,zz))==  FF((xx++ΔΔxx,,  yy++ΔΔyy,,  zz++ΔΔzz))	−	FF((xx,,yy,,zz))==FF((xx++ΔΔxx,,  yy,,  zz))		−  FF((xx,,yy,,zz))++  FF((xx++ΔΔxx,,  yy++ΔΔ
yy,,  zz))−FF((xx++ΔΔxx,,  yy,,  zz))++  FF((xx++ΔΔxx,,  yy++ΔΔyy,,  zz++ΔΔzz))	−FF((xx++ΔΔxx,,  yy++ΔΔyy,,  zz))＝＝  
ΔΔxxFF((xx,,yy,,zz))++  ΔΔyyFF((xx++ΔΔxx,,  yy,,  zz))++  ΔΔzzFF((xx++ΔΔxx,,  yy++ΔΔyy,,  zz..))      云云々々。。	

  
§§1100    [[増増加加分分もも函函数数ででああるる]]    
【【定定理理((LLeehhrrssaattzz))  】】    ⼀⼀般般にに複複数数のの変変数数  xx,,  yy,,  zz  のの函函数数WWににつついいてて、、そそのの増増加加分分ははややははりり
変変数数  xx,,  yy,,  zz  のの函函数数ででああるる。。xx,,  yy,,  zz  のの増増加加分分ΔΔxx,,ΔΔyy,,ΔΔzz  ももややははりり変変数数  xx,,  yy,,  zz  のの函函数数ででああるる。。
たただだしし場場合合にによよっっててはは、、ここれれららのの増増加加分分がが変変数数  xx,,  yy,,  zz  ののどどれれかかかかららままっったたくく独独⽴⽴ののこことともも
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あありりううるる。。  
（（証証明明））  省省略略  
  
§§1111      [[⼀⼀価価性性]]  
【【定定理理】】    ああるる函函数数WW==FF((xx,,  yy,,  zz,,・・・・・・))がが、、そそれれのの変変数数ののすすべべててのの値値ににつついいてて、、ああるるいいはは
値値 xxとと xx++ΔΔxx  ::  yy とと yy++ΔΔyy：：zz とと zz++ΔΔzz：：・・・・・・をを含含むむ変変数数ののすすべべててのの値値ににつついいてて⼀⼀価価((eeiinnfföörrmmiigg))
なならら、、ΔΔWWもも⼀⼀価価ででああるる。。  
（（証証明明））  省省略略  
  
§§1122    [[多多価価性性]]  
【【補補題題】】    逆逆ににWW==FF((xx,,yy,,zz,,・・・・・・))がが多多価価((mmeehhrrfföörrmmiigg))ででもも、、ΔΔWWはは多多価価ととはは限限ららなないい。。  
  
§§1133    [[mm階階のの差差分分]]  
【【注注解解】】    ⼀⼀変変数数ああるるいいはは多多変変数数((xx,,yy,,zz,,・・・・・・))のの函函数数WWのの差差分分((DDiiffffeerreennzz))はは、、⼤⼤半半のの場場
合合、、ややははりり[[函函数数WW同同様様]]  依依存存関関係係にによよっってて決決ままるる数数((aabbhhaannggiiggee  ZZaahhll))でであありり、、函函数数WW同同様様
にに、、変変数数 xx,,  yy,,  zz,,・・・・・・にに依依存存しし、、加加ええててそそのの変変化化分分ΔΔxx,,ΔΔyy,,ΔΔzz,,・・・・・・ににもも依依存存すするる。。そそここ
でで、、ここれれららのの変変数数  xx11,,yy11,,zz11,,・・・・・・ΔΔxx11,,ΔΔyy11,,ΔΔzz11,,・・・・・・のの値値をを基基準準値値とと考考ええ、、別別のの xx２２,,yy２２,,zz22,,・・・・・・
ΔΔxx22,,ΔΔyy22,,ΔΔzz22,,・・・・・・のの値値をを変変更更値値とと考考ええるるとときき、、新新ししいい函函数数ΔΔWWががここううむむるる変変化化分分ははどどんん
なな特特性性をを持持つつだだろろううかか。。  

ここのの変変化化分分、、すすななわわちちWWのの差差分分のの差差分分((DDiiffffeerreennzz  ddeerr  DDiiffffeerreennzz))ははWWのの⼆⼆階階のの差差分分ででああ
りり、、先先ほほどど扱扱っったたWWのの元元のの差差分分ははそそれれととのの関関係係でで⼀⼀階階のの差差分分とと呼呼ばばれれるる。。同同様様ににししてて三三階階、、
四四階階、、⼀⼀般般にに mm階階のの差差分分もも考考ええるるここととががででるる。。ここれれららのの差差分分をを  ΔΔ22WW,,  ΔΔ33WW,,  ΔΔ44WW・・・・・・・・
ΔΔmmWWとと表表記記すするる。。  
  
§§1144    [[差差分分のの差差分分]]        
【【定定理理】】    nn とと mm のの任任意意のの値値ににつついいてて、、ΔΔnn((ΔΔmmxx))==ΔΔnn++mmxx..		ででああるる。。  
（（証証明明））  省省略略  [[数数学学的的帰帰納納法法がが使使わわれれてていいるる。。]]  
  
§§1155          [[⼀⼀価価性性]]  
【【定定理理】】    ⼀⼀変変数数ああるるいいはは多多変変数数((xx,,  yy,,  zz,,・・・・・・))のの函函数数WW==FF((xx,,  yy,,  zz,,・・・・・・))がが⼀⼀価価なならら、、そそ
れれかからら導導かかれれるるすすべべててのの[[⾼⾼階階のの]]差差分分もも⼀⼀価価ででああるる。。  
（（証証明明））省省略略  
  
§§1166        [[⾼⾼階階のの和和分分]]  
【【定定義義】】    函函数数WWががああっってて、、xx,,  yy,,  zz,,・・・・・・のの値値がが xx++ΔΔxx,,  yy++ΔΔyy,,  zz++ΔΔzz,,・・・・・・にに移移⾏⾏ししたた
ととききのの[[WWのの]]変変化化分分がが、、ちちょょううどど、、xx,,  yy,,  zz,,・・・・・・ΔΔxx,,ΔΔyy,,ΔΔzz,,・・・・・・ののああるる函函数数φφ((xx,,yy,,zz,,・・・・・・
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ΔΔxx,,ΔΔyy,,ΔΔzz,,・・・・・・))にに等等ししいいととすするる。。そそののととききWWをを、、「「函函数数φφ((xx,,yy,,zz,,・・・・・・ΔΔxx,,ΔΔyy,,ΔΔzz,,・・・・・・))
のの和和分分((SSuummmmee))」」、、正正確確ににはは「「函函数数φφ((xx,,yy,,zz,,・・・・・・ΔΔxx,,ΔΔyy,,ΔΔzz,,・・・・・・))のの⼀⼀階階のの和和分分」」とと呼呼ぶぶ。。
そそれれにに対対ししてて、、変変数数 xx,,  yy,,  zz,,・・・・・・のの函函数数WWがが、、ちちょょううどど、、ままずず xx,,  yy,,  zz,,・・・・・・がが、、ささららにに xx,,  
yy,,  zz,,・・・・・・にに加加ええててΔΔxx,,ΔΔyy,,ΔΔzz,,・・・・・・がが、、ささららににそそれれにに加加ええてて・・・・・・とといいうう具具合合にに変変化化ししたた
とときき現現れれるる((⼀⼀階階ななららぬぬ))⼆⼆階階、、三三階階ああるるいいはは mm階階のの差差分分がが、、そそれれぞぞれれああるる函函数数φφ((xx,,  yy,,  zz,,・・・・・・
ΔΔxx,,ΔΔyy,,ΔΔzz,,・・・・・・))にに等等ししいいなならら、、WWををφφ((xx,,  yy,,  zz,,・・・・・・ΔΔxx,,ΔΔyy,,ΔΔzz,,・・・・・・))のの⼆⼆階階、、三三階階ああ
るるいいはは mm階階のの和和分分とと呼呼びび、、次次ののよよううにに表表記記すするる。。  

ΣΣφφ((xx,,yy,,zz,,・・・・・・ΔΔxx,,ΔΔyy,,ΔΔzz,,・・・・・・))..        
ΣΣΣΣφφ((xx,,yy,,zz,,・・・・・・ΔΔxx,,ΔΔyy,,ΔΔzz,,・・・・・・))..なないいししはは  ΣΣ22φφ((xx,,yy,,zz,,・・・・・・ΔΔxx,,ΔΔyy,,ΔΔzz,,・・・・・・))..    
ΣΣ33φφ((xx,,yy,,zz,,・・・・・・ΔΔxx,,ΔΔyy,,ΔΔzz,,・・・・・・))..      そそししてて⼀⼀般般にに  
ΣΣmmφφ((xx,,yy,,zz,,・・・・・・ΔΔxx,,ΔΔyy,,ΔΔzz,,・・・・・・))..	  

  
§§1177    [[総総体体とと函函数数]]  
【【注注解解】】    [[和和分分はは和和分分ででもも]]、、先先のの§§でで説説明明ししたたよよううなな「「与与ええらられれたた数数」」とと「「与与ええらられれたた
数数」」のの「「和和分分」」とと、、ここここでで説説明明ししたたよよううなな「「差差分分((DDiiffffeerreennzz))ででああるる数数表表現現」」とと「「差差分分ででああるる
数数表表現現」」のの「「和和分分」」はは、、ききちちんんとと区区別別ししななけけれればばななららなないい。。前前者者はは、、部部分分間間のの順順序序をを顧顧慮慮しし
なないい、、諸諸部部分分のの総総体体((IInnbbeeggrriiffff))でであありり、、ししかかもも部部分分のの部部分分がが[[⾃⾃動動的的にに]]全全体体のの部部分分ととみみななささ
れれるるよよううなな意意味味ででのの総総体体ででああるる。。だだがが後後者者のの和和分分はは函函数数((FFuunnccttiioonn))ななののででああるる。。  
  
§§1188    [[和和分分のの和和分分]]  
【【定定理理】】    ⼀⼀般般にに次次ののここととがが成成りり⽴⽴つつ。。  ΣΣmmΣΣnnφφ==ΣΣmm++nnφφ  
（（証証明明））  §§1144 のの証証明明とと同同様様ででああるる。。  
  
§§1199    
【【定定理理】】    同同じじ差差分分をを持持つつ函函数数でで、、定定数数 CC だだけけがが異異ななるる無無数数のの函函数数がが存存在在すするるここととににつついい
ててにに議議論論がが⾏⾏わわれれてていいるる{{省省略略}}..  
  
§§2200    [[和和分分のの⼀⼀般般化化]]  
【【補補題題】】    [[先先にに、、函函数数WW==ΦΦ((xx,,yy,,zz,,・・・・・・))がが存存在在しし、、xx,,yy,,zz,,・・・・・・がが xx++ΔΔxx,,  yy++ΔΔyy,,  zz++ΔΔ
zz,,・・・・・・にに移移⾏⾏すするるここととにによよっってて差差分分φφ((xx,,yy,,zz,,・・・・・・ΔΔxx,,ΔΔyy,,ΔΔzz,,・・・・・・))がが⽣⽣ままれれるる場場合合をを考考
ええたたがが]]、、ももししもも、、xx,,yy,,zz,,・・・・・・がが xx++ΔΔxx,,  yy++ΔΔyy,,  zz++ΔΔzz,,・・・・・・にに移移⾏⾏ししたたとときき差差分分φφ((xx,,yy,,zz,,・・・・・・
ΔΔxx,,ΔΔyy,,ΔΔzz,,・・・・・・))をを⽣⽣みみ出出すすよよううなな、、xx,,yy,,zz,,・・・・・・のの函函数数WW==ΦΦ((xx,,yy,,zz,,・・・・・・))がが存存在在((bbeesstteehheenn))
ししなないいなならら、、そそののとときき表表象象  ΣΣφφ((xx,,yy,,zz,,・・・・・・ΔΔxx,,ΔΔyy,,ΔΔzz,,・・・・・・))  はは対対象象をを⽋⽋きき((ggeeggeennssttaannddllooss))、、
ゆゆええににΔΔΣΣφφ((xx,,yy,,zz,,・・・・・・ΔΔxx,,ΔΔyy,,ΔΔzz,,・・・・・・))もも対対象象をを⽋⽋くくここととににななるるだだろろうう。。ちちょょううどど、、
xx−yy やや xx//yy  がが対対象象をを⽋⽋くくなならら、、((xx−yy))++yy やや yy（（xx//yy））もも対対象象をを⽋⽋くくよよううににででああるる。。ししかかしし差差
とと商商のの通通常常のの意意味味をを拡拡張張((EErrwweeiitteerruunngg))しし、、⼀⼀般般的的にに⽅⽅程程式式  ((xx−yy))++yy==xxやや  ⽅⽅程程式式  yy((xx//yy))==xx  
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をを設設定定ししてて差差しし⽀⽀ええななかかっったたよよううにに、、ここここででもも類類似似のの仕仕⽅⽅でで概概念念をを拡拡張張ししてて、、⼀⼀般般にに、、  ΔΔ
ΣΣφφ((xx,,  yy,,  zz,,・・・・・・ΔΔxx,,ΔΔyy,,ΔΔzz,,・・・・・・))＝＝φφ((xx,,  yy,,  zz,,・・・・・・ΔΔxx,,ΔΔyy,,ΔΔzz,,・・・・・・))がが成成りり⽴⽴つつもものの
ととすするる。。  
  
§§2211    [[差差分分とと和和分分]]  
【【補補題題】】  ここののとときき同同様様ににししてて、、φφがが何何ででああれれ、、⼀⼀般般にに、、ΔΔmmΣΣmm++nnφφ＝＝ΣΣnnφφ  ででああるる。。  
  
§§2222  
【【補補題題】】      §§1199 のの定定理理のの補補⾜⾜[[省省略略]]..  
  
§§2233    
【【定定理理】】      複複数数のの（（変変数数ももししくくはは定定数数のの））代代数数和和ででああるるよよううなな函函数数のの、、そそのの差差分分はは、、個個々々
のの可可変変なな項項たたちち((SSuummmmaannddeenn))のの差差分分のの、、そそのの代代数数和和かかららななるる。。[[証証明明はは省省略略すするる]]  
  
§§2244        [[定定数数のの差差分分]]  
【【補補題題】】    定定数数のの差差分分はは  ==00 ででああるる。。  

  
§§2255      
【【補補題題】】    数数 xx,,yy,,zz・・・・・・ははかかななららずずししもも⾃⾃由由((ffrreeyy))なな変変数数ででははなないいののだだかからら、、数数 xx,,yy,,zz はは
[[そそれれぞぞれれがが]]⼀⼀つつままたたはは複複数数のの変変数数のの関関数数でであありりううるる。。そそここでで前前のの定定理理[[§§2233]]よよれればば、、我我々々
ははそそれれ⾃⾃体体、、他他のの諸諸函函数数のの代代数数的的和和分分ででああるる函函数数ににつついいててはは、、ここれれららのの諸諸函函数数のの差差分分をを⾒⾒つつ
けけるるここととにによよっってて、、そそれれのの差差分分をを⾒⾒つつけけるるここととががででききるる。。  

  
§§2266          [[項項がが無無限限個個のの場場合合]]  
【【補補題題】】    ++とと−のの記記号号でで繋繋ががっったた諸諸項項のの集集ままりり((MMeennggee))がが無無限限個個ででああっっててもも、、先先のの定定理理
[[§§2233]]のの定定式式((FFoorrmmeell))はは妥妥当当性性をを失失わわなないい。。  
  
§§2277    [[限限りりななくく⼩⼩ささくくななるる]]  
【【補補題題】】  変変項項((vveerräännddeerrlliicchhee  GGlliieeddeerrmm))  xx,,  yy,,  zz・・・・・・のの集集ままりり((MMeennggee))がが有有限限個個((eennddlliicchh))でで  
ああるるととすするる。。そそのの個個数数をを変変ええなないいとといいうう前前提提でで、、個個々々のの増増加加分分ΔΔxx,,ΔΔyy,,  ΔΔzz・・・・・・ががすすべべてて  
限限りりななくく⼩⼩ささくくななるる((iinnss  UUnneennddlliicchhee  aabbnneehhmmeenn))ここととががででききるるなならら、、§§2233ゆゆええにに、、差差分分ΔΔWW
もも限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるここととががででききるる。。  
  
§§2288    [[積積のの差差分分]]  
【【定定理理】】      ああるる可可測測なな((mmeeßßbbaarr))定定数数とと、、変変化化ははししててももつつねねにに可可測測値値ををととるる変変数数のの、、積積をを考考
ええるる。。ここのの積積ででああるる函函数数のの差差分分はは、、定定数数とと、、変変数数のの差差分分のの、、積積ででああるる。。  
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（（証証明明））定定数数をを aa、、変変数数をを xxととすするる。。そそののとときき、、ここのの函函数数はは aaxx  なないいししはは xxaa  ででああるる。。ささてて aa
とと xxがが可可測測数数だだとといいううののだだかからら、、[[WW==]]aaxx==xxaa ででああるる。。  

ささららにに  [[§§88ゆゆええにに]]  WW++ΔΔWW＝＝aa((xx++ΔΔxx))  ででああるる。。ししかかしし、、xxののみみななららずず xx++ΔΔxxもも可可測測だだ
とといいううののだだかからら、、ΔΔxxももままたた可可測測ででななけけれればばななららなないい。。ゆゆええににここのの表表現現  [[aa((xx++ΔΔxx))]]  はは  aaxx++aa
ΔΔxx  とと展展開開でできき、、引引きき算算ししてて[[つつままりりWW++ΔΔWW＝＝aaxx++aaΔΔxx  かかららWW＝＝aaxxをを辺辺々々引引いいてて]]  ΔΔWW==aa
ΔΔxx  をを得得るる。。  

[[訳訳者者。。「「可可測測((mmeeßßbbaarr))」」とといいうう⾔⾔葉葉はは§§3399 ににもも登登場場しし、、そそここでではは値値がが「「無無限限⼤⼤ににもも虚虚
((iimmaaggiinnäärr))ににももななららなないい」」のの意意味味でで使使⽤⽤さされれてていいるる。。]]  
  
§§2299          [[限限りりななくく⼩⼩ささくくななるる]]  
【【補補題題】】    ΔΔxxがが限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるとときき((iinn  ddaass  UUnneennddlliicchhee  aabbnneehhmmeenn))、、ΔΔWWもも限限りりなな
くく⼩⼩ささくくななるる[[RRZZ77..§§3377]]。。  

  
§§3300  
【【補補題題】】    aa がが 00 ででささええななけけれればば、、[[§§2288 とと]]同同様様ににししてて、、商商 xx//aa のの差差分分((DDiiffffeerreennzz))はは＝＝ΔΔ
xx//aa  ででああるる。。ななぜぜなならら、、aa がが 00 ででなないいとといいうう前前提提ののももととでで xx//aa==xx((11//aa))でであありり、、そそししてて 11//aa はは
可可測測だだかかららででああるる。。  
  
§§3311      [[積積のの差差分分]]  
【【定定理理】】    ⼆⼆変変数数のの積積ででああるる函函数数ににつついいてて、、そそのの差差分分はは、、変変数数ににももうう⼀⼀つつのの変変数数のの差差分分をを
掛掛けけるるここととをを両両⽅⽅ににつついいてて⾏⾏いい、、[[両両者者をを加加算算ししたたううええでで]]そそれれにに⼆⼆つつのの差差分分⾃⾃体体のの積積をを加加算算
すすれればば求求ままるる。。  
（（証証明明））変変数数がが⼆⼆つつななののででWW==xxyy  ととすするる。。  WW++ΔΔWW==((xx++ΔΔxx))((yy++ΔΔyy))ででああるる。。xx,,  yy,,  ΔΔxx,,  ΔΔ
yy はは可可測測数数だだかからら、、WW++ΔΔWW==((xx++ΔΔxx))((yy++ΔΔyy))==xxyy++yyΔΔxx++xxΔΔyy++ΔΔxxΔΔyy とと分分解解さされれるる。。引引きき
算算すすれればば、、求求めめるる差差分分はは、、ΔΔWW＝＝ΔΔ((xxyy))==  yyΔΔxx++xxΔΔyy++ΔΔxxΔΔyy  ででああるる。。  
  
§§3322        [[三三変変数数のの積積のの差差分分]]  
【【補補題題】】    所所与与のの関関数数がが三三つつのの可可変変なな因因数数のの積積WW==xxyyzz  だだととすするる。。⼆⼆つつのの因因数数のの積積  yyzz  をを
⼀⼀つつのの因因数数  uu  とと⾒⾒ななせせばば、、前前節節のの式式よよりり  ΔΔWW==uuΔΔxx++xxΔΔuu++ΔΔxxΔΔuu  ででああるる。。そそここでで uu  にに
yyzz をを代代⼊⼊すするるとと、、前前節節よよりり、、ΔΔuu＝＝ΔΔ((yyzz))はは yyΔΔzz++zzΔΔyy++ΔΔyyΔΔzz だだかからら、、ΔΔWW＝＝ΔΔ((xxyyzz))==yyzz
ΔΔxx++xx((yyΔΔzz++  zzΔΔyy++ΔΔyyΔΔzz))++ΔΔxx((yyΔΔzz++  zzΔΔyy++ΔΔyyΔΔzz))  ああるるいいははΔΔ((xxyyzz))==yyzzΔΔxx++xxzzΔΔyy++xxyyΔΔ
zz++zzΔΔxxΔΔyy++yyΔΔxxΔΔzz  ++xxΔΔyyΔΔzz  ++  ΔΔxxΔΔyyΔΔzz  ででああるる。。  
  
§§3333    [[任任意意のの個個数数のの変変数数のの積積のの差差分分]]  
【【補補題題】】  容容易易にに知知らられれるるよよううにに、、ここのの演演算算はは任任意意のの数数のの変変数数のの積積にに拡拡張張ででききるる。。  
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§§3344  
【【補補題題】】    積積 xxyyzz のの各各因因数数のの増増分分ΔΔxx,,ΔΔyy,,ΔΔzz がが、、個個数数をを変変じじるるここととななくく、、そそれれぞぞれれ限限りり
ななくく⼩⼩ささくくななるるとときき、、ΔΔ((xxyyzz))もも限限りりななくく⼩⼩ささくくななるる。。たたととええばば因因数数がが⼆⼆つつだだととすするるとと、、ΔΔxx
ととΔΔyy がが限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるとときき、、ΔΔ((xxyy))==yyΔΔxx++xxΔΔyy++ΔΔxxΔΔyy もも明明ららかかにに限限りりななくく⼩⼩ささくくなな
るる((§§3311))。。ししかかしし nn個個のの因因数数のの積積ににつついいててのの定定理理がが妥妥当当すするるなならら、、そそれれはは nn++11個個のの因因数数のの
積積ににもも妥妥当当すするる。。ななぜぜなならら、、⼀⼀つつのの因因数数をを xxととしし、、他他のの nn個個のの因因数数のの積積をを yy ととすするるとと、、ΔΔxx
ととΔΔyy がが限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるとときき、、全全部部のの積積WW==xxyy はは、、上上述述のの事事情情ゆゆええにに限限りりななくく⼩⼩ささくくなな
るるかかららででああるる。。  
  
§§3355      [[商商のの差差分分	]  
【【定定理理】】    分分⼦⼦とと分分⺟⺟ががいいずずれれもも変変数数でで、、ささららににどどちちららももつつねねにに加加測測数数でで、、ししかかもも分分⺟⺟がが
00 ににななららなないいととすするる。。ここのの商商のの差差分分はは次次ののよよううににししてて求求ままるる。。分分⺟⺟ yy にに分分⼦⼦ xxのの差差分分ΔΔxxをを
乗乗じじ、、ままたた分分⼦⼦ xxにに分分⺟⺟ yy のの差差分分をを乗乗じじ、、前前者者のの積積[[つつままりり yyΔΔxx]]かからら後後者者のの積積[[つつままりり xxΔΔ
yy]]をを引引きき、、そそのの結結果果をを、、分分⺟⺟ yy ととそそのの差差分分ΔΔyy のの和和にに分分⺟⺟ yy をを乗乗じじたたもものの、、すすななわわちち yy((yy++
ΔΔyy))でで割割れればば良良いい。。  
（（証証明明））省省略略  
  
§§3366  

【【補補題題】】    xxのの増増加加分分とと yy のの増増加加分分がが限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるとときき、、  yy==00 ででなないい限限りり、、ΔΔ((			𝒙𝒙  
𝒚𝒚

))

もも限限りりななくく⼩⼩ささくくななるる。。ななぜぜななららここのの条条件件下下でで、、  (𝐲𝐲𝐲𝐲𝐱𝐱(𝐱𝐱𝐲𝐲𝐲𝐲））  
𝐲𝐲(𝐲𝐲)𝐲𝐲𝐲𝐲)

  はは限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるかからら

ででああるる。。  
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第第⼀⼀部部  連連続続函函数数とと不不連連続続函函数数  
  

[[⾄⾄るるととこころろでで不不連連続続なな函函数数へへのの注注意意喚喚起起]]  

  
§§3377      [[函函数数概概念念のの⾃⾃由由性性]]  
【【次次のの話話題題へへ】】    序序⽂⽂のの§§2299、、§§3344、、§§3366 でで⾒⾒たたよよううにに、、函函数数のの諸諸変変数数のの差差分分がが限限りりなな
くく⼩⼩ささくくななるるとときき、、[[当当のの]]函函数数のの差差分分もも限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるよよううなな、、そそんんなな函函数数がが存存在在すするる。。  
先先にに挙挙げげたた⼀⼀連連のの函函数数ががそそのの実実例例ででああっってて、、そそここででははままささににここののここととがが、、すすべべててのの任任意意のの
（（たただだしし可可測測なな））変変数数値値ににつついいてて起起ここっってていいるるののででああるる。。ししかかしし序序⽂⽂のの§§3366 にに掲掲げげたた函函数数
はは 、、 分分⺟⺟==00  のの場場合合 、、 上上 のの規規則則のの 例例外外にに なな っっ てて いい るる 。。 ななぜぜなな らら𝚫𝚫(𝐱𝐱/𝐲𝐲)	== 	𝚫𝚫 ((xx//00))==  
((xx++	𝚫𝚫𝐱𝐱))//((00++	𝚫𝚫𝐲𝐲) −	xx//00		はは、、無無限限にに⼤⼤ききいい負負量量((eeiinnee  nneeggaattiivvee  uunneennddlliicchhee  ggrrooßßee  ZZaahhll))をを表表すす
かかららででああるる。。  

[[ささてて]]⼈⼈間間ににはは、、ああるる数数がが別別のの数数にに依依存存すするる法法則則((GGeesseettzz))をを⾃⾃由由にに考考ええるるここととがが許許さされれてて
いいるる。。だだかからら次次のの条条件件がが成成りり⽴⽴たたなないいよよううななかかたたちちでで、、値値がが他他のの数数[[xx]]のの値値にに依依存存すするる数数WW
をを考考ええるるこことともも許許さされれてていいるる筈筈ででああるる。。すすななわわちち、、「「𝚫𝚫𝐱𝐱がが限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるとときき差差分分  𝚫𝚫WW
もも限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるとといいうう性性質質((EEiiggeennsscchhaafftt))がが、、xxのの数数個個のの値値ににおおいいてて不不成成⽴⽴ででああるるにに⽌⽌
ままららずず、、xxののすすべべててのの値値にに対対ししてて不不成成⽴⽴ででああるるよよううなな」」、、そそんんなな数数[[ww]]をを考考ええるるここととももででききるる
筈筈ででああるる。。  

そそのの第第⼀⼀ののケケーーススはは、、[[すすべべててのの xx ににつついいてて]]、、𝜟𝜟𝒙𝒙がが限限りりななくく(𝐢𝐢𝐢𝐢	𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝	𝐔𝐔𝐢𝐢𝐔𝐔𝐢𝐢𝐝𝐝𝐔𝐔𝐢𝐢𝐔𝐔𝐔𝐔𝐔𝐔)
⼩⼩ささくくななるる過過程程でで	𝜟𝜟𝒙𝒙	がが[[順順次次]]ととるる値値ののななかかにに、、𝚫𝚫WWをを可可測測ににししなないい値値ががいいくくつつかか含含ままれれてて
いいるる場場合合ででああるる。。  

そそのの第第⼆⼆ののケケーーススはは、、[[すすべべててのの xxににつついいてて、、そそももそそもも]]ここのの𝚫𝚫WWがが限限りりななくく⼩⼩ささくくななららなな
いい場場合合ででああるる。。たたととええばばここうういいうう場場合合ががああるる。。((22mm++11))//22nn とといいうう形形をを持持つつすすべべててのの xx のの値値
にに対対ししててはは  WW==aaxx  、、そそれれ以以外外のの値値にに対対ししててはは  WW==aaxx++bb  ととななるる数数WWをを考考ええるる。。ここのの場場合合、、
((22mm++11))//22nn とといいうう形形をを持持たたなないい xxのの値値にに対対ししててはは、、ここのの形形((  22mm++11))//22nn をを持持つつ[[別別のの]]  xxででああ
っってて、、ししかかもも差差分分𝚫𝚫𝐱𝐱がが、、与与ええらられれたたどどんんなな 11//NNよよりりもも⼩⼩ささくくななるるよよううなな xxのの別別のの値値がが⾒⾒つつ
かかるる。。そそここでですすぐぐわわかかるるよよううにに、、どどんんなな xxををととっっててもも、、ままたた𝚫𝚫𝐱𝐱ををどどんんななにに⼩⼩ささくくととっっててもも、、
[[そそののとときき]]ささららにに⼩⼩ささなな𝚫𝚫𝐱𝐱ががととれれてて、、そそれれにに対対応応すするる  𝚫𝚫WWがが  ==aa𝚫𝚫xx++bb  ままたたはは==aa𝚫𝚫xx−bb とと
ななりり、、結結局局、、𝚫𝚫WWはは限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるここととががででききなないいののででああるる。。  

函函数数のの挙挙動動ののここのの⾷⾷いい違違いいはは⾮⾮常常にに重重要要でであありり、、そそれれをを表表すす特特別別のの術術語語をを導導⼊⼊すするるののがが
相相応応ししいいとと思思わわれれるる。。  
[[訳訳者者。。本本節節とと次次のの 3388 節節、、3399 節節はは、、いいずずれれもも⼀⼀段段落落でで⼀⼀気気にに書書かかれれてておおりり、、内内容容がが圧圧縮縮ささ
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れれ難難解解ななののでで複複数数のの段段落落にに分分けけてて訳訳出出ししたた]]。。  
  
§§3388    「「連連続続的的にに変変化化すするる」」とと「「不不連連続続にに変変化化すするる」」のの定定義義  
【【定定義義】】    ⼀⼀つつままたたはは複複数数のの変変数数をを持持つつ⼀⼀価価((eeiinnfföörrmmiigg))のの函函数数 FFxxににつついいてて、、そそのの変変数数 xx
がが⼀⼀定定値値 xxかからら変変更更値値 xx++𝚫𝚫xx  ままでで移移⾏⾏すするるととききのの[[函函数数のの]]変変化化分分をを考考ええよようう。。𝚫𝚫xxがが限限りりなな
くく⼩⼩ささくくななるるとときき、、[[函函数数のの]]ここのの変変化化分分もも限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるなならら、、「「FFxxはは値値 xxににおおいいてて連連
続続的的にに変変化化ししてていいるる((sstteettiigg  vveerräännddeerrnn))」」とと⾔⾔うう。。つつままりり値値  FFxx  はは可可測測ととしし、、FF((xx++	𝚫𝚫xx))  もも差差
分分𝚫𝚫xx ののああるる値値かからら初初めめててそそれれよよりり⼩⼩ささいい値値ににわわたたっってて可可測測ととしし、、ししかかもも差差 FF((xx++	𝚫𝚫xx))――FFxx  
のの絶絶対対値値((aabbssoolluuttee  WWeerrtthhee))もも、、𝚫𝚫xxをを⼗⼗分分⼩⼩ささくく取取りりささららににそそれれをを⼩⼩ささくくととるるとといいううここととをを
続続けけれればば、、任任意意のの商商 11//NNよよりり⼩⼩ささくくななりり、、かかつつ⼩⼩ささくく留留めめるる((vveerrbblleeiibbeenn))ここととががででききるるなならら、、
「「FFxxはは値値 xxににおおいいてて連連続続的的にに変変化化ししてていいるる」」とと⾔⾔うう。。  
  𝚫𝚫xx のの正正のの値値ににつついいててここののここととがが成成りり⽴⽴つつなならら、、FFxx  はは正正のの増増加加分分ままたたはは正正⽅⽅向向のの増増加加分分
ににつついいてて連連続続的的にに変変化化すするるとと⾔⾔いい、、𝚫𝚫xx のの負負のの値値ににつついいててそそれれがが成成りり⽴⽴つつなならら、、負負のの増増加加分分
ままたたはは負負⽅⽅向向のの増増加加分分ににつついいてて連連続続的的にに変変化化すするるとと⾔⾔うう。。そそののここととがが xxのの正正とと負負のの[[両両⽅⽅のの]]
増増加加ににつついいてて成成りり⽴⽴つつなならら、、端端的的にに「「FFxxはは xxでで連連続続((sstteettiigg))ででああるる」」とと⾔⾔いい、、誤誤解解をを避避けけたた
いいととききにに限限っってて「「FFxxはは正正のの増増加加分分とと負負のの増増加加分分ににおおいいてて連連続続ででああるる」」とと⾔⾔うう。。  

以以上上にに含含ままれれなないい場場合合はは、、[[そそれれぞぞれれ]]「「函函数数 FFxxはは、、正正のの𝚫𝚫xxににつついいてて、、負負のの𝚫𝚫xxににつついいてて、、
ああるるいいはは両両⽅⽅ににつついいてて、、連連続続性性のの法法則則((ddaass  GGeesseettzz  ddeerr  SStteettiiggkkeeiitt))をを毀毀損損((vveerrlleettzztteenn))ししてていい
るる」」、、ああるるいいはは「「不不連連続続ででああるる((uunnsstteettiigg))」」、、「「突突然然((ppllööttzzlliicchh))変変化化ししてていいるる」」ななどどとと⾔⾔うう。。  
		  𝚫𝚫xx  がが正正ににせせよよ負負ににせせよよ限限りりななくく⼩⼩ささくくななっったたとときき、、FF((aa++	𝚫𝚫xx))−−FFaa とといいうう形形ののすすべべててのの
差差がが>>11	//NN  でであありり続続けけたたたためめにに、、XX==aa ににおおいいてて連連続続性性がが毀毀損損さされれてていいるる場場合合、、「「函函数数 FFxx  はは
xx==aa  でで⾶⾶躍躍((SSpprruunngg))ししてていいるる」」とと⾔⾔うう。。  

函函数数がが変変数数 xx==aa  でで可可測測なな値値をを持持たたなないいゆゆええにに連連続続性性がが毀毀損損さされれてていいるる場場合合、、「「函函数数 FFxx  はは
ここのの変変数数値値ににつついいてて空空⽩⽩((LLüücckkee))ででああるる」」とと⾔⾔うう。。  
  
§§3399    [[同同時時代代のの数数学学者者たたちちのの連連続続性性概概念念をを論論評評すするる]]  
【【注注解解】】    我我々々ははいいまま連連続続性性のの概概念念にに取取りり組組んんででいいるる訳訳だだがが、、ここのの概概念念のの本本質質的的なな部部分分はは
すすででにに他他のの⼈⼈々々にによよっってて確確定定さされれてていいるるののででああるる。。例例ええばば   KKllüüggeell  のの WWöörrtteerrbbuucchhee  
((AArrtt..sstteettiigg))やや、、CCaauucchhyy((  CCoouurrss  ddʼ̓AAllggèèbbrree,,CChh..22..  §§22))やや、、OOhhmm((AAnnaallyyssiiss..BBdd..22..§§445566))ががそそうう
ででああるる。。[[たただだ]]  他他のの点点ででははととててもも正正確確なな OOhhmm をを始始めめ、、彼彼ららののううちちののああるる者者がが、、「「変変化化分分
FF((xx++	𝚫𝚫xx))	−FFxx  はは、、そそのの絶絶対対値値ににおおいいてて、、所所与与のの量量 DD よよりりもも⼩⼩ささくくななららねねばばななららずず、、𝚫𝚫xx をを
⼩⼩ささくく取取れればばまますすまますす⼩⼩ささくくななららななけけれればばななららなないい((  FF((xx++	𝚫𝚫xx))	−FFxx・・・・・・uumm  ssoo  kklleeiinneerr  wweerrddeenn  
mmuussssee,,jjee  kklleeiinneerr  mmaann	𝚫𝚫xx  nniimmmmtt))」」とといいうう⾔⾔いい⽅⽅ををすするるとときき、、そそれれはは誤誤解解ののななせせるる技技とと⾔⾔わわ
ざざるるをを得得なないい。。とといいううののはは、、彼彼ららがが実実際際求求めめてていいるるののはは、、「「𝚫𝚫xx ががささららにに⼩⼩ささくくななっったたとときき、、
FF((xx++	𝚫𝚫xx))――FFxx  <<  DDととななりり、、そそししててそそののままままでであありり続続けけ((vveerrbblleeiibbeenn))ななけけれればばななららなないい」」とといい
ううここととだだかかららででああるる。。[[ししかかしし]]𝚫𝚫xx ががももっっとと⼩⼩ささくくななっったたとときき、、FF((xx++	𝚫𝚫xx))−FFxx ががそそのの度度にに⼩⼩
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ささくくななるるここととがが、、  [[すすべべててのの変変数数ににわわたたっってて]]  普普遍遍的的にに連連続続性性がが認認めめらられれるる函函数数ででかかななららずず
起起ここっってていいるるかかとといいううとと、、そそううととはは⾔⾔ええなないい。。例例ええばば xx22ssiinn((llooggxx))でではは差差分分 FF((xx++	𝚫𝚫xx))	−FFxxがが
xx==00 でで  ((𝚫𝚫xx))22ssiinn((lloogg	𝚫𝚫xx))ににななるるがが、、⼩⼩ささいい𝚫𝚫xxををささららにに⼩⼩ささくくすするるとときき、、ああのの差差ががふふたたたたびび⼤⼤
ききくくななるるここととががあありり得得るるかかららででああるる。。  

KKäässttnneerr  ((HHööhheerree  MMeecchhaanniikk..22..AAuuffll..,,55..AAbbsscchhnn..,, §§ 118833  ffff)) やや 宮宮 廷廷 顧顧 問問 官官 FFrriieess ⽒⽒
((NNaattuurrpphhiilloossoopphhiiee..  §§5500))ののよよううなな幾幾多多のの⾼⾼名名なな数数学学者者はは、、函函数数 FFxxのの連連続続性性をを、、「「ああるる値値 FFaa
かからら別別のの値値 FFbb にに移移⾏⾏すするるとときき、、そそのの間間ののすすべべててのの値値ををかかななららずず取取るる」」とといいうう特特性性ととししてて説説
いいてていいるる。。ししかかししややががてて⾒⾒るるよよううにに、、ここのの説説明明ははああままりりににもも茫茫漠漠ととししてていいるるののでで、、そそここかからら
上上にに述述べべたたののとと等等価価なな[[連連続続のの]]概概念念をを導導ここううととししててもも無無理理ででああるる。。  
EEyytteellwweeiinn  ((HHööhheerree  AAnnaallyyssiiss....  BBdd..11..§§1166))のの定定義義はは独独⾃⾃ののももののででああるる。。すすななわわちち、、「「函函数数がが

連連続続ででああるるととはは、、函函数数ががそそのの変変数数ののああるる限限界界のの間間でで((iinnnneerrhhaallbb  ggeewwiisssseerr  GGrreennzzeenn))ととるるすすべべ
ててのの値値がが実実((rreeeellll))ででししかかもも有有限限ででああるるここととでであありり、、函函数数がが不不連連続続ででああるるととははそそののううちちのの⼀⼀つつ
ままたたはは若若⼲⼲がが無無限限⼤⼤かか不不可可能能ななととききででああるる」」とと。。[[だだがが]]ここのの定定義義ををととるる限限りり、、我我々々はは通通常常のの
⾔⾔いい⽅⽅にに逆逆ららっってて、、「「⼀⼀つつ前前のの§§でで導導⼊⼊ししたた函函数数、、すすななわわちち xx がが  22mm++11//22nn  とといいうう形形をを持持つつ
かか持持たたなないいかかにに応応じじてて、、そそのの値値ががつつねねにに＝＝aaxxままたたはは==aaxx++bb ででああるるよよううなな函函数数」」、、もも連連続続とと認認
めめざざるるをを得得なないいだだろろうう。。EEyytteellwweeiinn⽒⽒ががああのの定定義義をを語語るるににああたたっってて、、従従来来かからら使使⽤⽤さされれてていい
るる代代数数記記号号でで表表現現ででききるるあありりふふれれたた函函数数をを念念頭頭にに置置いいてていいるるここととはは明明⽩⽩ででああるる。。ここのの函函数数
がが無無限限ににななららずず iimmaaggiinnäärr ににももななららなないい((ししたたががっってて可可測測でであありり続続けけるる))  そそのの限限界界のの間間でで、、ここ
れれららのの函函数数がが連連続続ででああるるののはは当当然然ででああるる。。ししかかししそそののよよううなな関関数数ののななかかででもも、、例例ええばばいいわわゆゆ
るる超超越越函函数数((ttrraannttzzeennddeenntteenn  FFuunnccttiioonneenn))のの場場合合ににいいまま述述べべたたよよううななここととがが成成りり⽴⽴つつととすすれれ
ばば、、そそれれはは、、ここのの[[超超越越函函数数のの]]概概念念のの設設定定にに際際ししてて「「連連続続性性のの法法則則にに従従っってて変変化化すするる」」とといい
ううここととをを、、ああららかかじじめめ（（暗暗黙黙ののううちちにに））組組みみ込込んんででおおくくととききにに限限るるののでであありり、、ここののここととににつつ
いいててははいいずずれれ適適当当なな場場所所でで明明確確にに⽰⽰そそううとと思思うう。。  
LLaaccrrooiixx はは連連続続のの概概念念ををずずっっとと狭狭くくととららええてていいるるよよううででああっってて（（TTrraaiittéé  éélléémmeennttaaiirree  ddee  

ccaallccuull  ddiiffff..  eett  iinntt..  §§..6600））））、、彼彼はは連連続続性性のの本本質質をを、、𝚫𝚫FFxx//𝚫𝚫xx  とといいうう⽐⽐がが極極限限値値((GGrreennzzee))をを持持
つつとといいうう（（彼彼のの考考ええでではは））函函数数のの普普遍遍的的なな特特性性にに求求めめてていいるる。。⾮⾮常常にに多多くくのの（（たただだししすすべべてて
ででははなないい))函函数数ががここのの特特性性をを持持つつののでで、、そそれれにに特特定定のの名名前前をを与与ええるるののはは悪悪いいここととででははなないい。。
ししかかしし前前のの§§でで説説明明ししたた[[連連続続性性のの]]特特性性もも特特定定のの命命名名にに値値すするるしし、、ししかかももここれれららのの特特性性はは互互
いいにに異異ななるるだだけけででははななくく、、分分離離すするるこことともも可可能能ででああるる。。ななぜぜなならら LLaaccrrooiixx⽒⽒ののいいうう連連続続性性がが
ななくくててもも、、前前述述のの連連続続性性はは存存在在ででききるるかかららででああるる[[訳訳者者。。ここれれはは「「微微分分不不可可能能なな連連続続関関数数」」
のの存存在在のの指指摘摘にに当当たたるる]]。。ここのの場場合合はは、、LLaaggrraannggee,,  CCaauucchhyy ややそそのの他他のの⼈⼈々々がが導導⼊⼊ししたた⽤⽤語語法法
にに従従ううののがが筋筋だだろろうう。。すすななわわちち函函数数のの連連続続性性((SStteettiiggkkeeiitt))はは⼀⼀つつ前前のの§§でで説説明明ししたた性性質質ととしし
てて理理解解しし、、[[他他⽅⽅]]  商商𝜟𝜟FFxx//𝜟𝜟xx がが𝜟𝜟xx とと独独⽴⽴ななああるる限限界界((GGrreennzzee))にに限限りりななくく近近づづくく((iinn  ddaass  
UUnneennddlliicchhee  nnaahheenn))とときき、、「「函函数数 FFxxはは導導函函数数((eeiinnee  aabbggeelleeiitteettee  FFuunnccttiioonn..  uunnee  ffuunnccttiioonn  ddéérriivvééee))
をを持持つつ」」とといいうう⾔⾔いい⽅⽅ををすするるここととににししよようう。。ささららにに指指摘摘ししてておおききたたいいののはは、、滅滅多多にに起起ここららなな
いい状状況況、、たたととええばば⼀⼀⽅⽅向向すすななわわちち正正のの増増加加分分ににつついいててだだけけ連連続続ととかか、、負負のの増増加加分分ににつついいててだだ
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けけ連連続続ととかかいいうう状状況況はは、、先先のの定定義義でではは無無視視ししたただだけけででははななくく、、応応⽤⽤ににおおいいててももままずず出出会会ううここ
ととははなないい（（とと私私はは思思うう。。））  
  

[[連連続続性性とと不不連連続続性性にに関関すするる注注意意事事項項]]  

  
§§4400        [[定定数数値値はは連連続続函函数数ででああるる]]  
【【定定理理】】  変変数数 xxかからら完完全全にに独独⽴⽴なな数数WWをを考考ええよようう。。たたととええばばWWのの概概念念((BBeeggrriiffff))ののななかかにに
xx がが登登場場ししなないい場場合合ががそそううでであありり、、[[よよししんんばば]]そそここにに xx がが登登場場ししててもも、、そそのの xx がが WW のの値値をを
変変ええなないい場場合合ももそそううででああるる（（たたととええばば aa,,bb,,cc がが xxにに依依存存ししなないい定定数数でで、、WW==((aaxx−bbxx))//ccxx  のの場場
合合））。。ここううししたた[[定定]]数数WWもも連連続続とと、、ししかかもも xxのの任任意意のの値値ににおおいいてて、、ししかかもも両両⽅⽅向向ににつついいてて、、
連連続続とと考考ええるるここととががででききるる。。  
（（証証明明））  xx にに対対すするる WW のの値値をを FFxx、、xx＋＋𝚫𝚫xx にに対対すするる WW のの値値をを FF((xx++	𝚫𝚫xx))ととおおくくとと、、FFxx  

==FF((xx++	𝚫𝚫xx))ししたたががっってて FF((xx++	𝚫𝚫xx))  –  FFxx  ==  00  ととななららざざるるをを得得なないい。。ととこころろがが 00  <<  𝟏𝟏
𝐍𝐍
		ななののだだかか

らら、、差差  𝚫𝚫FFxx  <<  𝟏𝟏
𝐍𝐍
  でであありり、、ままたたそそううでであありり続続けけるる。。[[ゆゆええにに FFxxはは上上記記ののよよううにに連連続続ででああるる]]..    

  
§§4411      [[連連続続函函数数のの和和、、積積、、商商はは連連続続函函数数ででああるる]]  
【【定定理理】】    xxはは aa ととままっったたくく独独⽴⽴でで可可測測なな⾃⾃由由変変数数ととすするる。。aa±±xx  とといいうう形形をを持持つつ函函数数はは、、xx
ののすすべべててのの可可測測値値にに対対ししてて、、ししかかもも正正おおよよびび負負のの両両⽅⽅のの増増加加分分ににつついいてて、、連連続続ででああるる。。同同じじ
ここととはは aaxx やや xxaa とといいうう形形のの函函数数ににもも、、ままたた xx//aa((aa  はは 00 ででなないいととすするる））とといいうう形形のの函函数数ににもも
当当ててははままるる。。ささららにに aa//xxとといいうう形形のの函函数数もも、、00 ででなないい xxににつついいてて連連続続ででああるる。。  
（（証証明明））序序⽂⽂のの§§..2277,,§§..2299,,§§..3366 かからら知知らられれるる。。  
  
§§4422      [[連連続続函函数数のの累累乗乗はは連連続続函函数数ででああるる]]      
【【定定理理】】  ⼀⼀つつのの⾃⾃由由変変数数 xxのの任任意意のの累累乗乗はは、、可可測測なな変変数数値値ににおおいいてて、、正正のの増増加加分分とと負負のの増増
加加分分ののいいずずれれににつついいててもも連連続続ででああるる。。  
（（証証明明））  ⼀⼀次次のの累累乗乗のの場場合合、、命命題題はは証証明明をを要要ささなないい。。xx１１はは xxだだかかららででああるる。。ししかかしし⼆⼆次次以以
上上のの累累乗乗ににつついいててははここううななるる。。ままずずそそれれをを xxnn  （（たただだしし nn  >>11））とと表表わわすすとと、、§§でで aa==xx++𝚫𝚫𝐱𝐱,
𝐛𝐛 = 𝐱𝐱ととおおけけばば、、𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱 = 𝚫𝚫(xxnn))==((xx++𝚫𝚫𝐱𝐱))nn–  xxnn  ととななりり、、そそのの絶絶対対値値はは  ＜＜nn((xx++𝚫𝚫𝐱𝐱))nn--11・・𝚫𝚫𝐱𝐱  ででああ
るる。。だだがが右右辺辺はは、、xxのの⼤⼤ききささにに関関わわりりななくく、、xxがが可可測測数数ででああるる限限りり、、𝚫𝚫𝐱𝐱ととととももにに限限りりななくく減減
少少すするる。。[[ししたたががっってて⾃⾃由由変変数数のの任任意意のの累累乗乗はは当当該該のの変変数数ににおおいいてて連連続続ででああるる。。]]  
  
§§4433        [[有有理理整整函函数数のの連連続続性性]]  
【【定定理理】】     ⼀⼀つつのの⾃⾃由由変変数数をを持持つつ有有理理整整函函数数((ggaannzzee  rraattiioonnaallee  FFuunnccttiioonn))はは、、可可測測なな
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((mmeeßßbbaarr))変変数数値値ににおおいいてて、、正正のの増増加加分分とと負負のの増増加加分分ののいいずずれれににつついいててもも連連続続ででああるる。。  
（（証証明明））    有有理理整整函函数数ででああるるととはは、、すすべべててのの値値 xx ににおおいいてて、、形形式式 aa++bbxx++ccxx22++ddxx33++・・・・・・＋＋
llxxmm  をを持持つつ表表現現((AAuussddrruucckk))  とと等等価価ででああるるここととをを謂謂うう（（aa..bb..cc..dd..ななどどははすすべべてて可可測測数数、、mm はは任任
意意のの⾃⾃然然数数））。。FFxx==  aa++bbxx++ccxx22++ddxx33++・・・・・・＋＋llxxmm  ととすするるとと、、𝚫𝚫FFxx==  FF((xx++𝚫𝚫𝐱𝐱)		–  FFxx  ==  
[[  aa++bb((xx++𝚫𝚫𝐱𝐱)  ++cc((xx++𝚫𝚫𝐱𝐱)22++dd((xx++𝚫𝚫𝐱𝐱)  33++・・・・・・＋＋ll((xx++𝚫𝚫𝐱𝐱)  mm]]  –  [[aa++bbxx++ccxx22++ddxx33++・・・・・・＋＋llxxmm]]==  
bb𝚫𝚫𝐱𝐱++cc[[((xx++𝚫𝚫𝐱𝐱))22  –xx22]]++dd[[((xx++𝚫𝚫𝐱𝐱))33  –  xx33]]++・・・・・・＋＋ll[[((xx++𝚫𝚫𝐱𝐱))mm  –  xxmm]]  ででああるる。。  
ししかかしし直直前前のの§§4422 でで⾒⾒たたよよううにに、、𝚫𝚫𝐱𝐱がが限限りりななくく減減少少すするるににつつれれてて[[  ]]でで囲囲っったた数数もも限限りりなな
くく減減少少すするるかからら、、ここれれららををΩΩ１１..ΩΩ２２..・・・・・・ΩΩmm  とと表表記記ででききてて、、𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱 =bb𝚫𝚫＋＋ccΩΩ１１++ddΩΩ２２++・・・・・・
++llΩΩmm ででああるる。。ささてて各各項項はは§§4422 よよりり限限りりななくく減減少少すするるののでで、、（（係係数数ががそそののままままででああれればば））各各
項項のの代代数数和和もも限限りりななくく減減少少しし、、ゆゆええにに𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱	のの値値もも限限りりななくく減減少少すするる。。[[ししたたががっってて函函数数 FFxxもも
当当該該のの変変数数ににおおいいてて連連続続ででああるる。。]]  
  
§§4444    [[有有理理商商函函数数のの連連続続性性]]  
【【定定理理】】    ⼀⼀つつのの⾃⾃由由変変数数のの有有理理商商函函数数((ggeebbrroocchheennee  rraattiioonnaallee  FFuunnccttiioonn))ももままたた、、分分⺟⺟がが
00 ににななららなないい限限りり、、可可測測なな変変数数値値ににおおいいてて、、正正のの増増加加分分とと負負のの増増加加分分ののいいずずれれににつついいててもも連連
続続ででああるる。。  
（（証証明明））有有理理商商函函数数ででああるるととはは、、すすべべててのの[[変変数数]]値値ににおおいいてて、、そそれれがが  
((aa++bbxx++ccxx22++ddxx33++・・・・・・＋＋llxxmm))  //((αα++ββxx++γγxx22++δδxx33++・・・・・・＋＋λλxxμμ))  
とといいうう形形式式をを持持つつ函函数数とと等等価価ででああるるここととをを謂謂うう。。簡簡単単ののたためめにに、、ここのの表表現現のの分分⼦⼦をを ffxx,,  分分⺟⺟
をを𝛗𝛗𝐱𝐱ととおおくくとと、、ffxxもも𝛗𝛗𝐱𝐱もも有有理理整整関関数数でであありり、、そそれれゆゆええすすべべててのの xxのの値値ににおおいいてて、、両両⽅⽅向向にに

おおいいてて連連続続ででああるる。。ととこころろでで𝚫𝚫FFxx==FF((xx++𝚫𝚫𝐱𝐱) −FFxx==𝒇𝒇(𝒙𝒙)𝜟𝜟𝒙𝒙)
𝝋𝝋(𝒙𝒙)𝜟𝜟𝒙𝒙)

  –  𝒇𝒇𝒙𝒙	
𝝋𝝋𝒙𝒙

  ==  𝒇𝒇𝒙𝒙)𝜟𝜟𝒇𝒇𝒙𝒙	
𝝋𝝋𝒙𝒙)𝜟𝜟𝝋𝝋𝒙𝒙

  −  𝒇𝒇𝒙𝒙	
𝝋𝝋𝒙𝒙

  ((たただだしし𝛗𝛗𝐱𝐱  

ももφφ((xx++𝚫𝚫𝐱𝐱)  ==𝛗𝛗xx++𝚫𝚫𝛗𝛗𝐱𝐱  もも 00 ででなないい））==	𝝋𝝋𝒙𝒙・・𝒇𝒇𝒙𝒙)	𝝋𝝋𝒙𝒙・・	𝜟𝜟𝒇𝒇𝒙𝒙	–		𝒇𝒇𝒙𝒙・・𝝋𝝋𝒙𝒙	–	𝒇𝒇𝒙𝒙・・𝜟𝜟𝝋𝝋𝒙𝒙		
𝝋𝝋𝒙𝒙(𝝋𝝋𝒙𝒙)𝜟𝜟𝝋𝝋𝒙𝒙)

  ==  		𝝋𝝋𝒙𝒙・・	𝜟𝜟𝒇𝒇𝒙𝒙		–	𝒇𝒇𝒙𝒙・・𝜟𝜟𝝋𝝋𝒙𝒙		
𝝋𝝋𝒙𝒙(𝝋𝝋𝒙𝒙)𝜟𝜟𝝋𝝋𝒙𝒙)

  

ととおおくくここととががででききるる。。（（ななおお  𝛗𝛗xx つつままりり所所与与のの商商関関数数のの分分⺟⺟はは 00 ででななくく、、ままたた𝛗𝛗xx＋＋𝚫𝚫𝛗𝛗𝐱𝐱  もも、、
少少ななくくとともも差差分分𝚫𝚫𝛗𝛗𝐱𝐱	ののははじじめめののああたたりり、、つつままりり絶絶対対値値がが  𝛗𝛗xx よよりり⼩⼩ささいいああたたりりでではは 00 ででなな
いい。。））ささてて最最後後のの式式のの分分⼦⼦  𝛗𝛗𝐱𝐱・・	𝚫𝚫𝐟𝐟𝐱𝐱		– 	𝐟𝐟𝐱𝐱・・𝚫𝚫𝛗𝛗𝐱𝐱  がが限限りりななくく減減少少ししささええすすれればば、、𝚫𝚫FFxxはは限限りり
なな くく 減減 少少 すす るる 筈筈 だだ がが 、、 𝚫𝚫𝐱𝐱がが限限りりななくく減減少少すするるとときき	𝚫𝚫𝐟𝐟𝐱𝐱とと𝚫𝚫𝛗𝛗𝐱𝐱	

がが限限りりななくく減減少少すするる以以上上、、すすべべててのの𝐱𝐱ににつついいてて、、𝛗𝛗𝐱𝐱・・	𝚫𝚫𝐟𝐟𝐱𝐱		– 	𝐟𝐟𝐱𝐱・・𝚫𝚫𝛗𝛗𝐱𝐱  はは限限りりななくく減減少少すするる。。
ゆゆええにに云云々々。。  
  
§§4455      [[⽚⽚側側不不連連続続性性]]  
【【定定理理】】    函函数数 FFxxがが、、変変数数 xxのの特特定定値値にに対対ししてて、、正正のの増増加加分分かか負負のの増増加加分分ののどどちちららかかにに
つついいてて不不連連続続ででああるるととししたたらら、、考考ええらられれるるののはは次次のの三三つつののケケーーススののいいずずれれかかででああるる。。  

第第⼀⼀にに、、表表現現 FFxxがが可可測測なな数数をを表表ささなないい場場合合、、ああるるいいはは、、表表現現 FF((xx++	𝚫𝚫xx))のの表表現現にに含含ままれれるる
𝚫𝚫xx にに、、任任意意のの⼩⼩ささなな値値かからら始始めめててささららにに⼩⼩ささなな値値をを[[順順次次]]与与ええるるとときき、、FF((xx++	𝚫𝚫xx))がが常常にに
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((bbeessttäännddiigg))可可測測なな数数でであありり続続けけるる((vveerrbblleeiibbeenn))とと⾔⾔ええなないい場場合合。。  
第第⼆⼆にに、、差差 FF((xx++	𝚫𝚫xx))	−FFxx  のの絶絶対対値値がが、、𝜟𝜟xxををいいくくらら⼩⼩ささくくととっっててもも、、ああるる数数よよりりもも継継続続

ししてて((ffoorrttwwäähhrreenndd))⼤⼤ききいいままままででああるる((vveerrbblleeiibbeenn))場場合合。。  
第第三三にに、、ここのの差差 FF((xx++	𝚫𝚫xx))−FFxx  のの絶絶対対値値がが、、[[たたししかかにに]]𝚫𝚫xx ののああるる値値にに対対ししてて、、与与ええらられれ

たた商商 11//NNよよりり⼩⼩ささくくははななるるがが、、そそののままままででいいるる((vveerrbblleeiibbeenn))ここととががななくく、、どどのの[𝚫𝚫xxのの]]数数ににつつ

いいててもも、、ささららにに⼩⼩ささいい𝚫𝚫xxががああっってて、、差差 FF((xx++	𝚫𝚫xx))−FFxx  がが[[再再びび]]≧≧	𝟏𝟏
𝑵𝑵

  ととななっっててししままうう場場合合。。  

（（証証明明））  ここれれ以以外外のの場場合合がが存存在在しし得得なないいここととはは⾃⾃明明ででああるる。。ししかかししああるる条条件件ののももととででここれれ
らら三三つつのの場場合合がが実実際際にに起起ここるるここととはは、、次次のの実実例例でで確確認認ででききるる。。  
11.. 函函数数  FFxx==11//((11−xx))はは xx==11 とといいうう変変数数値値にに対対ししてて不不連連続続ででああるる。。ななぜぜなならら函函数数値値 FFxx がが
xx==11 でで値値ををととるるととすすれればば、、そそれれはは無無限限にに⼤⼤でであありり、、不不可可測測だだかかららででああるる。。  

22.. yy22==11−xx２２とといいうう⽅⽅程程式式がが成成りり⽴⽴つつよよううににししてて yy がが xxにに依依存存すするるなならら、、変変数数値値 xx==11 とと正正のの
値値𝜟𝜟xxにに対対ししてて、、yy はは不不連連続続ででああるる。。[[そそのの理理由由はは]]FF((xx++𝚫𝚫xx))とといいうう表表現現がが可可測測なな数数をを表表ささ
なないいかかららででああるる。。ななぜぜなならら yy のの平平⽅⽅＝＝11−((11++𝚫𝚫xx))22==−２２𝚫𝚫xx−𝚫𝚫xx22  をを⾒⾒るるとと、、右右辺辺はは負負数数だだ
がが、、周周知知ののよよううににそそののよよううなな数数[[yy]]はは存存在在ししなないいかかららででああるる。。[[訳訳者者。。11 とと 22 がが第第⼀⼀のの場場
合合のの実実例例。。」」  

33.. xx==11 ととそそれれよよりり⼩⼩ささいい値値にに対対ししててはは FFxx==33xx でで、、11 よよりり⼤⼤ききいいすすべべててのの値値にに対対ししててはは
FFxx==55xxととせせよよ。。すするるとと FFxx  はは xx==11  とと正正数数		𝜟𝜟xxににおおいいててはは不不連連続続ででああるる。。ななぜぜなならら、、差差 FF
（（xx＋＋𝚫𝚫xx））−FFxx  はは  ==55((11++	𝜟𝜟xx))−33==22++55	𝚫𝚫xx ととななるるがが、、ここれれはは継継続続ししてて  >>22 でであありり続続けけるる
かかららででああるる。。[[訳訳者者。。ここれれがが第第⼆⼆のの場場合合のの実実例例]]    

44.. nn はは任任意意のの⾃⾃然然数数((wwiirrkklliicchhee  ZZaahhll))ととすするる。。11//22nn とといいうう形形をを持持つつ xx ののすすべべててのの値値にに対対しし
てて、、FFxxのの値値はは＝＝１１ととしし、、そそれれ以以外外のの変変数数値値ににつついいててはは  FFxx==22xxととすするる。。そそののとときき FFxxはは、、
定定理理ののななかかのの第第三三のの理理由由かからら、、xx==00 とと正正のの数数  𝚫𝚫xxににおおいいてて不不連連続続ででああるる。。[[ままずず]]ここのの場場
合合[[つつままりり xx＝＝００場場合合]]、、FFxx＝＝FF((00))＝＝00 ででああるる。。ななぜぜなならら、、11//22nn とといいうう形形はは xx==00 ととななららなな

いいかからら。。ししかかしし 11//22nn とといいうう形形をを持持つつ𝚫𝚫xx ののすすべべててのの値値にに対対ししてて、、つつままりり𝟏𝟏
𝟒𝟒
,,  𝟏𝟏
𝟖𝟖
,,  𝟏𝟏
𝟏𝟏𝟏𝟏

,,  𝟏𝟏
𝟑𝟑𝟑𝟑
等等々々

にに対対ししてて、、FF((xx++	𝚫𝚫xx))  ==FF((𝚫𝚫xx))はは＝＝１１ととななりり、、他他のの値値にに対対ししててはは FF((xx++	𝚫𝚫xx))＝＝==FF((𝚫𝚫xx))==22	𝚫𝚫xx  
ででああるる。。ゆゆええにに、、差差 FF((xx++	𝚫𝚫xx))−FF((xx))はは  ＝＝１１だだっったたりり＝＝22	𝚫𝚫xx だだっったたりりすするる。。そそれれゆゆええ、、
𝚫𝚫xxがが限限りりななくく減減少少すするるとときき、、差差 FF((xx++	𝚫𝚫xx))−FF((xx))  はは[[たたししかかにに]]限限りりななくく減減少少ししははすするるがが、、
ししかかしし、、任任意意のの𝚫𝚫xx にに対対ししててももっっとと⼩⼩ささいい𝚫𝚫ををととっったたとときき、、「「11//22nn とといいうう形形をを持持つつゆゆええにに
差差をを 11 ににすするるよよううなな𝚫𝚫xx」」をを「「避避けけてて」」𝚫𝚫𝐱𝐱をを減減少少ささせせるるここととががででききるるわわけけででははなないい。。  

  
§§4466      [[孤孤⽴⽴ししたた⼀⼀変変数数値値ににおおいいててののみみ連連続続なな函函数数]]  
【【定定理理】】     連連続続的的ででああるるとといいうう性性質質  ((EEiiggeennsscchhaafftt  sstteettiigg  zzuu  sseeiinn))ががああるる孤孤⽴⽴ししたた
((vveerreeiinnzzeelltt))⼀⼀変変数数値値だだけけにに属属すすよよううなな、、若若⼲⼲のの函函数数ががああるる。。  
（（証証明明））  次次ののよよううなな法法則則((GGeesseettzz))にに従従っってて変変数数 xx にに依依存存すするる数数 WW==FFxx をを考考ええよようう。。すすなな
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わわちち、、「「((22mm++11))//22nn とといいうう形形をを持持つつ xx にに対対ししててはは  WW==22xx でであありり、、他他ののすすべべててのの xx にに対対ししてて
ははWW==33xxででああるる」」とといいうう法法則則((GGeesseettzz))にに従従っってて、、変変数数 xxにに依依存存すするる数数WW==FFxxをを考考ええるる。。ささ
ててここのの函函数数はは WW==00 ににおおいいてて連連続続でで、、そそれれ以以外外でではは不不連連続続ででああるる。。[[ななぜぜなならら]]ままずず𝚫𝚫xx がが限限
りりななくく⼩⼩ささくくななるるとときき、、xx==00 ににおおけけるる差差 FF((xx++	𝚫𝚫xx))−FFxx==FF((	𝚫𝚫xx))−FF((00))もも、、限限りりななくく⼩⼩ささくくなな
るるかからら、、xx==00 でで WW はは連連続続ででああるる。。とといいううののはは、、00 はは((22mm++11))//22nn とといいうう形形をを持持たたなないいかからら
FF((00))==33・・00==00 でであありり、、他他⽅⽅、、𝚫𝚫xxがが((22mm++11))//22nn とといいうう形形をを持持つつなならら FF((	𝚫𝚫xx))==𝟐𝟐𝚫𝚫xx、、((22mm++11))//22nn

とといいうう形形をを持持たたなないいなならら FF((	𝚫𝚫xx))==33	𝚫𝚫xxででああるる。。ささてて明明ららかかにに𝚫𝚫xxがが限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるとときき、、
𝟐𝟐𝚫𝚫xxもも 33𝚫𝚫	もも限限りりななくく⼩⼩ささくくななるる。。ししたたががっっててああのの函函数数はは xx==00 でで連連続続ででああるる。。  

ししかかしし WW ははそそれれ以以外外のの値値でではは不不連連続続ででああるる。。ななぜぜなならら差差 FF((xx++	𝚫𝚫xx))−−FFxx はは、、つつねねにに次次のの
四四つつのの値値  33	𝚫𝚫xx,,    xx++33	𝚫𝚫xx, −xx++22	𝚫𝚫xx,,    22	𝚫𝚫xx のの、、どどれれかか⼀⼀つつだだけけををととるるかかららででああるる。。すすななわわ
ちち差差はは、、xx++	𝚫𝚫xxとと xxののどどちちららもも((22mm++11))//22nn とといいうう形形をを持持たたなないいなならら 33	𝚫𝚫xxでであありり、、xxだだけけががここ
のの形形をを持持つつなならら xx++33	𝚫𝚫xx でであありり、、xx++	𝚫𝚫xx だだけけががここのの形形をを持持つつなならら−xx++22	𝚫𝚫xx でであありり、、xx++	𝚫𝚫xx とと
xxのの両両⽅⽅ががここのの形形をを持持つつなならら 22	𝚫𝚫xxででああるる。。ささてて xx==00 ででなないいなならら、、すすぐぐわわかかるるよよううにに、、𝚫𝚫xxがが
限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるとときき、、第第⼀⼀とと第第四四のの場場合合なならら、、ああのの差差はは限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるがが、、第第⼆⼆とと
第第三三のの場場合合、、𝚫𝚫xx がが限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるとときき、、ああのの差差がが限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるここととははなないい。。どど
んんななにに⼩⼩ささなな	𝚫𝚫xx にに対対ししててもも、、((22mm++11))//22nn とといいうう形形をを持持つつ、、ももっっとと⼩⼩ささいい𝚫𝚫xx がが⾒⾒つつかかるるかか
ららででああるる。。((商商((22mm++11))//22nn はは、、ああるる mm ににつついいてて、、指指数数 nn をを限限りりななくく⼤⼤ききくくすすれればば、、どどんんなな所所
与与のの数数よよりりもも⼩⼩ささくくすするるここととががででききるる。。))  ゆゆええにに、、xxがが((22mm++11))//22nn とといいうう形形をを持持ととううがが持持つつ
ままいいがが、、𝚫𝚫xx がが限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるとときき差差 FF((xx++	𝚫𝚫xx))−FFxx もも限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるここととははななくく、、
むむししろろどどのの𝚫𝚫xxにに対対ししててもも、、第第⼀⼀のの場場合合なならら差差がが xx++33	𝚫𝚫xxにに、、第第⼆⼆のの場場合合なならら差差がが xx++22	𝚫𝚫xxにに
ななるるよよううなな、、ももっっとと⼩⼩ささなな𝚫𝚫xxがが⾒⾒つつかかるるののででああるる。。  
  
§§4477    [[⼀⼀変変数数ににおおけけるる不不連連続続性性//変変数数ののああるる総総体体ににおおけけるる不不連連続続性性]]  
【【定定理理】】    函函数数がが孤孤⽴⽴ししたたああるる⼀⼀変変数数値値ににおおいいてて[[だだけけ]]連連続続性性のの法法則則にに従従ううここととももああれれ
ばば、、変変数数値値ののああるる総総体体((IInnbbeeggrriiffff))[[つつままりり区区間間]]ににおおいいててそそれれにに従従ううここととももああるる。。後後者者はは、、開開
区区間間((aa,,bb))（（iinnnneerrhhaallbb  ggeewwiisssseerr  GGrreennzzeenn  aa  uunndd  bb))ででここのの法法則則にに従従ううここととももああれればば、、変変数数ののすす
べべててのの値値ににわわたたっってて全全域域的的にに（（dduurrcchhggäännggiigg））従従ううここととももああるる。。[[以以上上ははすすででにに⾒⾒たたととこころろでで
ああるる]]。。[[だだがが]]逆逆ににここうういいううここととががあありり得得るる。。函函数数がが孤孤⽴⽴ししたたああるる⼀⼀変変数数値値ににおおいいてて連連続続性性
のの法法則則にに（（⼀⼀⽅⽅向向的的ででああれれ両両⽅⽅向向的的ででああれれ））違違反反すするるここととももああれればば、、変変数数値値ののああるる総総体体[[つつ
ままりり区区間間]]ににおおいいててそそれれにに違違反反すするるここととももあありりううるる（（後後者者はは、、与与ええらられれたた開開区区間間((aa,,bb))ででああれれ、、
ああるるいいはは変変数数ののすすべべててのの値値ににわわたたっってて全全域域的的ににででああれれ））。。ししかかももここのの違違反反はは、、いいずずれれのの場場合合
もも、、⾶⾶躍躍((SSpprrüünnggee))にによよるる違違反反ののここととももああれればば、、空空⽩⽩((LLüücckkee))にによよるる違違反反ののここととももああるる。。  
（（証証明明））函函数数がが連連続続性性のの法法則則にに從從うう事事例例ににつついいてて定定理理がが述述べべるる[[前前半半のの]]内内容容はは、、ここここままででのの
議議論論かからら明明ららかかででああるる。。定定理理ががそそのの法法則則へへのの違違反反ににつついいてて語語るる[[後後半半のの]]内内容容ののみみ話話題題ににすす
るる。。  
11.. 数数WWがが、、  xx＜＜１１  ででああるるすすべべててのの xxのの値値にに対対ししててはは函函数数値値 44xxををととりり、、xx==11 ととそそれれよよりり
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⼤⼤ききいい xxのの値値にに対対ししててはは函函数数値値 55xxををととるるととすするるとと、、ここのの函函数数はは、、「「xx==11 ににおおいいてて、、負負⽅⽅
向向にに、、ししかかもも⾶⾶躍躍をを通通じじてて」」連連続続性性のの法法則則にに違違反反すするる関関数数のの例例をを与与ええるる。。  xx<<11 ででああるる xx
おおよよびび xx==11 ににおおいいててはは 44xx  とといいうう函函数数値値ををととりり、、11 よよりり⼤⼤ききいいすすべべててのの値値にに対対ししててはは 55xx
とといいうう函函数数値値をを取取るるととすするるとと、、函函数数はは、、xx==11 ににおおいいてて負負⽅⽅向向のの増増加加ににつついいててだだけけ連連続続的的
ででああるる。。最最後後にに、、xx<<11 ででああるるすすべべててのの xxにに対対ししててWW==44xxととしし、、xx>>11 ななるるすすべべててのの xxにに対対
ししててWW==55xxととしし、、xx==11 ににおおいいててははWW==1100 ととすするるとと、、ここのの函函数数はは xx==11 にに対対ししててははどどちちらら
のの⽅⽅向向ににつついいててもも連連続続ででななくく、、そそれれ以以外外ののすすべべててのの xx ににつついいててはは両両⽅⽅向向にに連連続続ででああるる。。  

22.. §§4466 でで考考察察ししたた函函数数ははすすべべててのの変変数数値値ににわわたたっってて連連続続性性のの法法則則にに違違反反ししてておおりり、、ししかか
もも間間断断ななきき((ffoorrttwwäähhrreenndd))⾶⾶躍躍にによよっってて違違反反ししてていいるる。。  

33.. WWはは、、xxののすすべべててのの値値にに対対ししててWW==aaxxとといいうう値値ををととるるがが、、xxがが整整数数((ggaannzzzzäähhlliiggee  WWeerrtthhee))
ののととききにに限限っってて WW はは存存在在ししなないいかか可可測測ででなないいととすするる。。ここのの函函数数はは、、⼀⼀定定のの孤孤⽴⽴ししたた変変
数数値値（（ここここでではは 11,,  22,,  33,,  44・・・・・・））ににおおいいてて、、空空⽩⽩とといいうう仕仕⽅⽅でで連連続続性性のの法法則則にに違違反反すするる
函函数数のの例例をを与与ええてていいるる。。  

44.. 最最後後にに、、WW はは開開区区間間((αα,,ββ))((iinnnneerrhhaallbb  ααuunndd  ββ))のの外外のの値値にに対対ししててはは WW==aaxx だだがが、、開開
区区間間((αα,,ββ))ののすすべべててのの変変数数値値にに対対ししててはは、、WWがが存存在在ししなないいかか、、[[存存在在ししててもも]]可可測測ででなないい
かか、、いいずずれれかかだだととすするる。。ここれれはは、、開開区区間間（（αα,,ββ))  ((vvoonn  αα  bbiiss  ββ  aauusssscchhlliieeßßlliicchh))ののすすべべ
ててのの変変数数値値ににつついいてて空空⽩⽩((LLüücckkee))をを持持つつ函函数数ににななっってていいるる、、云云々々。。	

[[訳訳者者。。BBoollzzaannoo ににはは区区間間のの概概念念ははああるるがが、、IInntteerrvvaallll とといいうう⾔⾔葉葉ははななくく、、（（αα,,ββ))やや[[αα,,ββ]]
とといいうう表表記記法法ももなないい。。（（αα,,ββ))をを彼彼はは  「「iinnnneerrhhaallbb  ααuunndd  ββ」」かかままたたはは「「vvoonn  αα  bbiiss  ββ  
aauusssscchhlliieeßßlliicchh（（両両端端をを排排除除ししててααかかららββままでで））」」とと書書きき、、[[αα,,ββ]]  をを表表わわすすととききににはは、、「「vvoonn  
αα  bbiiss  ββ  eeiinnsscchhlliieeßßlliicchh（（両両端端をを含含めめててααかかららββままでで））」」とと書書くく。。  

  
§§4488      [[右右側側連連続続とと左左側側連連続続のの不不⼀⼀致致]]  
【【定定理理】】    函函数数 FFxxがが、、開開区区間間((aa,,bb))ののすすべべててのの値値にに対対ししてて、、正正のの増増加加分分（（負負のの増増加加分分））にに
関関ししてて連連続続だだかかららとといいっってて、、負負のの増増加加分分（（正正のの増増加加分分））にに関関ししててもも連連続続だだととはは⾔⾔ええなないい。。  
（（証証明明））  函函数数 FFxx がが、、開開区区間間((aa,,bb))ののすすべべててのの xx のの値値にに対対ししてて、、ままたた正正のの𝜟𝜟xx ににつついいてて連連続続
ととすするる。。そそううすするるとと正正ののωωををととれればば、、FF((xx++ωω))	−FFxx==ΩΩ11  ととななるる筈筈ででああるる。。ささららにに、、xx−ii がが開開
区区間間((aa,,bb))にに収収ままるるよよううにに ii ををととるるとと、、FF((  xx−ii++ωω))	−FF((xx−ii))もも  ==ΩΩ11 ででななけけれればばななららなないい。。そそ
ここでで ii＝＝ωωととおおくくとと、、当当然然ここのの式式かからら FF((  xx))	−FF((xx−𝛚𝛚))==ΩΩ11 ががででるる。。つつままりり差差 FF((xx−𝛚𝛚))	−FFxxもも
絶絶対対値値がが限限りりななくく減減少少すするるここととににななるるののでで、、⼈⼈はは FFxxがが負負のの𝜟𝜟𝒙𝒙ににつついいててもも連連続続だだとと⾔⾔ううかかもも
ししれれなないい。。ししかかしし FF((  xx−ii++ωω))	−FF((xx−ii))＝＝ΩΩ11 とといいうう式式のの場場合合、、ΩΩ11 のの値値はは𝛚𝛚だだけけででははななくく、、  
xx−ii ににもも、、ししたたががっってて ii ににもも依依存存すするるここととをを忘忘れれててははななららなないい。。ししたたががっってて、、ii がが限限りりななくく
⼩⼩ささくくななるるとときき、、ここののΩΩ11 もも限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるとと結結論論すするるここととはは許許さされれなないい。。ななぜぜなならら、、
FF((xx++ωω))	−FFxx  がが限限りりななくく減減少少すするるとときき、、ii==𝛚𝛚とといいうう値値にに対対ししてて、、差差 FF((xx−𝐢𝐢))	−FFxx  がが継継続続ししてて
((ffoorrttwwäähhrreenndd))  ああるる可可測測なな数数よよりり⼤⼤ききくくあありり続続けけるる((vveerrbblleeiibbeenn))  ここととがが排排除除ででききなないいかからら
ででああるる。。ななぜぜなならら、、xx−ii  とといいうう値値ににつついいてて、、そそししてて正正のの増増加加分分にに対対ししてて、、FFxx がが連連続続ででああるる
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とといいうう条条件件かからら出出ててくくるるここととはは、、FF((  xx−ii++ωω))	−FF((xx−ii))  がが、、⼀⼀つつのの((eeiinneerrlleeyy))  ii ににつついいてて、、ああ
るる𝛚𝛚ととととももにに限限りりななくく減減少少すするるここととにに過過ぎぎなないいかかららででああるる。。ししかかしし ii がが変変わわれればばωωもも変変わわるる。。

だだかからら⾔⾔ええるるここととははせせいいぜぜいい、、差差 FF((  xx−ii++ωω))	−FF((xx−ii))<<𝟏𝟏
𝑵𝑵

  ととななるるよよううにに、、ωωがが ii よよりり⼩⼩ささくく

ななるるここととがが必必要要だだ、、とといいうう程程度度ののここととででああるる。。    
    たたととええばば、、xx<<22 ででああるるすすべべててのの値値ににつついいてて  FFxx==xx22 でであありり、、xx⋝⋝22 ででああるるすすべべててのの値値ににつついい
てて FFxx==xx33  だだととししよようう。。当当然然、、FFxxははすすべべててのの正正のの増増加加分分ににつついいてて連連続続ででああるる。。ななぜぜなならら、、値値
xx==22 ににつついいてて、、FF((xx++	𝚫𝚫𝐱𝐱))−FFxx==((22++	𝚫𝚫𝐱𝐱))33−2233==1122	𝚫𝚫𝐱𝐱++66	𝚫𝚫𝐱𝐱22++	𝚫𝚫𝐱𝐱33  [[ででああるるがが、、ここれれはは𝚫𝚫𝐱𝐱ととととももにに
限限りり ななくく⼩⼩ささくくなな るる かか らら でで ああ るる ]] 。。 しし かか しし負負のの増増加加分分 ににつついい てて はは 、、 FF((xx −	𝚫𝚫𝐱𝐱 ))  
−FFxx==((22	−𝚫𝚫𝐱𝐱))22−2233==−𝟒𝟒	 − 𝟒𝟒𝚫𝚫𝐱𝐱++	𝚫𝚫𝐱𝐱22  [[ででああっってて、、そそれれはは𝚫𝚫𝐱𝐱ととととももにに限限りりななくく⼩⼩ささくくななららなないい]]。。
ゆゆええにに函函数数はは[[負負のの増増加加分分ににつついいててはは]]不不連連続続ななののででああるる。。  
  
§§4499            
【【定定理理】】    函函数数 FFxx  はは、、開開区区間間((aa,,bb))ののすすべべててのの値値にに対対ししてて連連続続ととすするる。。ししかかしし単単にに連連続続でで
ああるるここととかからら、、次次ののここととはは帰帰結結ししなないい。。すすななわわちちここのの開開区区間間ののすすべべててのの xxのの値値ににつついいてて、、次次
ののよよううなな条条件件をを満満たたすす⼀⼀定定のの((eeiinn  uunndd  eebbeenn  ddiieesseellbbee))数数 ee はは存存在在ししなないい。。すすななわわちち、、「「差差
FF((xx++𝚫𝚫xx))	−FFxx  <<11//NNととすするるたためめににはは、、𝚫𝚫  xxのの絶絶対対値値をを ee をを超超ええててままでで⼩⼩ささくくすするるににはは及及ばばなな
いい」」とと⾔⾔ええるるほほどど⼗⼗分分にに⼩⼩ささいい ee はは存存在在ししなないい。。  
（（証証明明））次次ののここととはは、、そそれれ⾃⾃体体ととししてて⽭⽭盾盾ししてていいなないいしし、、我我々々がが採採⽤⽤ししてていいるる連連続続性性のの概概念念
にに照照ららししててもも⽭⽭盾盾ししてていいなないい。。すすななわわちち、、𝚫𝚫xxをを⼩⼩ささくくすするるごごととにに  FF((xx++𝚫𝚫xx))	−FFxx<<11//NNととなな
りり、、ままたたそそううでであありり続続けけるる((vveerrbblleeiibbeenn))たためめににはは、、別別のの xxにに対対ししててはは別別のの𝚫𝚫xxがが、、具具体体的的にに⾔⾔
ええばば、、xxががああるる限限界界 cc にに[[前前よよりりもも]]近近づづくくににつつれれてて、、前前よよりりもも⼩⼩ささなな𝚫𝚫xxがが必必要要ににななるるとといいうう
ここととはは、、そそれれ⾃⾃体体ととししてて⽭⽭盾盾ししてていいなないいしし、、我我々々がが採採⽤⽤ししてていいるる連連続続性性のの概概念念にに照照ららししててもも
⽭⽭盾盾ししてていいなないい。。  
    たたととええばば函函数数  FFxx==11//((11	−xx))  でで、、xx がが限限りりななくく 11 にに近近づづくくととししててみみよようう。。簡簡単単ののたためめにに

xx==11	−ii ととおおくくとと、、FF((xx++	𝚫𝚫xx))	−FFxx==	𝚫𝚫xx//ii((ii	−𝚫𝚫xx))  ととななるる。。ここれれがが＜＜ 𝟏𝟏
	𝑵𝑵
	ににななるるたためめににはは、、𝚫𝚫xx＜＜

ii22//((NN++11))    ででななけけれればばななららなないい。。ししたたががっってて ii ががささららにに⼩⼩ささくくななれればば、、𝚫𝚫xx ももささららにに⼩⼩ささくく
ななららざざるるをを得得なないい。。そそししてて ii がが限限りりななくく減減少少すするるとときき、、つつままりり xxがが限限界界 11 にに限限りりななくく近近づづくく
とときき、、差差  𝚫𝚫FFxx がが<<	𝟏𝟏/𝑵𝑵  ににななるるたためめにに、、𝚫𝚫xx ははどどんんなな所所与与のの値値よよりりももまますすまますす⼩⼩ささくくななららなな
けけれればばななららなないい。。[[ゆゆええにに云云々々]]。。  
  
§§5500      [[連連続続とといいうう条条件件下下ででのの、、極極限限値値とと函函数数値値のの⼀⼀致致]]          
【【定定理理】】    ああるる数数WW==FFxxはは、、⼀⼀般般にに((üübbeerrhhaauupptt))、、ああるるいいはは変変数数 xxのの所所与与のの開開区区間間((aa,,bb))でで、、
連連続続性性のの法法則則にに従従ううももののととすするる。。ささららにに、、xx をを開開区区間間((aa,,bb))のの特特定定のの値値 mm にに望望むむだだけけ近近づづけけ
るるとと、、xxにに対対すするるWWのの値値とと⼀⼀定定のの可可測測数数MMのの差差もも限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるももののととすするる。。そそののとと



 21 

きき xx==mm にに対対ししててここのの数数WWははMMととななるる、、すすななわわちち FFmm==MMででああるるとと結結論論ししてて差差しし⽀⽀ええなないい。。  
（（証証明明））  函函数数WW==FFxxがが xx==mm でで⽰⽰すす連連続続性性ゆゆええにに、、ωωととΩΩをを通通常常のの意意味味ででととれればば、、差差 FF((mm++
ωω))	−FFmm はは  ==ΩΩででななけけれればばななららなないい。。ささてて題題意意ゆゆええにに FF((mm++ωω))−MM==ΩΩ11  だだかからら、、引引きき算算しし
ててMM――FFmm==ΩΩ１１−ΩΩ２２＝＝ΩΩ３３ででななけけれればばななららなないい。。だだががMMとと FFmm  はは定定数数((uunnvveerräännddeerrlliicchh))  だだ
かからら、、ここのの⽅⽅程程式式かかららMM＝＝FFmm がが導導けけるる。。  
  
§§5511        [[連連続続性性ががももたたららすす情情報報]]  
【【補補題題 11】】    連連続続性性のの前前提提抜抜ききでではは決決定定ででききななかかっったた函函数数値値がが、、連連続続性性のの前前提提をを置置くくこことと
にによよっってて、、上上ののよよううななややりり⽅⽅でで決決定定ででききるるここととががああるる。。正正値値のの変変数数[[xx>>00]]にに対対ししててWW＝＝aa++xx
ででああるるととすするるとと、、ここのの条条件件だだけけでではは xx==00 ででのの[[WWのの]]値値をを決決めめるるここととははももちちろろんんででききなないい。。
ししかかししささららにに、、WWがが継継続続ししてて((ffoorrttwwäähhrreenndd))、、ああるるいいはは少少ななくくとともも xx==00 のの近近くくでで((uumm~~hheerruumm))、、
連連続続性性のの法法則則ににししたたががっってて変変化化すするるとと前前提提ししててよよいいののなならら、、以以上上のの条条件件をを組組みみ合合わわせせるるここ
ととにによよっってて、、WW がが xx==00 ででととるる値値をを決決定定すするるここととががでできき、、ししかかももそそれれははままささにに WW==aa ななののでで
ああるる。。ななぜぜなならら[[WWがが]]ここのの値値ををととるるととききにに限限っってて、、𝚫𝚫xxがが限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるとときき、、差差  𝚫𝚫WW
＝＝FF((xx＋＋𝚫𝚫xx))	−FFxx==((aa++xx++	𝚫𝚫xx))−((aa++xx))==	𝚫𝚫xxもも限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるかかららででああるる。。  
  ささららにに注注⽬⽬すすべべきき事事例例をを挙挙げげれればば、、無無限限級級数数  11−xx++  xx22−xx33  ++xx44−・・・・・・iinn  iinnff  をを xx==11 でで無無
限限のの数数表表現現  11−11++11−11++・・・・・・にに移移⾏⾏((ÜÜbbeerrggaanngg))ささせせ、、ししかかももここのの移移⾏⾏がが連連続続性性のの法法則則にに従従
うう移移⾏⾏ででああるるととととりり決決めめるる((ffeessttsseettzzeenn))ななららばば((ssoobbaalldd))、、以以前前はは決決定定ででききななかかっったた[[RRZZ77..§§
2299]]無無限限のの数数表表現現 11−11++11−11++・・・・・・((iinn  iinnff  ))のの値値をを決決定定すするるここととががででききるる。。ななぜぜなならら、、無無限限
級級数数  11−xx++  xx22−xx33  ++xx44−・・・・・・iinn  iinnff    はは,,周周知知ののよよううにに  xx<<11 ででああるるすすべべててのの xxにに対対ししてて可可測測

でであありり、、11//((11++xx))  とといいうう値値をを持持つつがが、、ここのの値値はは xx がが限限りりななくく値値 11 にに近近づづくくとときき、、値値  𝟏𝟏
𝟑𝟑
にに限限

りりななくく近近づづくくかかららででああるる。。連連続続性性のの法法則則がが、、級級数数 11−11++11−11++・・・・・・((iinn  iinnff  ))  のの値値がが==  𝟏𝟏
𝟑𝟑
	にになな

るるここととをを要要求求すするる((ffoorrddeerrnn))ののででああるる。。  
  
§§5522    
【【補補題題 22】】    分分数数((BBrruucchh))のの形形式式をを持持つつ表表現現、、たたととええばば((xx33−77xx−66))//((xx33−22xx22−99xx++1188))はは、、xx==33
のの場場合合、、00//00 とといいうう表表現現にに移移⾏⾏すするる。。[[⼀⼀般般にに]]  ああるる表表現現がが、、そそここにに登登場場すするる xx ののああるる値値にに
対対ししてて不不定定((uunnbbeessttiimmmmtt))のの数数、、[[つつままりり]]任任意意のの数数をを表表ししううるる 00//00 とといいうう表表現現にに移移⾏⾏すするるここ
ととはは稀稀ででははななくく、、分分数数形形式式をを持持つつ表表現現でではは特特ににそそううででああるる。。ししかかししここのの表表現現のの表表わわすす数数がが、、
すすべべててのの xx でで((aallllggeemmeeiinnee))、、ああるるいいはは 00//００にに転転じじるる xx のの値値のの近近くく((NNäähhee))でで連連続続的的にに変変化化しし
てていいるるなならら、、いいまま話話題題ににななっってていいるる数数[[たたととええばば xx==33]]ががここのの函函数数ででととるる値値をを完完全全にに決決定定すするる
ここととががししばばししばば可可能能ででああるる。。与与ええらられれたた表表現現がが 00//00  にに転転じじるるよよううなな  xx==ααのの代代わわりりにに、、xx==
αα++ωω  とと置置きき、、ささららにに表表現現のの適適切切なな変変形形にによよっってて数数 AA をを発発⾒⾒しし、、ししかかももωωがが限限りりななくく⼩⼩ささ
くくななるるととききくくだだんんのの表表現現のの値値がが AA にに望望むむだだけけ近近づづくくよよううににすするるここととががででききるるなならら、、ままささにに
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AA ここそそががくくだだんんのの数数がが xx==ααででととるる本本当当のの((eeiiggeennttlliicchh))値値ででああるるとと結結論論ししててもも差差しし⽀⽀ええなないい。。
上上のの例例でで⾔⾔ええばば、、xxにに 33++ωωをを⼊⼊れれるるとと、、  

((33++ωω))33−77((33++ωω))	−66  ==  2200ωω++99ωω22++ωω33  
                        ((33++ωω))33−22((33++ωω))22−𝟗𝟗(𝟑𝟑 +𝛚𝛚)++1188  ==  66𝛚𝛚++77ωω22++ωω33  
そそここでで分分⺟⺟とと分分⼦⼦ををωωでで割割るるとと、、((2200++99ωω++ωω２２))//((  66++77ωω++ωω22))    ととななるる。。すすぐぐ分分かかるるよよううにに、、
ここのの数数はは、、ωωをを限限りりななくく減減少少ささせせるるとと、、2200//66==1100//33  にに限限りりななくく近近づづくく。。ゆゆええにに、、所所与与のの函函
数数((xx33−77xx−66))//((xx33−22xx22−99xx++1188))がが、、全全ててのの変変数数値値、、なないいししははここのの値値[[33]]のの付付近近でで((uumm  ~~  hheerruumm))
連連続続性性のの法法則則にに従従うう限限りりににおおいいてて、、xx==33 ででととるるべべきき値値はは 1100//33 ななののででああるる。。同同様様ににししてて、、xx==aa
ににおおいいてて  ((aa33−xx33))//((aa−xx))ががととるる値値はは 33aa22  でであありり、、xx＝＝aa ににおおいいてて  ((aa22−22aaxx++xx22))//  ((aa33−xx33))  ががとと
るる値値はは 00 ででななけけれればばななららなないい。。ここのの函函数数がが xx==aa でで連連続続だだとといいううののででああれればば。。  
  
§§5533      
【【定定理理】】    開開区区間間((aa,,bb))ののすすべべててのの xxににつついいてて連連続続なな函函数数 FFxx  をを考考ええるる。。ここのの函函数数がが次次ののよよ
ううなな仕仕⽅⽅でで⾮⾮常常にに多多くくのの xxのの値値にに対対ししてて同同じじ値値MMををととるるなならら、、すすななわわちち、、開開区区間間((aa,,bb))ににいい
くくらら近近接接ししたた((nnaahhee  lliieeggeennddee))⼆⼆つつのの可可測測なな数数をを[[新新たたにに]]ととっっててもも、、ここれれらら⼆⼆つつのの数数のの間間にに FFxx
＝＝MMととななるるよよううなな xxのの値値がが新新たたにに((aabbeerrmmaall))⾒⾒つつかかるるここととががなないいほほどど、、ここのの函函数数がが xxのの⾮⾮常常
にに多多くくのの値値にに対対ししてて((ffüürr  ssoo  vviieellee  WWeerrtthhee  ddeerr  xx))同同じじ値値MMををととっってていいるるなならら、、私私ははここうう主主張張
すするる。。FFxxははももととももとと((eeiiggeennttlliicchh))  開開区区間間((aa,,bb))でで不不変変((nniicchhtt  vveerräännddeerrlliicchh))なな函函数数ななののでであありり、、
継継続続ししてて==MMでであありり続続けけてていいるるののだだとと。。  
（（証証明明））  xxをを開開区区間間  ((aa,,bb))のの任任意意のの値値ととすするる。。[[題題意意よよりり]]  函函数数 FFxxはは連連続続だだかからら、、ああるる⼗⼗

分分にに⼩⼩ささいい ii ががああっってて、、ii ととそそれれよよりり⼩⼩ささいい[[ii のの]]値値ににつついいててはは FF((xx++ii))−−FFxx<<  𝟏𝟏
𝑵𝑵

  ととななりり、、まま

たたそそううでであありり続続けけてていいるる。。ささてて、、開開区区間間((aa,,bb))  のの内内部部にに、、[[aa とと bb よよりり]]ももっっとと近近いい⼆⼆つつのの可可
測測数数ででででききたたどどんんなな開開区区間間ををととっっててもも、、そそのの中中にに[[MMとといいうう函函数数値値以以外外ををととるる変変数数値値]]xxがが⾒⾒
つつかかららなないいとといいううののだだかからら、、開開区区間間((xx,,xx++ii))ににももここののよよううなな値値[[MM とといいうう函函数数値値ををととるる値値]]がが
ななけけれればばななららなないい。。そそのの値値をを xx++jjととおおくくとと、、jjはは ii とと同同符符号号でであありり、、絶絶対対値値がが jj  <<  ii ででああるる。。

ゆゆええにに、、xx++jjにに対対ししててもも、、上上とと同同じじ関関係係 FF((xx++jj))--FFxx<<  𝟏𝟏
𝑵𝑵

  がが成成りり⽴⽴たたななけけれればばななららなないい。。ししかか

しし FF((xx++jj))==MM  とといいううののだだかからら、、MM−−FFxx ははそそのの絶絶対対値値ににつついいてて MM−−FFxx＜＜  𝟏𝟏
𝑵𝑵

ででななけけれればばなならら

なないい。。ささててMMとと FFxxはは ii とと独独⽴⽴なな⼀⼀対対のの可可測測数数だだがが、、分分数数  𝟏𝟏
𝑵𝑵

はは ii がが限限りりななくく減減少少すするるににつつれれ

てて限限りりななくく減減少少ししううるる。。ししたたががっってて((RRZZ77..§§9922))、、MM==FFxx ででななけけれればばななららなないい。。ゆゆええにに函函数数
FFxxはは開開区区間間(𝒂𝒂, 𝒃𝒃)ののどどのの xxのの値値ににつついいててももままっったたくく同同⼀⼀不不変変なな値値ををととるる。。  
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§§5544      [[「「ももっっとともも近近いい((nnääcchhsstt))」」//「「隣隣」」とといいうう現現象象]]  
【【補補題題】】  ゆゆええにに、、逆逆にに((uummggeekkeehhrrttss))ここんんななこことともも⾔⾔ええるる。。開開区区間間(𝒂𝒂, 𝒃𝒃)ににおおいいてて、、xxにに依依存存
ししつつつつ連連続続的的にに函函数数値値がが変変わわるる((sstteettiigg  vveerräännddeerrlliicchh))  函函数数 FFxx をを考考ええよようう。。そそのの場場合合、、ここんん
ななここととががあありりううるる。。すすななわわちち、、ここのの函函数数はは開開区区間間(𝐝𝐝, 𝐛𝐛)でで無無限限回回ににわわたたっってて((uunneennddlliicchhee  
MMaahhllee))同同⼀⼀のの[[函函数数]]値値 MM にに回回帰帰すするる((zzuurrüücckkkkeehhrreenn))ににもも拘拘ららずず、、そそれれででもも、、そそのの間間
((zzwwiisscchheenn))にに FFxx==MM ととななるるよよううなな第第三三のの[[xx のの]]値値がが⾒⾒つつかかららなないい、、そそののよよううなな互互いいにに近近いい
((nnaahhee))[[⼆⼆つつのの]]xxをを、、開開区区間間((aa,,bb))かからら⾒⾒つつけけるるここととががででききるる。。⾔⾔いい換換ええるるとと、、FFxx==MMととななるる
xxたたちちににつついいててはは、、[[上上のの条条件件ののももととでで]]どどのの[[変変数数]]値値にに対対ししててももそそのの「「次次((nnääcchhsstt))」」のの[[変変数数]]
値値がが⼀⼀つつななけけれればばななららなないい。。つつままりりああるる[[変変数数]]値値にに対対ししててはは、、他他ににももっっとと近近いい[[変変数数]]値値がが⾒⾒
つつかかららなないいよよううなな、、ももっっとともも近近いい((nnääcchhssttee))[[xxのの変変数数]]値値がが存存在在すするる。。  
  

  

[[最最⼤⼤値値・・最最⼩⼩値値のの定定理理]]  

§§5555      [[不不連連続続]]  
[[定定理理]]  変変数数 xxをを望望むむだだけけ  ((aallss  mmaann  nnuurr  iimmmmeerr  wwiillll))  可可測測数数 cc にに近近づづけけるるとときき、、[[そそれれにに応応
じじてて]]⼀⼀価価のの函函数数 FF がが無無限限にに多多くくのの[[函函数数]]値値((ddiiee  uunneennddlliicchh  vviieelleenn  WWeerrtthhee))ををととるるととすするる。。そそ
のの場場合合、、たたととええどどんんなな[[にに⼤⼤ききいい]]可可測測数数をを指指定定さされれててもも、、絶絶対対値値ででそそれれをを超超ええるる値値がが、、先先ほほ
どどのの[[⼀⼀価価のの函函数数 FF ががととるる無無限限にに多多くくのの]]函函数数値値ののななかかかからら、、  [[かかななららずず]]⾒⾒つつかかるるののなならら、、
ここのの函函数数はは xx==cc ににおおいいてて連連続続ででははなないい。。  
（（証証明明））仮仮ににそそのの函函数数がが xx==cc でで連連続続だだととししててみみよようう。。[[そそううすするるとと FFxxががそそのの xx==cc でで取取るるでで
ああろろうう]]値値 FFcc ははああるる可可測測なな数数 CCにに等等ししいいだだろろううしし、、[[FFxxはは xx==cc でで連連続続ななののだだかからら]]  差差 FF((cc±±
ωω))ーーFFcc ははωωのの減減少少ととととももにに限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるののででななけけれればばななららなないい。。ししかかしし前前提提にによよるる
とと、、どどんんなな可可測測数数をを⽰⽰さされれててもも、、FF((cc±±ωω))ははωωのの減減少少ととととももにに絶絶対対値値ににおおいいててここのの可可測測数数よよ
りりもも⼤⼤ききくくななるるとといいううののだだかからら、、FF((cc±±ωω))−−FFcc＝＝FF((cc±±ωω))−−CC はは限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるこことと
ががででききなないい。。[[ししかかししここれれはは題題意意にに反反すするる。。ゆゆええににここのの函函数数はは  xx==cc ににおおいいてて連連続続ででははなないい]]。。  
（（実実例例））  xxがが値値 cc にに限限りりななくく近近づづくくとときき、、函函数数  aa//((cc−−xx))  ははどどんんなな所所与与のの数数よよりりもも[[絶絶対対
値値ににおおいいてて]]⼤⼤ききくくななるる。。ゆゆええににここのの函函数数ももままたた値値 xx==cc ににおおいいてて連連続続ででなないい。。  
  
§§5566    [[不不連連続続（（閉閉区区間間[[aa,,bb]]ににおおけけるる））]]  
[[定定理理]]    変変数数 xxがが閉閉区区間間[[aa,,bb]]((vvoonn  aa  bbiiss  bb  eeiinnsscchhlliieeßßlliicchh))のの全全域域をを動動くくとときき、、無無限限にに多多数数のの
[[函函数数]]値値((ddiiee  uunneennddlliicchh  vviieelleenn  WWeerrtthhee))ををととるる xxのの函函数数をを考考ええるる。。たたととええどどんんなな[[にに⼤⼤ききいい]]可可
測測数数をを指指定定さされれててもも、、ここのの無無限限個個のの[[函函数数]]  値値ののななかかかかららそそれれをを超超ええるる((üübbeerrttrreeffffeenn))或或るる  
[[函函数数]]値値をを⾒⾒つつけけるるここととががででききるるなならら、、ここのの函函数数はは閉閉区区間間[[aa,,bb]]ののすすべべててのの値値ににつついいてて連連続続、、
ととはは⾔⾔ええなないい。。  
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（（証証明明））  次次ののよよううなな可可測測数数のの無無限限列列をを考考ええるる。。すすななわわちち前前のの数数よよりりもも後後のの数数のの⽅⽅がが⼤⼤ききくく、、
ししかかももどどんんなな任任意意のの⼤⼤ききささ((GGrröößßee))をを⽰⽰さされれててもも[[いいずずれれはは]]そそれれにに追追いいつつくく((eerrrreeiicchheenn))よよ
ううなな、、そそののよよううなな列列をを考考ええるる。。たたととええばば数数 11..  22..  33..  44..・・・・・・iinn  iinnffとといいうう無無限限列列ががそそううででああるる。。  

ささてて次次ののよよううなな xxのの[[変変数数]]値値のの列列 xx11,,  xx22,,  xx33,,  xx44・・・・・・iinn  iinnffををととるるここととががででききるる筈筈ででああるる。。すす
ななわわちち、、((11))  xx11,,  xx22,,  xx33、、xx44・・・・・・ははすすべべてて開開区区間間((aa,,bb))ににあありり、、ささららにに((22))  xx11,,  xx22,,  xx33、、xx44・・・・・・にに対対
応応すするる函函数数値値たたちち FFxx11,,FFxx22FF,,xx33、、,,FFxx44・・・・・・がが、、絶絶対対値値ににおおいいてて、、先先ほほどど設設定定ししたたああのの[[可可測測数数
のの無無限限]]列列のの同同じじ番番⽬⽬のの項項((GGlliieedd))よよりり⼤⼤ききくくななるる、、つつままりり FFxx１１＞＞１１。。,,FFxx22＞＞２２。。FF,,xx33＞＞３３。。FFxx44＞＞
４４・・・・・・ととななるるとといいうう特特性性をを持持つつよよううなな、、そそののよよううなな xxのの値値のの列列 xx11,,  xx22,,  xx33、、xx44・・・・・・iinn  iinnffをを
ととるるここととががででききるる筈筈ででああるる((§§よよりり))。。[[訳訳者者。。「「§§よよりり」」のの意意味味はは不不明明]]。。  

ささてて[[函函数数 FFxxがが閉閉区区間間[[aa,,bb]]でで連連続続だだとと仮仮定定すするるとと]]、、aa とと bb のの外外部部にになないい[[ああるる]]定定数数((eeiinnee  
ggeewwiissssee  nniicchhtt  aauußßeerrhhaallbb  aa  uunndd  bb  lliieeggeennddee  bbeessttâânnddiiggee  ZZaahhll))  cc ががああっってて、、ωωをを限限りりななくく⼩⼩ささくく
ななりり得得るる数数ととしし、、ままたた ppをを cc、、qqをを cc±±ωωととおおいいたたううええでで、、ppとと qqとといいうう⼀⼀対対のの任任意意にに近近づづ
くくここととののででききるる限限界界ののななすす開開区区間間にに、、無無限限個個のの[[変変]]数数 xx11,,  xx22,,  xx33、、xx44・・・・・・のの全全部部かか、、ああるるいいはは
[[全全部部ででななくく]]そそのの部部分分ででははああっっててもも、、そそれれででもも無無限限個個のの集集ままりり((MMeennggee))とと⾔⾔ええるるほほどどににはは⼤⼤
ききいいそそれれのの部部分分  ((eennttwweeddeerr  aallllee,,ooddeerr  ddoocchh  eeiinn  ssoo  ggrrooßßeerr  TThheeiill  ddeerrsseellbbeenn,,ddaaßß  iihhrree  MMeennggee  
sscchhoonn  sseellbbsstt  uunneennddlliicchh  iisstt))をを挟挟むむ((ssiicchh  eeiinnsscchhlliieeßßeenn  llaasssseenn))ここととががででききるる筈筈ででああるる。。    

ととこころろがが[[変変]]数数[[値値]]xx11,,xx22,,xx33、、,,xx44・・・・・・のの⼀⼀つつのの((eeiinneerr))無無限限のの集集ままりりににはは、、[[函函]]数数[[値値]]FFxx11,,  FFxx22..  

FFxx33  ..FFxx44・・・・・・のの⼀⼀つつのの((eeiinnee))無無限限のの集集ままりりがが対対応応しし((eennttsspprreecchheenn))、、ししかかもも[[題題意意よよりり]]後後者者はは、、
どどんんなな可可測測数数をを指指定定さされれててもも、、そそれれをを超超ええるるああるる数数をを抱抱ええてていいるる。。ななぜぜなならら、、ここれれららのの数数のの
⼀⼀番番⽬⽬つつままりり FFxx11 はは>>11 でであありり、、⼆⼆番番⽬⽬つつままりり FFxx22 はは>>22 でであありり、、三三番番⽬⽬つつままりり FFxx３３はは>>３３、、
云云々々ななののだだかからら、、ここううししたた[[たたととええばば]]nn個個のの[[函函数数]]値値のの中中ににはは、、最最⼩⼩にに⾒⾒積積ももっっててもも＞＞nn でで
ああるるよよううなな⼀⼀つつのの[[函函数数]]値値がが[[かかななららずず]]⾒⾒つつかかるる筈筈だだかかららででああるる。。  

[[だだがが]]そそううだだととすするるとと、、前前のの定定理理をを踏踏ままええてて直直ちちににここうう⾔⾔ええるる。。すすななわわちちああのの函函数数はは、、他他
のの[[変変数数]]値値にに対対ししててははととももかかくく、、[[変変数数]]値値 xx==cc にに対対ししてて、、当当然然、、連連続続ででははあありり得得なないい。。ななぜぜ
なならら、、どどんんなな可可測測数数をを指指定定さされれててもも、、そそれれをを超超ええるるよよううなな FFxx  のの[[函函数数]]値値がが開開区区間間((cc,,  cc±±ωω))
にに出出現現すするるかかららででああるる。。  

ささてて cc==aa ででああるるかか、、cc==bb ででああるるかか、、ああるるいいはは cc はは開開区区間間((aa,,bb))ににああるるかか、、そそののいいずずれれかかでで
ああっったた。。ゆゆええにに、、[[ここのの函函数数はは閉閉区区間間[[aa,,bb]]でで連連続続ででああるるととはは⾔⾔ええなないい、、とといいうう]]題題意意はは証証明明ささ
れれたた。。  
  
§§5577        [[有有界界性性]]  
[[補補題題]]    そそれれゆゆええ、、逆逆にに((iimm  GGeeggeenntthheeiill))ここうう⾔⾔ええるる。。FFxxをを閉閉区区間間[[aa,,bb]]ののすすべべててのの値値ににおお
いいてて連連続続なな函函数数ととすするるとと、、函函数数 FFxxがが閉閉区区間間[[aa,,bb]]ででととるるどどのの値値よよりりもも絶絶対対値値ににおおいいてて⼤⼤ききいい
可可測測なな定定数数 NNががななけけれればばななららなないい。。  
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§§5588        
[[定定理理]]      函函数数FFxxはは閉閉区区間間[[aa,,bb]]ににおおいいてて連連続続ととすするる。。変変数数xxにに無無限限のの集集ままりり((eeiinnee  uunneennddlliicchhee  
MMeennggee))ををななすす開開区区間間((aa,,bb))のの値値をを順順次次ととららせせるるとときき、、FFxxががととるる無無限限にに多多くくのの[[函函数数]]値値がが或或るる
可可測測なな定定数数 CCにに限限りりななくく近近づづくくなならら、、閉閉区区間間[[aa,,bb]]のの値値ののななかかにに FFcc＝＝CCととななるる値値 cc がが少少ななくく
とともも⼀⼀つつ存存在在すするる。。  
（（証証明明））  無無限限にに多多くくのの[[変変数数]]値値、、xx11..xx22..xx33..xx44・・・・・・にに対対応応ししてて、、[[無無限限にに多多くくのの函函数数]]値値がが数数
CCにに限限りりななくく近近づづくくももののととすするる。。そそののとときき§§5566 かからら、、xx11..xx22..xx33..xx44・・・・・・  のの全全部部ででなないいににししてて
もも、、[[xx11..xx22..xx33..xx44・・・・・・かかららととっったた部部分分的的なな]]ああるる無無限限のの集集ままりりをを、、cc とと cc±±ωωとといいうう形形をを持持つつ
⼀⼀対対のの限限界界ののななかかにに挟挟むむここととががででききるる（（たただだしし cc はは aa とと bb のの外外部部にになないいああるる定定数数））。。ととこころろ
ががくくだだんんのの函函数数はは変変数数値値 xx==cc でで連連続続ななののだだかからら、、§§5500 よよりり FFcc==CCででななけけれればばななららなないい。。  
  
§§5599        [[前前節節へへのの注注意意]]  
[[補補題題]]    [[定定理理 5588 ににおおいいてて、、FFxxがが xx==aa とと xx==bb ででととるる]]  ⼆⼆つつのの値値 FFaa とと FFbb にに配配慮慮ししなないいとと
きき、、次次ののここととはは必必ずずししもも保保証証さされれなないい。。すすななわわちち[[たたととええ]]  FFxxのの[[函函数数]]値値がが限限りりななくく定定数数 CC
にに近近づづくくににししててもも、、そそののとときき、、FFxxががととるる値値ののななかかににそそれれ[[CC]]にに完完全全にに等等ししいい[[函函数数]]値値がが含含まま
れれてていいるるかかどどううかかはは定定かかででははなないい。。ななぜぜなならら、、先先にに[[§§5566,,5588 でで]]  「「FFcc==CCででななけけれればばななららなな
いい」」とと証証明明ししたたそそのの cc ににつついいててはは、、「「aa とと bb のの外外部部にになないい」」ととはは前前提提ししたたもものののの、、「「aa とと bb のの
間間にに((zzwwiisscchheenn))ななけけれればばななららなないい」」ととはは前前提提ででききななかかっったたののだだかからら、、FFxx ががちちょょううどどああのの数数
CCににななるるののがが xx==aa ああるるいいはは xx==bb ののととききだだとといいううこことともも、、なないいととはは⾔⾔いい切切れれなないいかかららででああるる。。
たたととええばば、、函函数数 FFxx  [[77++55xx]]がが  [[2277 とといいうう値値にに]]無無限限にに近近づづくくよよううなな xxのの[[変変数数]]値値のの⼀⼀つつのの無無
限限のの集集ままりりはは存存在在すするるがが、、ししかかしし函函数数 77++55xxがが 2277 とといいうう値値ををととるる、、開開区区間間((00,,44))のの変変数数値値はは
存存在在ししなないい。。理理由由はは、、77++55xxががちちょょううどど 2277 ににななるる唯唯⼀⼀のの[[変変数数]]値値ががああのの⼆⼆つつのの限限界界のの⼀⼀⽅⽅、、
すすななわわちち xx==44 だだかかららででああるる。。  
  
§§6600          [[最最⼤⼤値値・・最最⼩⼩値値のの存存在在定定理理]]  
[[定定理理]]        函函数数 FFxx はは閉閉区区間間[[aa,,bb]]ににおおいいてて連連続続ととすするる。。  xx にに閉閉区区間間[[aa,,bb]]ののすすべべててのの値値をを順順
次次ととららせせるるとときき、、ここのの函函数数ががととるるすすべべててのの値値ににははかかななららずず最最⼤⼤値値((eeiinneenn  ggrröößßtteenn  WWeerrtthh))がが
⼀⼀つつ((eeiinn))存存在在すするる。。たただだしし「「最最⼤⼤値値」」ととはは「「そそれれよよりり⼤⼤ききいい値値ががなないい」」のの意意味味ででああるる。。「「最最
⼩⼩値値」」ににつついいててもも同同様様ででああっってて、、そそれれはは「「そそれれよよりり⼩⼩ささいい値値ががなないい」」のの意意味味ででああるる。。  
（（証証明明））  函函数数がが閉閉区区間間[[aa,,bb]]でで⼀⼀定定値値ををととるるなならら、、上上のの命命題題はは⾃⾃明明ででああるる。。ななぜぜななららままささ
ににここのの定定数数値値がが上上のの意意味味ででのの最最⼤⼤値値かかつつ最最⼩⼩値値だだかかららででああるる。。ししかかしし FFxx がが所所与与のの閉閉区区間間
[[aa,,bb]]でで様様々々なな((vveerrsscchhiieeddeennee,,uunngglleeiicchhee))値値ををととるるとときき、、当当然然、、同同⼀⼀のの値値がが最最⼤⼤値値とと最最⼩⼩値値のの
両両⽅⽅ででああるるここととははあありりええなないい。。ささててああのの関関数数がが⼀⼀つつのの最最⼤⼤値値をを持持つつここととささええ証証明明ででききれればば
⼗⼗分分ででああるる。。ななぜぜなならら、、すすぐぐわわかかるるよよううにに同同様様ののややりり⽅⽅でで最最⼩⼩値値のの存存在在もも⽰⽰さされれるる筈筈だだかからら
ででああるる。。  

すすででにに§§5577 でで⾒⾒たたよよううにに、、ああるる可可測測なな定定数数 NN ががああっってて、、「「NN よよりり⼤⼤ききいいすすべべててのの数数はは、、
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函函数数がが閉閉区区間間[[aa,,bb]]ででととるるすすべべてて函函数数値値よよりりもも⼤⼤ききいい」」とと⾔⾔ええるる。。  
だだがが、、NNよよりりもも⼩⼩ささ⽬⽬のの数数ををととっったたとときき、、「「そそれれよよりり⼤⼤ききいいすすべべててのの数数はは、、函函数数ががととるるすす

べべててのの値値よよりりもも⼤⼤ききいい」」とと⾔⾔ええるるととはは限限ららなないい。。ななぜぜなならら、、[[たたととええばば]]  FFaa よよりり⼩⼩ささいい数数DD
ををととるるとと、、当当然然、、ここのの数数ににつついいててはは「「DDよよりり⼤⼤ききいいすすべべててのの数数はは FFxxののすすべべててのの値値よよりり⼤⼤きき
いい」」ととはは⾔⾔ええなないいかかららででああるる。。とといいううののはは、、FFaa はは、、DD よよりりはは⼤⼤ききいいがが、、「「FFxx ののすすべべててのの函函
数数値値((FFaa とといいうう値値をを含含めめてて))よよりりもも⼤⼤ききいい」」訳訳ででははなないいかかららででああるる。。ゆゆええにに[[RRZZ77..§§110099ゆゆええ
にに]]、、次次ののよよううなな可可測測なな定定数数MMががななけけれればばななららなないい。。すすななわわちち、、「「そそれれよよりり⼤⼤ききいいどどんんなな数数
もも、、函函数数がが閉閉区区間間[[aa,,bb]]ににわわたたっっててととるるすすべべててのの値値よよりりもも⼤⼤ききいい」」とと⾔⾔ええるる可可測測なな定定数数ののなな
かかでで、、最最⼩⼩((ddiiee  kklleeiinnssttee))ででああるる数数MMががななけけれればばななららなないい[[訳訳者者。。いいわわゆゆるるボボルルツツァァーーノノ・・ワワ
イイアアシシュュトトララススのの定定理理]]。。ささててここのの数数ににつついいててははここうう⾔⾔ええるる。。そそれれはは、、函函数数のの変変数数のの aa とと bb
のの外外((aauußßeerrhhaallbb))にになないいああるる値値にに対対ししてて((ffüürr  iirrggeenndd  eeiinneenn  nniicchhtt  aauußßeerrhhaallbb  aa  uunndd  bb  ggeelleeggeenneenn  
WWeerrtt))函函数数ががととるる値値ででああっってて、、ししかかもも函函数数ががそそれれをを超超ええてて((ddaarrüübbeerr))⼤⼤ききなな値値ををととららなないいよようう
なな、、そそんんなな値値ででああるる、、とと。。FFxxがが閉閉区区間間[[aa,,bb]]ににわわたたっっててととるるすすべべててのの値値ののななかかにに、、==MMででああ
るるよよううなな値値がが⼀⼀つつももなないいととすすれればば、、先先のの命命題題ゆゆええにに、、数数 MM にに限限りりななくく近近づづくくよよううなな FFxx のの
値値ももなないいここととににななるるだだろろうう。。そそののとときき、、⼗⼗分分にに⼩⼩ささいい数数μμがが⾒⾒つつかかっってて、、差差 MM−FFxx がが閉閉区区
間間[[aa,,bb]]ににわわたたるるすすべべててのの値値にに対対ししてて＞＞μμでであありり続続けけるるここととににななるるだだろろうう。。ししかかししそそののとときき、、
数数MMはは、、「「そそれれよよりり⼤⼤ききいい数数がが FFxx  ののすすべべててのの値値よよりりもも⼤⼤ききいい」」とといいうう特特性性をを持持つつとと⾔⾔ええるる
数数ののななかかででのの、、最最⼩⼩ででははななくくななるる。。ななぜぜなならら、、MM−μμももままたた、、上上とと同同じじここととがが⾔⾔ええるる、、ししかか
ももももっっとと⼩⼩ささなな数数ににななるるだだろろううかからら。。ししたたががっってて残残るる選選択択肢肢はは、、函函数数がが閉閉区区間間[[aa,,bb]]ににわわたた
っっててととるる様様々々なな値値ののななかかにに、、==MM  ででああるるよよううなな値値がが少少ななくくとともも「「⼀⼀つつ」」ああるる、、とと認認めめるるこことと
ででああるる。。ししかかししここれれよよりりもも⼤⼤ききなな数数ははなないい。。ななぜぜなならら、、ささももななくくばば、、「「MMよよりり⼤⼤ききいいどどのの数数
もも、、函函数数がが xx==aa かからら xx==bb ににわわたたっってて((vvoonn  aa  bbiiss  bb))どどのの函函数数値値よよりりもも⼤⼤ききいい」」、、とといいううここととがが
成成りり⽴⽴たたななくくななるるかかららででああるる。。ここううししてて、、ここれれららのの値値のの中中にに、、そそれれよよりりもも⼤⼤ききいい値値ががなないいよよ
ううなな値値がが少少ななくくとともも「「ひひととつつ」」存存在在すするるここととがが確確認認さされれたた。。  
  
  
  

    [[中中間間値値のの定定理理]]  

  
§§6611      [[開開区区間間とと閉閉区区間間ににつついいててのの注注意意]]  
[[補補題題 11]]      ああるる連連続続函函数数がが開開区区間間((aa,,bb))でで最最⼤⼤値値とと最最⼩⼩値値ををととるるここととはは必必ずずししもも保保証証さされれなな
いい。。FFaa とと FFbb とといいうう値値ににかかななららずず配配慮慮ししななけけれればばななららなないい。。ななぜぜなならら、、たたととええばば函函数数 55xxがが
開開区区間間((11,,1100))ででととるるすすべべててのの値値ににはは、、最最⼤⼤値値もも最最⼩⼩値値ももなないいかかららででああるる。。最最⼤⼤値値ががなないいこことと
ははここううししててわわかかるる。。開開区区間間((11,,1100))のの任任意意のの数数、、例例ええばば 99 ををととるるとと、、函函数数値値はは 4455 ににななるるがが、、
ももっっとと 1100 にに近近いい別別のの数数、、例例ええばば 99++11//22 ををととるるとと、、函函数数値値ははももっっとと⼤⼤ききなな数数 4477++11//22 にになな
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るる、、云云々々。。ままたた最最⼩⼩値値ももなないい。。ななぜぜなならら、、開開区区間間((11,,1100))ののどどのの xxのの値値、、例例ええばば 22 ににつついいてて函函
数数値値はは 1100 ににななるるがが、、ももっっとと 11 にに近近いい別別のの値値、、たたととええばば 11++11//22 ををととるるとと、、そそののとときき函函数数値値はは
77++11//22 ととななるるがが、、そそれれはは 1100 よよりり⼩⼩ささくくななるる、、云云々々。。  
  
§§6622        [[連連続続性性法法則則のの違違反反]]  
[[補補題題 22]]        逆逆にに、、変変数数 xxがが閉閉区区間間[[aa,,bb]]でですすべべててのの変変数数値値ををととるるとときき、、函函数数 FFxxががととるる値値のの
ななかかにに、、「「どどのの函函数数値値ににつついいててもも、、そそれれよよりり⼤⼤ききいい（（そそれれよよりり⼩⼩ささいい））函函数数値値がが⾒⾒つつかかるる」」
とといいうう意意味味でで、、最最⼤⼤値値（（最最⼩⼩値値））がが存存在在ししなないいののなならら、、ここのの函函数数がが連連続続性性のの法法則則にに違違反反すするる
よよううなな、、そそののよよううなな変変数数値値がが閉閉区区間間[[aa,,bb]]にに少少ななくくとともも⼀⼀つつ存存在在すするる。。函函数数 aa//((cc−xx))ににつついいてて
はは、、xx==cc ががそそのの⼀⼀例例をを与与ええてていいるる。。  
  
§§6633        [[中中間間値値のの定定理理（（実実例例））]]  
[[定定理理]]        次次ののよよううなな法法則則((GGeesseettzz))ににししたたががっってて変変化化すするる函函数数がが存存在在すするる。。すすななわわちち、、「「函函
数数 FFxxのの異異ななるる⼆⼆つつのの値値 FFaa とと FFbb のの間間((zzwwiisscchheenn))ににああるる、、どどんんなな可可測測なな数数 MMをを指指定定さされれてて
もも、、ままささにに[[変変]]数数 aa とと bb のの間間((zzwwiisscchheenn))にに可可測測なな[[変変]]数数 mm をを⾒⾒つつけけてて、、そそれれにに対対応応すするる FFxx
のの函函数数値値すすななわわちち FFmm がが＝＝MM ととななるるよよううににすするるここととがが可可能能ででああるる」」とといいうう法法則則ににししたたががっっ
てて変変化化すするる函函数数がが存存在在すするる。。  
（（証証明明））例例ええばば ccxxががここののよよううなな函函数数ででああるる。。理理由由はは以以下下ののととおおりり。。ままずず xx==aa ととしし、、ささららにに
xx==bb ととすするるとと、、FFaa==ccaa でであありり、、FFbb==ccbb ででああるる。。ささててMMをを値値 FFaa（（つつままりり ccaa））とと値値 FFbb（（つつまま
りり ccbb））のの間間のの数数ととすすれればば、、ccbb>>MM>>ccaa  かか  ccbb<<MM<<ccaa ででななけけれればばななららなないい。。ゆゆええにに、、cc  でで割割

るるとと、、cc がが正正なならら bb>>  𝑴𝑴
𝒄𝒄
  >>aa  ままたたはは  bb<<  𝑴𝑴

𝒄𝒄
  <<aa、、cc がが負負なならら aa>>  𝑴𝑴

𝒄𝒄
  >>bb ままたたはは aa<<  𝑴𝑴

𝒄𝒄
		<<bb ででああ

るる。。そそののとときき、、いいずずれれににせせよよ、、𝑴𝑴
𝒄𝒄
はは aa とと bb のの間間のの数数だだがが、、ああのの函函数数のの xxののととこころろににここれれ[[	𝑴𝑴

𝒄𝒄
	]]

をを⼊⼊れれるるとと cc・・((  𝑴𝑴
𝒄𝒄		
	))==MMをを得得るる。。ゆゆええにに当当然然、、そそのの函函数数 ccxxがが ccaa とと ccbb のの間間のの値値MMををととるるよよ

ううなな、、aa とと bb のの間間のの変変数数値値がが存存在在すするる。。  
  
§§6644      [[中中間間値値のの定定理理（（準準備備））]]  
[[定定義義]]        函函数数 FFxxがが上上記記のの特特性性をを有有すするるなならら、、すすななわわちち「「⼆⼆つつのの[[函函数数]]値値 FFaa とと FFbb のの間間のの
どどんんなな数数MMにに対対ししててもも、、変変数数 xxととししてて aa とと bb のの間間のの値値 mm ををととっってて、、FFmm＝＝MMととななるるよよううにに
すするるここととががででききるる」」とといいうう特特性性をを有有すするるとときき、、簡簡潔潔にに、、「「函函数数 FFxxはは、、[[函函数数]]値値 FFaa かからら別別のの
[[函函数数]]値値 FFbb にに移移⾏⾏すするるとときき、、かかななららずず、、そそのの間間のの MMををすすべべてて((jjeeddeenn))ととららななけけれればばななららなな
いい」」とと⾔⾔ううここととににすするる。。ここのの表表現現はは次次のの⼆⼆つつのの内内容容をを指指ししてていいるる。。第第⼀⼀にに、、数数 FFaa とと FFbb のの
間間ににああるるどどのの((jjeeddee))数数もも、、つつままりり FFaa>>MM>>FFbb ままたたはは FFaa＜＜MM＜＜FFbb とといいうう関関係係をを持持つつどどのの数数MM
もも、、FFxx がが⼀⼀度度（（ももししかかすするるとと数数度度））ととるる値値にに含含ままれれてていいるるこことと。。第第⼆⼆にに、、いいまま述述べべたたこことと
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はは（（⼆⼆度度以以上上かかどどううかかははいいざざ知知ららずず））、、少少ななくくとともも⼀⼀度度はは[[ままささにに]]変変数数値値 aa とと bb のの間間のの値値
xx==mm でで、、すすななわわちち aa>>mm>>bb ああるるいいはは aa＜＜mm＜＜bb とといいうう関関係係ににああるる xx==mm でで起起ききてていいるるとといいうう
こことと。。	

  
§§6655    [[中中間間値値のの定定理理のの証証明明（（いいわわゆゆるる、、ボボルルツツァァーーノノ・・ワワイイアアシシュュトトララススのの定定理理にによよるる））]]  
[[定定理理]]        全全域域ににわわたたっってて((dduurrcchhggäännggiigg))連連続続なな函函数数、、ままたたははああるる開開区区間間ににおおいいてて連連続続なな函函
数数はは、、⼀⼀つつのの函函数数値値かからら別別のの（（そそれれとと等等ししくくなないい uunngglleeiicchheenn））函函数数値値にに移移⾏⾏すするるとときき、、そそのの
間間ににああるるすすべべててのの函函数数値値をを少少ななくくとともも⼀⼀度度ははととららななけけれればばななららなないい。。  
  
[[訳訳者者。。ボボルルツツァァーーノノのの『『関関数数論論』』草草稿稿ににはは「「継継続続的的」」をを意意味味すするる  ““ffoorrttwwäähhrreenndd““  とといいうう⾔⾔
葉葉がが頻頻出出すするる。。ままずず彼彼ははここのの⾔⾔葉葉をを ffoorrttwwäähhrreenndd  ggrröößßeerr  aallss    33 ののよよううにに使使ううここととががああっってて
（（ここのの§§66 ももそそのの⼀⼀例例））、、そそれれはは「「xxがが変変わわっっててもも函函数数値値 FFxxはは 33 よよりり⼤⼤ききいい状状態態ををずずっっとと維維
持持すするる」」とといいうう意意味味ででああるる。。今今後後、、ここれれをを「「ずずっっとと」」とと訳訳すす。。  
他他⽅⽅、、少少しし後後ででののここととだだがが、、ffoorrttwwäähhrreenndd のの後後ろろにに wwaacchhsseenn（（増増加加））ああるるいいはは aabbnneehhmmeenn（（減減
少少））とといいうう⾔⾔葉葉がが続続くくここととががああるるがが、、そそれれははいいわわゆゆるる「「単単調調増増加加」」、、「「単単調調減減少少」」をを意意味味すするる
ののでで、、そそののよよううにに訳訳ししてておおくく。。ちちななみみににボボルルツツァァーーノノににはは mmoonnoottoonn とといいうう⾔⾔葉葉ががなないい]]。。  
  
（（証証明明））  函函数数 FFxxはは[[⼆⼆つつのの]]限限界界((GGrreennzzeenn))ががななすす開開区区間間ににおおいいてて連連続続ととすするる。。ここのの開開区区間間
かからら⼀⼀対対のの変変数数値値 aa とと bb をを、、FFaa とと FFbb のの値値がが⼀⼀致致ししなないいよよううににととるる。。⼩⼩ささいい⽅⽅をを FFaa ととすす
るる。。  

FFaa とと FFbb のの間間のの任任意意のの数数をを MMととすするるとと、、MM−−FFaa はは正正でであありり、、xx==aa ににおおけけるる函函数数のの連連続続
性性ゆゆええにに、、⼗⼗分分にに⼩⼩ささいい（（正正ままたたはは負負のの））数数 ii  ををととっってて、、MM−−FF((aa++ii))もも正正ににななるるよよううににすするる
ここととががででききるる。。ここののとときき、、絶絶対対値値がが⼗⼗分分にに⼩⼩ささいい ii ををととっってて FF((aa++ii))−−FFaa<<  MM−−FFaa ととななるるここ
とと、、ししかかもも ii ををいいくくらら減減少少ささせせててももここのの式式がが成成りり⽴⽴ちち続続けけるる((vveerrbblleeiibbeenn))、、とといいうう条条件件だだけけ
はは外外せせなないい。。[[つつままりり]]  ii ののここのの値値とと、、そそれれよよりり⼩⼩ささいい ii ののすすべべててのの値値にに対対ししてて、、表表現現 MM−−
FF((aa++ii))ははずずっっとと((ffoorrttwwäähhrreenndd))正正でであありり続続けけるる、、とといいうう条条件件はは外外せせなないい。。[[訳訳者者。。§§3399 をを参参
照照]]。。    

[[ささてて]]  ii をを差差 bb−−aa とと同同符符号号ににととりり、、ii のの絶絶対対値値をを徐徐々々にに⼤⼤ききくくししてて絶絶対対値値 bb--aa ににななるる
((eerrrreeiicchheenn))ままででににすするるとと、、そそののとときき aa++ii==aa++((bb--aa))＝＝bb ととななるるがが、、当当然然、、MM−−FF((aa++ii))==MM−−FFbb
ははももははやや正正ででななくく、、すすででにに負負ににななっってていいるる。。ななぜぜなならら、、ももししそそううででななけけれればば、、MMはは FFaa とと FFbb
のの間間ににああるるととはは⾔⾔ええなないいだだろろううかからら。。そそれれゆゆええ、、MM−−FF((aa++ii))とといいうう表表現現をを正正ににすするるとといいうう性性
質質がが数数 ii にに帰帰属属すするるににししててもも、、そそれれははすすべべててのの[[ii のの]]値値ににおおししななべべてて((üübbeerrhhaauupptt))帰帰属属すするるのの
ででははななくく、、「「ああるる値値よよりりもも⼩⼩ささいい[[ii のの]]すすべべててのの値値にに((ffüürr  aallllee  WWeerrtthhee  zzuu,,  ddiiee  kklleeiinneerr  ssiinndd  aallss  
eeiinn  ggeewwiisssseerr))帰帰属属すするる」」ののででああるる。。そそここでで当当然然（（§§にによよっってて[[RRZZ77..§§110099 にによよっってて]]））、、絶絶対対
値値ににおおいいててそそれれよよりり⼩⼩ささいいすすべべててのの ii のの値値ががここのの性性質質をを持持つつとと⾔⾔ええるるよよううなな、、そそののよよううなな値値
ののななかかでで絶絶対対値値ににおおいいてて最最⼤⼤ででああるる、、⼀⼀つつのの可可測測数数 mm がが存存在在すするる((eess  ggiibbtt  eeiinnee  mmeeßßbbaarree  ZZaahhll  
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mm,,  ddiiee  iihhrreemm  aabbssoolluutteenn  WWeerrtthhee  nnaacchh  ddiiee  ggrröößßttee  ddeerrjjeenniiggeenn  iisstt,,  vvoonn  ddeenneenn  ggeessaaggtt  wweerrddeenn  kkaannnn,,  
ddaaßß  aallllee  aabbssoolluutt  kklleeiinneerreenn  WWeerrtthhee  vvoonn  ii  ddiieessee  EEiiggeennsscchhaafftt  nnoocchh  hhaabbeenn..))[[いいわわゆゆるるボボルルツツァァーー
ノノ・・ワワイイアアシシュュトトララススのの定定理理にによよるる]]。。ここのの mm のの特特性性をを考考察察しし、、[[併併せせてて]]  ii にに値値 mm をを与与ええたた
とときき表表現現MM--FF((aa++ii))  ががととるる値値をを吟吟味味ししよようう。。  
  
11.. ままずずmm のの決決ままりり⽅⽅よよりり、、mm がが iiつつままりり bb−−aa とと同同符符号号ででああるるここととがが知知らられれるる。。ししかかししささ

ららにに mm ががそそのの絶絶対対値値ににおおいいてて  <<bb−−aa ででああるるここととにに注注意意すすべべききででああるる[[以以下下ににそそれれをを証証
明明すするる]]。。ままずず、、すすででにに⾒⾒たたよよううににMM−−FFbb はは負負ななののだだかからら、、xx==bb ににおおけけるる函函数数 FFxxのの連連
続続性性ゆゆええにに、、ああるる正正ままたたはは負負のの⼗⼗分分にに⼩⼩ささいい数数ωωががああっってて、、MM−−FF((bb−−ωω))もも負負ににななららなな
けけれればばななららなないい。。ここここででωωをを bb−−aa とと同同符符号号、、ししたたががっってて ii やや mm とともも同同符符号号ととししてて差差しし
⽀⽀ええなないい。。  

ささてて[[仮仮にに]]  mm がが絶絶対対値値ににつついいてて＜＜bb――aa ででなないいととすするるとと、、mm はは＝＝bb−−aa  ままたたはは  ＞＞bb−−
aa ととななららざざるるをを得得なないいがが、、  
((AA)) 前前者者のの場場合合、、bb==aa++mm  でであありり、、ししたたががっってて  MM−−FF((bb−−ωω))==  MM−−FF((aa++mm−−ωω))はは負負でで

ああるる。。ここのの場場合合、、そそのの絶絶対対値値がが  <<mm ででししかかももMM−−FF((aa++ii))をを負負ににすするるよよううなな値値  ii==mm
−−ωω  がが存存在在すするるここととににななるる。。[[だだがが]]そそののとときき、、「「絶絶対対値値がが  <<mm ででああるるよよううななすすべべ
ててのの ii ががMM−−FF((aa++ii))をを正正ににすするる」」がが真真ででななくくななっっててししままうう。。[[ゆゆええにに mm＝＝bb−−aa でではは
なないい]]。。  

((BB)) 後後者者のの場場合合、、つつままりり mm のの絶絶対対値値がが＞＞bb−−aa  ととななるる場場合合、、ままささにに bb−−aa がが、、MM−−FF((aa++ii))
＝＝MM−−FFbb をを負負ににすするる、、mm よよりり⼩⼩ささいい（（ii のの））値値をを表表すすここととににななるるだだろろううがが、、ししかかしし
そそれれはは、、「「mm よよりり⼩⼩ささいいすすべべててのの ii はは、、MM−−FF((aa++ii))をを正正ににすするる」」とといいうう前前提提にに真真っっ
向向かからら⽭⽭盾盾すするる。。[[ゆゆええにに mm＞＞bb−−aa ででははなないい]]。。  

ししたたががっってて[[AA とと BB をを考考ええ合合わわせせるるとと]]、、mm のの絶絶対対値値はは<<bb−−aa とと認認めめざざるるをを得得なな
いい。。ししかかししそそのの場場合合((§§))当当然然、、aa++mm はは開開区区間間((aa,,bb))のの値値ででああるるここととににななるる。。  

  
22..   MM−−FF((aa++ii))とといいうう表表現現がが ii==mm ででととるる値値つつままりりMM−−FF((aa++mm))はは正正ででもも負負ででももあありり得得なないい。。

ななぜぜなならら、、  
aa)) MM−−FF((aa++mm))がが正正だだととすするるとと、、aa++mm がが[[開開区区]]間間((aa,,bb))ににあありり、、かかつつ函函数数 FFxxがが xx==aa++mm

でで連連続続ででああるる以以上上、、MM--FF((aa++mm±±ωω))をを正正ににすするる⼗⼗分分にに⼩⼩ささいいωωがが存存在在ししななけけれればばなな
ららなないい。。ししかかしし値値 mm++ωωとと値値 mm――ωωのの⼀⼀⽅⽅はは、、当当然然、、絶絶対対値値でで mm よよりり⼤⼤ききいい。。そそのの
とときき、、「「mm はは、、mm よよりり⼩⼩ささいいすすべべててのの ii はは MM−−FF((aa++ii))をを正正ににすするる、、とと⾔⾔ええるるななかかでで
のの最最⼤⼤のの値値」」ででははななくくななっっててししままううだだろろうう。。[[ゆゆええににMM−−FF((aa++mm))はは正正ででははなないい]]。。  

bb))   ままたたMM−−FF((aa++mm))はは負負ででももあありり得得なないい。。ななぜぜなならら、、ももしし負負だだととすするるとと、、MM−−FF((aa++mm
±±ωω))をを負負ににすするるよよううなな、、⼗⼗分分⼩⼩ささいいωωがが存存在在すするる。。ととこころろがが値値 mm++ωωとと値値 mm――ωωのの
⼀⼀⽅⽅はは mm よよりり⼩⼩ささいいかからら、、「「mm よよりり⼩⼩ささいいすすべべててのの ii ははMM−−FF((aa++ii))をを正正ににすするる」」がが
真真ででななくくななっっててししままうう。。[[ゆゆええににMM−−FF((aa++mm))はは負負ででなないい]]。。  
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[[ささてて]]MMはは可可測測でであありり、、FFxxのの連連続続性性かかららししてて値値 FF((aa++mm))もも可可測測だだかからら、、差差MM−−
FF((aa++mm))もも可可測測数数ででああるる。。ししかかししここのの差差がが正正ででももななくく負負ででももなないいとといいううののだだかからら、、MM
−−FF((aa++mm))＝＝００つつままりり MM＝＝FF((aa++mm))  ででああるるととししかか考考ええらられれなないい。。ここううししてて次次ののこことと
がが証証明明さされれたた。。すすななわわちち、、そそここににおおいいてて函函数数 FFxx＝＝FF((aa++mm))ががああのの値値 MM ををととるる aa++mm
のの値値、、つつままりり xxのの値値がが、、aa とと bb のの開開区区間間にに⼀⼀つつ存存在在すするる。。  

      
§§6666        [[中中間間値値のの定定理理（（説説明明））]]  
[[補補題題]]    ここのの定定理理でで主主張張さされれ証証明明さされれたたののはは次次のの内内容容ででああるる。。函函数数 FFxxがが閉閉区区間間[[aa,,bb]]でで((vvoonn  
aa  bbiiss  bb  eeiinnsscchhlliieeßßlliicchh))連連続続なならら、、値値 FFaa とと FFbb のの間間((zzwwiisscchheenn))のの任任意意のの値値MMにに対対ししてて、、aa とと bb
のの間間にに FFxx==MMととななるる xxのの[[変変数数]]値値がが少少ななくくとともも((wweenniiggsstteennss))⼀⼀つつ存存在在すするるとといいううこことと。。たただだ
ししここのの定定理理はは、、FFxx がが MM ににななるるよよううなな xx のの値値がが⼀⼀つつししかか存存在在ししなないいとと主主張張すするるももののででははなな
いい。。実実際際、、ここののよよううなな値値がが複複数数個個存存在在すするる例例ががああるる。。例例ええばば、、函函数数 xx33−−99xx22++2266xx++11 はは xx==11
でで値値 1199 をを、、xx==55 でで値値 3311 ををととるるがが、、1199 とと 3311 のの間間のの値値 2255 ににつついいててはは、、xx==22 ででもも xx==33  ででもも
xx==44 ででももここのの値値ををととるるののででああるる。。いいやや複複数数どどこころろかか、、値値 FFaa とと FFbb のの間間のの同同じじ値値MMににななるるよよ
ううなな、、互互いいにに異異ななるる無無限限個個のの（（uunneennddlliicchhee  vviieellee））変変数数値値がが[[開開区区]]間間((aa,,bb))にに存存在在しし、、ししかかももそそ
れれででいいてて FFxxがが連連続続函函数数ででああるるここととをを失失わわなないいよよううなな例例ももああるる。。たたととええばば、、xx<<55 ななららばば FFxx==44xx、、
55≦≦xx≦≦1100 ななららばば FFxx==2200（（定定数数））、、xx>>1100 ななららばば FFxx==77xx−−5500 ととすするるとと、、函函数数 FFxxのの変変化化のの仕仕⽅⽅
がが§§3388 のの連連続続性性のの法法則則にに叶叶っってていいるるここととははすすぐぐにに知知らられれるる。。  𝚫𝚫xxがが限限りりななくく減減少少すするるとときき、、
すすべべててのの xx ににつついいてて差差 FF((xx++	𝚫𝚫xx))−−FFxx もも限限りりななくく減減少少すするるかかららででああるる。。ままずず  ＜＜５５ででああるる xx
ににつついいてて、、FF((xx++	𝚫𝚫xx))−−FFxx＝＝44・・（（xx＋＋𝚫𝚫xx））−−44xx==44	𝚫𝚫xxででああるる。。xx==55 とと負負のの𝚫𝚫xxににつついいてて、、FF((xx――
𝚫𝚫xx))−−FFxx＝＝４４・・（（５５――𝚫𝚫xx））――44・・55＝＝――44	𝚫𝚫xx  ででああるる。。対対ししてて[[xx==55 とと]]正正のの𝚫𝚫xxににつついいててはは、、つつまま
りり開開区区間間((55,,1100))ののすすべべててのの xxのの値値ににつついいててはは、、FF((xx++	𝚫𝚫xx))−−FFxxはは⼀⼀定定、、つつままりり＝＝2200−−2200==00 でで
ああるる（（ここれれはは、、𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱がが限限りりななくく減減少少すするるとといいうう前前提提にに⽭⽭盾盾ししなないい。。ななぜぜなならら、、𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱がが限限りりなな

くく減減少少すするるととはは、、𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱 < 	 𝟏𝟏
𝑵𝑵

  でであありり、、そそううでであありり続続けけるる((vveerrbblleeiibbeenn))のの謂謂ででああるるがが、、いいままのの例例

でではは 00<<  𝟏𝟏
𝑵𝑵

ななののでで、、そそのの条条件件にに叶叶ううかかららででああるる。。））xx==1100 とと負負のの𝚫𝚫xx ににつついいててもも、、FF((xx――	𝚫𝚫xx))−−

FFxx==2200−−2200==00 ででああるる。。ししかかしし[[xx==1100 とと]]正正のの𝚫𝚫xx ににつついいててはは、、FF((xx++	𝚫𝚫xx))−−FFxx＝＝７７・・((1100++	𝚫𝚫xx))
−−5500−−2200==77	𝚫𝚫xx ででああるる。。同同様様にに、、xx>>1100 ににつついいててはは FF((xx++	𝚫𝚫xx))−−FFxx==７７・・((xx++	𝚫𝚫xx))−−5500−−
77xx++5500==77	𝚫𝚫xxででああるる。。  
  ゆゆええにに当当然然、、ここのの函函数数ははすすべべててのの変変数数値値にに対対ししてて連連続続ででああるる。。そそれれはは xx==11 でで値値 44 ををととりり
xx==1111 でで値値 2277 ををととるる。。ささてて開開区区間間((11,,2211))ののどどのの[[変変数数]]値値でで、、ここのの函函数数はは 44 とと 2277 のの間間のの値値 2200
ををととるるかかとと訊訊かかれれれればば、、私私はは、、「「ままずず xx==55 でで 2200 ををととるる、、次次にに閉閉区区間間[[55,,1100]]にに含含ままれれるるすすべべ
ててのの、、ししたたががっってて[[変変数数]]値値のの無無限限のの集集ままりり  ((eeiinnee  uunneennddlliicchhee  MMeennggee  vvoonn  WWeerrtthhee))でで 2200 ををとと
るる、、そそししてて>>1100 ででああるるよよううなな xxににななっってて初初めめてて別別のの値値ををととるる」」とと答答ええるる。。  
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      [[合合成成函函数数ににつついいててのの記記載載（（§§6677 かからら§§8833））はは割割愛愛すするる]]  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

            

  [[中中間間値値のの定定理理のの逆逆はは成成⽴⽴すするるかか]]  

  
§§8833        [[中中間間値値のの定定理理のの逆逆はは成成⽴⽴すするるかか]]  
[[次次のの話話題題へへ]]        すすででにに§§6655 でで⾒⾒たたよよううにに、、すすべべててのの連連続続函函数数ににはは「「ああるる函函数数値値かからら別別のの
函函数数値値にに移移⾏⾏すするるとときき、、かかななららずずそそのの間間((zzwwiisscchheenn))ののすすべべててのの函函数数値値をを[[そそれれぞぞれれ]]少少ななくくとと
もも⼀⼀度度ととるる」」、、とといいうう性性質質がが備備わわっってていいるる。。そそここでで当当然然、、次次ののここととがが問問題題ととななららざざるるをを得得なな
いい。。ここのの性性質質はは連連続続函函数数だだけけにに帰帰属属すするるののででははなないいだだろろううかか、、つつままりりここのの性性質質をを持持つつ函函数数はは
かかななららずず連連続続ででははなないいだだろろううかか。。[[ししかかしし]]次次のの定定理理ががここのの問問いいにに対対ししてて[[否否定定的的にに]]答答ええるる。。  
  
§§8844        [[⼀⼀般般にに中中間間値値のの定定理理のの逆逆はは成成⽴⽴ししなないい（（反反例例））]]  
[[定定理理]]        ああるる函函数数がが⼀⼀つつのの値値かからら別別のの値値にに移移⾏⾏すするるとときき、、かかななららずずそそのの間間のの値値をを⼀⼀度度ままたた
はは複複数数回回ととるるかかららとといいっってて、、ここのの函函数数がが連連続続性性のの法法則則ににししたたががっってて変変化化ししてていいるるととはは限限らら
なないい。。  
（（証証明明））[[函函]]数数WWががああるる値値かからら別別のの値値にに移移⾏⾏すするるととききかかななららずずそそのの間間ののすすべべててのの値値ををととるる
とといいうう前前提提はは、、次次のの[[第第⼆⼆のの]]前前提提、、すすななわわちち「「xx==((22mm++11))//22nn とといいうう形形のの変変数数値値にに対対ししててははWW
＝＝aaxxでで、、そそれれ以以外外のの変変数数値値にに対対ししててははWWがが上上記記以以外外のの[[つつままりりWW==aaxx以以外外のの]]任任意意のの値値((eeiinneenn  
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bbeelliieebbiiggeenn  aannddeerreenn  WWeerrtthhee))ををととるる」」とといいうう前前提提とと⽭⽭盾盾ししなないい。。[[そそうう考考ええるる理理由由ははここううででああ
るる]]。。  

ままずず、、((22mm++11))//22nn  とといいうう形形をを持持つつ xx にに対対ししてて WW ががととるる値値はは指指定定さされれてていいるる。。他他⽅⽅、、
((22mm++11))//22nn  とといいうう形形をを持持たたなないい変変数数値値にに対対ししてて WW ががととるる値値はは指指定定さされれてていいなないい。。ささてて指指
定定さされれたた⽅⽅のの値値をを⼆⼆つつととるるとと、、そそのの間間ににWWのの値値のの無無限限個個のの集集ままりり((eeiinnee  uunneennddlliicchhee  MMeennggee))
がが存存在在すするる。。そそののとときき、、指指定定さされれたた⼆⼆つつのの値値のの間間のの[[ままだだ指指定定さされれてていいなないい]]値値にに、、そそのの無無限限
にに多多くくのの値値ををああててががううここととがが、、つつねねにに[[すすななわわちちどどのの xxににつついいててもも]]可可能能ででああるる。。  

だだががここのの[[函函]]数数WWはは、、定定理理[[§§6655]]  のの条条件件をを満満たたししつつつつ、、（（すすででにに§§4466 でで⾒⾒たたよよううにに））どど
のの変変数数値値にに対対ししててもも連連続続ででなないい、、そそんんなな関関数数のの実実例例をを与与ええてていいるる。。[[訳訳者者。。§§9955 をを参参照照]]  
  
  

    [[「「単単調調」」（（ffoorrttwwäähhrreenndd））とといいううこことと]]  

§§8855    
[[定定理理]]        すすべべててのの変変数数値値ににつついいてて((aallllggeemmeeiinn))ででああれれ、、[[特特定定のの]]開開区区間間ののすすべべててのの変変数数値値にに
つついいててででああれれ、、変変数数値値がが⼤⼤ききくくななるるににつつれれてて函函数数値値もも⼤⼤ききくくななるるよよううなな函函数数がが存存在在しし、、逆逆にに
変変数数値値がが⼤⼤ききくくななるるににつつれれてて函函数数値値がが⼩⼩ささくくななるるよよううなな函函数数もも存存在在すするる。。  
（（証証明明））函函数数  FFxx==aaxx  ににおおいいてて、、aa がが正正なならら、、⼤⼤ききいい xxににはは⼤⼤ききいいWW[[==FFxx==aaxx]]のの値値がが帰帰属属すす
るる。。[[とといいううののはは]]    xx22>>xx11 なならら、、aa はは正正だだかからら、、[[RRZZ77..§§8855 よよりり]]  aaxx２２＞＞aaxx１１、、すすななわわちち FFxx22>>FFxx11

だだかかららででああるる。。逆逆にに aa がが負負なならら⼤⼤ききなな xx ににはは⼩⼩ささなな FFxx がが帰帰属属すするる。。ななぜぜなならら aaxx22<<aaxx11、、すす
ななわわちち FFxx２２＜＜FFxx１１だだかかららででああるる。。  
  
§§8866      [[単単調調増増加加とと単単調調減減少少]]  
[[定定義義]]      FFxx  をを xx のの⼀⼀価価((eeiinnfföörrmmiigg))のの函函数数ととすするる。。すすべべててのの変変数数ににつついいててででああれれ、、ああるる開開
区区間間((aa..bb))ののすすべべててのの変変数数値値ににつついいててででああれれ、、変変数数値値がが⼤⼤ききくくななるるとと函函数数値値もも⼤⼤ききくくななるるのの
なならら、、ここのの函函数数はは「「単単調調にに増増加加すするる((ffoorrttwwäähhrreenndd  wwaacchhsseenn))//  単単調調にに上上昇昇すするる((ffoorrttwwäähhrreenndd  
sstteeiiggeenn))」」、、ああるるいいはは「「開開区区間間((aa..bb))でで単単調調にに増増加加すするる//「「開開区区間間((aa..bb))でで単単調調にに上上昇昇すするる」」ななどど
とと表表現現すするる。。逆逆にに、、xxがが⼤⼤ききくくななるるとときき函函数数値値がが⼩⼩ささくくななるるののなならら、、ここのの函函数数はは「「単単調調にに減減
少少すするる((ffoorrttwwäähhrreenndd  aabbnneehhmmeenn))//単単調調にに下下降降すするる((ffoorrttwwäähhrreenndd  ffaalllleenn))」」、、「「開開区区間間((aa,,bb))でで単単調調
にに減減少少すするる//開開区区間間((aa,,bb))でで単単調調にに下下降降すするる」」ななどどとと表表現現すするる。。  
  
§§8877  
[[補補題題 11]]        純純然然たたるる((llaauutteerr))可可測測なな値値 aa とと bb をを[[変変数数値値にに]]持持つつ函函数数ががああっってて、、ししかかもも「「ここ
のの函函数数はは開開区区間間((aa,,bb))でで単単調調にに増増加加すするる」」とといいううののがが偽偽((ffaallsscchh))ででああるる場場合合、、ここのの開開区区間間ののなな
かかににμμ＜＜ρρででああるるよよううなな⼀⼀対対((PPaaaarr))のの変変数数値値μμととρρををととるるここととががででききてて、、ししかかももそそのの函函数数値値
はは  FFμμ≧≧FFρρ  ととななっってていいるるにに違違いいなないい。。（（ももうう⼀⼀つつののケケーーススととししててはは、、純純然然たたるる可可測測なな値値 aa
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とと bb をを[[変変数数値値にに]]持持つつ関関数数ががああっってて、、「「ここのの函函数数はは開開区区間間((aa,,bb))でで単単調調にに減減少少すするる」」とといいううのの
がが偽偽ででああるる場場合合、、ここのの開開区区間間ののななかかににμμ＜＜ρρででああるるよよううなな⼀⼀対対のの変変数数値値μμととρρををととるるこことと
ががででききてて、、FFμμ≦≦FFρρととななっってていいるるにに違違いいなないい。。））  ささららににここのの場場合合、、FFμμ＞＞FFρρなならら「「函函数数はは
少少ななくくとともも単単調調にに増増加加すするるののででははなないい」」とと推推論論ででききるるしし、、FFμμ＜＜FFρρなならら「「函函数数はは少少ななくくとと
もも単単調調にに減減少少すするるででははなないい」」とと推推論論ででききるるしし、、FFμμ＝＝FFρρなならら「「WWはは単単調調にに増増加加すするるののでではは
ななくく、、単単調調にに減減少少すするるののででももなないい」」とと推推論論ででききるる。。  
  
§§8888  
[[補補題題 22]]        函函数数 FFxx  はは開開区区間間((aa,,bb))でで⼀⼀貫貫ししてて((bbeessttäännddiigg))増増加加すするる、、ああるるいいはは⼀⼀貫貫ししてて減減少少
すするるももののととしし、、xxとと xx＋＋𝜟𝜟xxをを開開区区間間((aa,,bb))のの⼀⼀対対のの[[変変数数]]値値ととすするるとと、、FF（（xx＋＋𝚫𝚫xx））−  FFxx  はは⼀⼀
貫貫ししてて  𝜟𝜟xx とと同同符符号号かか（（増増加加のの場場合合））、、⼀⼀貫貫ししてて𝚫𝚫xx とと異異符符号号かか（（減減少少のの場場合合））、、そそののいいずずれれ
かかででああるる。。  
  
§§8899  
[[定定理理]]        函函数数 FFxxがが開開区区間間((aa,,bb))でで単単調調にに増増加加ああるるいいはは単単調調にに減減少少すするるとときき、、ここのの函函数数ははここ
のの開開区区間間でですすべべててのの[[函函数数]]値値をを[[そそれれぞぞれれ]]たただだ⼀⼀度度だだけけととるる。。  
（（証証明明））ななぜぜなならら、、xxがが開開区区間間((aa,,bb))ででととるる⼀⼀対対のの値値ををμμととρρしし、、FFμμ==FFρρととおおくく。。たただだししμμ
ととρρはは異異ななるるととしし、、ρρのの⽅⽅がが⼤⼤ききいいももののととすするる。。すするるとと§§8877ゆゆええにに、、ここのの函函数数はは開開区区間間((aa,,bb))
でで単単調調にに増増加加ははせせずず、、単単調調にに減減少少ももししなないい[[ここととににななるるがが、、ここれれはは前前提提にに反反すするる。。ゆゆええにに FF
μμ==FFρρととななるるよよううなな、、互互いいにに異異ななるるμμととρρををととるるここととははででききなないい。。]]	  
  
§§9900  
[[定定理理]]        函函数数  FFxx がが開開区区間間((aa,,bb))でで単単調調にに増増加加すするるとときき、、FFρρ>>FFμμ  ななららρρ>>μμででななけけれればば
ななららなないい。。逆逆にに、、函函数数  FFxxがが開開区区間間((aa,,bb))でで単単調調にに減減少少すするるとときき、、FFμμ＞＞FFρρ  ななららμμ<<ρρ  ででなな
けけれればばななららなないい。。  
（（証証明明））前前半半をを証証明明すすれればば⼗⼗分分ででああるる。。FFρρ>>FFμμだだかからら、、ρρととμμはは⼀⼀対対のの互互いいにに異異ななるる数数でで
ななけけれればばななららなないい。。ささててρρももμμもも開開区区間間((aa,,bb))にに含含ままれれ、、そそれれゆゆええ可可測測だだかからら、、ρρ>>μμかかμμ<<
ρρののいいずずれれかかがが成成りり⽴⽴つつ。。ししかかしし函函数数はは開開区区間間((aa,,bb))でで⼀⼀貫貫ししてて増増加加すするるののだだかからら、、μμ＞＞ρρ
なならら FFμμ＞＞FFρρととななららざざるるをを得得なないいがが、、ししかかししそそううででははなないいののだだかからら、、ρρ>>μμででああるる。。  
  
§§9911    
[[定定理理]]        開開区区間間((aa,,bb))ににおおいいてて⼀⼀価価のの函函数数 FFxx ががああるる値値かからら別別のの値値にに移移⾏⾏すするる((üübbeerrggeehheenn))
とときき、、FFxx ははかかななららずずここれれらら⼆⼆つつのの値値のの間間ののすすべべててのの値値ををととるるととすするる。。ささららにに、、順順にに並並んんだだ
xxのの三三つつのの[[変変数数]]値値（（たたととええばばεε<<μμ<<ρρ））ががああっってて、、そそれれぞぞれれにに対対応応すするる三三つつのの可可測測値値がが FF
εε<<FFμμ<<FFρρ  のの関関係係ににななくく  FFεε＞＞FFμμ＞＞FFρρのの関関係係ににももなないいととすするる。。そそののとときき、、ここのの函函数数はは
開開区区間間((aa,,bb))のの少少ななくくととももああるる⼀⼀つつのの((EEiinneenn))函函数数値値をを⼆⼆回回ととっってていいるる。。  
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（（証証明明））三三つつのの可可測測数数 FFεε,,FFμμ,,  FFρρがが  FFεε＜＜FFμμ＜＜FFρρ  のの関関係係ににななくく FFεε＞＞FFμμ＞＞FFρρ  のの関関
係係ににももななくく、、ささららにに、、ここれれらら三三つつのの数数ののううちち⼆⼆つつああるるいいはは三三つつがが同同じじででああるるケケーーススをを排排除除すす
るるとと（（そそののとときき定定理理がが正正ししいいここととはは⾃⾃明明ででああるる））、、FFεε＜＜FFμμ>>FFρρ  かか  FFεε>>FFμμ＜＜FFρρししかか残残
ららなないい。。  
11.. FFεε＜＜FFμμ>>FFρρででししかかもも FFεε＝＝FFρρででははなないいととすするる。。すするるとと  FFεε＜＜FFρρ  かか  FFεε>>FFρρ  ででああ

るる。。  
前前者者[[FFεε＜＜FFρρ]]なならら、、FFεε＜＜FFρρ＜＜FFμμででああるる。。ししたたががっっててここのの函函数数はは、、値値 FFεεがが値値 FFμμにに移移
⾏⾏すするるとときき、、かかななららずず  ==FFρρとといいうう値値をを取取ららねねばばななららなないい。。すすななわわちち、、εεととμμのの間間にに可可測測なな
ああるる数数λλががああっってて、、FFλλ==  FFρρ  ととななららねねばばななららなないい。。ささててλλははεεととμμのの間間ににああるるゆゆええρρととはは
異異ななるるかからら、、開開区区間間  ((aa,,bb))にに⼆⼆つつのの数数λλととρρががああっってて、、函函数数ははここれれららのの⼆⼆つつのの値値でで同同じじ{{函函
数数}}値値ををととっってていいるる。。  

[[他他⽅⽅]]  後後者者[[FFεε>>FFρρ]]なならら、、FFρρ＜＜FFεε＜＜FFμμででああるる。。ししたたががっっててここのの函函数数はは、、値値 FFρρがが
値値 FFμμにに移移⾏⾏すするるとときき、、かかななららずず  ==FFεεとといいうう値値をを取取ららねねばばななららなないい。。すすななわわちち、、μμととρρのの
間間ににああるる値値ππががああっってて、、FFππ==FFεεででななけけれればばななららなないい。。ささててππははμμととρρのの間間ににああるるゆゆええεεとと
はは異異ななるるかからら、、開開区区間間((aa,,bb))にに⼆⼆つつのの数数εεととππががああっってて、、函函数数ははここれれららのの⼆⼆つつのの値値でで同同じじ{{函函
数数}}値値ををととっってていいるる。。  
22.. FFεε>>FFμμ＜＜FFρρのの場場合合もも証証明明はは同同様様にに⾏⾏わわれれるる。。  
  
§§9922  
[[補補題題 11]]        開開区区間間((aa,,bb))でで函函数数ががああるる函函数数値値かからら別別のの函函数数値値にに移移⾏⾏すするるとときき、、ここのの函函数数 FFxx
ははかかななららずずここれれらら⼆⼆つつのの間間ののすすべべててのの値値をを、、どどのの値値もも⼀⼀度度だだけけととるるももののととすするる。。そそののとときき、、
変変数数 xxのの順順にに並並んんだだ三三つつのの変変数数値値εε,,μμ,,ρρににそそれれぞぞれれ対対応応すするる函函数数値値はは，，かかななららずず次次ののいいずず
れれかかのの関関係係ににななけけれればばななららなないい。。すすななわわちち FFεε<<FFμμ<<FFρρかか、、FFεε＞＞FFμμ＞＞FFρρかか。。  
  
§§9933  
[[補補題題  22]]        開開区区間間((aa,,bb))にに順順番番にに並並ぶぶ四四つつ以以上上のの xxのの[[変変数数]]値値ををεε,,μμ,,ρρ,,ψψ・・・・・・ととすすれればば
（（すすななわわちち  εε<<μμ<<ρρ<<ψψ・・・・・・ととすすれればば））、、そそののとときき、、FFεε＜＜FFμμ<<FFρρ<<FFψψ・・・・・・かか、、ああるる
いいはは FFεε>>FFμμ>>FFρρ>>FFψψ・・・・・・ででななけけれればばななららなないい。。  
  
§§9944  
[[定定理理]]        開開区区間間((aa,,bb))でで函函数数ががああるる函函数数値値かからら別別のの函函数数値値にに移移⾏⾏すするるととききにに、、かかななららずずそそ
のの間間のの各各函函数数値値をを[[そそれれぞぞれれ]]⼀⼀度度だだけけ((nnuurr  eeiinnmmaahhll))ととりり、、ししかかももそそのの[[函函数数]]値値がが継継続続ししてて
可可測測でであありり続続けけるる((vveerrbblleeiibbeenn))ななららばば、、ここのの函函数数はは開開区区間間((aa,,bb))でで単単調調にに増増加加ししてていいるるかか、、単単
調調にに減減少少ししてていいるるかか、、そそののいいずずれれかかででああるる。。  
（（証証明明））  変変数数 xxがが開開区区間間((aa,,bb))  ででととるる⼀⼀対対のの値値ををμμととρρととしし、、ししかかももμμ＜＜ρρととすするる。。函函数数
FFxxはは開開区区間間((aa,,bb))でで各各[[函函数数]]値値をを[[そそれれぞぞれれ]]⼀⼀度度ししかかととららなないいかからら、、FFμμとと FFρρはは等等ししいい筈筈がが
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なないい。。ととこころろがが FFμμとと FFρρははどどちちららもも可可測測だだかからら、、FFμμ＜＜FFρρかか FFμμ＞＞FFρρののどどちちららかかででああるる。。
ささてて私私はは、、[[特特定定ののμμととρρににつついいてて]]    FFμμ＜＜FFρρなならら  「「ここのの函函数数はは[[どどここをを取取っっててもも]]増増加加しし
てていいるる」」とと主主張張しし、、FFμμ＞＞FFρρなならら「「ここのの函函数数はは[[どどここをを取取っっててもも]]減減少少ししてていいるる」」とと主主張張すするる。。
前前者者ののみみ証証明明すすれればば⼗⼗分分だだがが、、そそののたためめににはは、、開開区区間間((aa,,bb))  のの⼆⼆つつのの値値、、例例ええばば xx１１＜＜xx２２ででああ
るる xx１１とと xx２２  ににつついいてて、、FF  xx１１＜＜FFxx２２ででああるるここととがが⽰⽰せせれればば⼗⼗分分ででああるる((§§9911))。。ままずず、、数数 xx１１、、xx
２２ががμμととρρのの⽚⽚⽅⽅とと同同じじででああるるケケーーススとと、、四四つつのの数数がが全全部部互互いいにに異異ななっってていいるるケケーーススをを区区別別
ししよようう。。  
  
AA)) 数数 xx１１ままたたはは xx２２ががμμととρρのの⽚⽚⽅⽅とと同同じじだだとといいうう前前提提はは、、次次のの四四つつののケケーーススをを含含むむ。。  
11.. xx１１==μμととすするる。。そそのの場場合合、、((xx１１==μμ))<<  ρρ<<  xx２２ままたたはは  ((xx１１==μμ))<<  xx２２<<  ρρででななけけれればばななららなな

いい。。第第⼀⼀のの場場合合なならら、、先先のの補補題題かからら  
((FFxx１１==FFμμ))<<  FFρρ<<  FFxx２２    

ままたたはは                                  ((FFxx１１==FFμμ))>>  FFρρ>>  FF  xx２２  
ででななけけれればばななららなないい。。ししかかしし⼆⼆つつ⽬⽬のの式式はは FFμμ＜＜FFρρのの条条件件にに⽭⽭盾盾すするるののでで、、前前者者((FFxx１１

==FFμμ))<<  FFρρ<<  FFxx２２  ででななけけれればばななららずず、、ゆゆええにに FFxx１１＜＜FFxx２２ででああるる。。ままたた第第⼆⼆のの場場合合なならら、、  
((FFxx１１==FFμμ))<<  FFxx２２<<  FFρρ  

ままたたはは                  ((FFxx１１==FFμμ))>>  FFxx２２>>  FFρρ  
ででななけけれればばななららなないいがが、、⼆⼆つつ⽬⽬のの式式はは FFμμ＜＜FFρρのの条条件件にに⽭⽭盾盾すするるののでで、、前前者者((FFxx１１==FF
μμ))<<  FFxx２２<<  FFρρ))ででななけけれればばななららずず、、ゆゆええにに FFxx１１＜＜FFxx２２ででああるる。。  

22..    xx１１==ρρととすするる。。そそのの場場合合、、μμ<<((ρρ==  xx11))<<  xx２２ななののでで  
FFμμ＜＜（（  FFρρ＝＝FFxx１１））＜＜FFxx  

ままたたはは                    FFμμ>>（（  FFρρ＝＝FFxx１１））>>FFxx２２  

ででななけけれればばななららなないいがが、、⼆⼆つつ⽬⽬のの式式はは FFμμ＜＜FFρρのの条条件件にに⽭⽭盾盾すするるののでで、、前前者者 FFμμ＜＜（（FF
ρρ＝＝FFxx１１））＜＜FFxx  ででななけけれればばななららずず、、ゆゆええにに FFxx１１＜＜FFxx２２ででああるる。。  

33..   xx２２==μμととすするる。。そそのの場場合合、、xx１１<<((  xx２２＝＝μμ))<<  ρρななののでで、、  
FFxx１１<<  ((FFxx２２==FFμμ))<<  FFρρ  

ままたたはは                                    FFxx１１>>((FF  xx２２==FFμμ))>>  FFρρ  

ででななけけれればばななららなないいがが、、  ⼆⼆つつ⽬⽬のの式式はは FFμμ＜＜FFρρとといいうう条条件件にに⽭⽭盾盾すするるののでで、、前前者者 FFxx１１

<<  ((FFxx２２==FFμμ))<<  FFρρででななけけれればばななららずず、、ゆゆええにに FFxx１１＜＜FFxx２２ででああるる。。  

44.. xx２２==μμととすするる。。そそのの場場合合、、  
                        xx１１＜＜μμ＜＜（（ρρ＝＝xx２２））  
ままたたはは                  μμ＜＜xx１１＜＜（（ρρ＝＝xx２２））  
ででななけけれればばななららなないい。。xx１１＜＜μμ＜＜（（ρρ＝＝xx２２））かかららはは次次のの⼆⼆つつののいいずずれれかかがが帰帰結結すするる。。すすなな
わわちち  

FFxx１１＜＜FFμμ<<  ((FFρρ＝＝FFxx２２))  
ままたたはは                                    FFxx１１>>  FFμμ＞＞((FFρρ＝＝FFxx２２))  
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ささてて、、FFμμ＜＜FFρρででああるるかからら⼆⼆つつ⽬⽬のの式式ははあありり得得ずず、、ゆゆええにに、、第第⼀⼀のの式式がが成成りり⽴⽴ちち、、そそれれ
ゆゆええ  

  FFxx１１＜＜FFxx２２ででああるる。。[[他他⽅⽅]]  μμ＜＜xx１１＜＜（（ρρ＝＝xx２２））かかららはは次次ののここととがが帰帰結結すするる。。  
                        FFμμ＜＜FFxx１１＜＜((FFρρ＝＝FFxx２２))  
ままたたはは                  FFμμ＞＞FFxx１１＞＞((FFρρ＝＝FFxx２２))  
ししかかしし⼆⼆つつ⽬⽬のの式式はは FFμμ＜＜FFρρとといいうう条条件件にに⽭⽭盾盾すするるののでで、、前前者者  FFμμ＜＜FFxx１１＜＜((FFρρ＝＝FFxx
２２))ででななけけれればばななららずず、、ゆゆええにに FFxx１１＜＜FFxx２２ででああるる。。  

  
BB))   四四つつのの数数 xx11,,xx22,,μμ,,ρρはは互互いいにに異異ななるるかからら、、以以下下のの三三つつののケケーーススののどどれれかか⼀⼀つつししかか起起ここりり

ええなないい。。xx11 とと xx22 ががどどちちららもも開開区区間間((μμ,,ρρ))ににああるるかか、、どどちちららももそそのの外外部部((aauußßeerrhhaallbb))ににああ
るるかか、、ああるるいいはは⼀⼀つつがが開開区区間間((aa,,bb))ににあありり、、ももうう⼀⼀⽅⽅ががそそのの外外部部ににああるるかか、、ででああるる  

11..   xx11 とと xx22 ががどどちちららもも開開区区間間((μμ,,ρρ))ににああるるなならら、、μμ<<xx11<<,,xx22,,  <<ρρ以以外外はは考考ええらられれなないい。。  
ささてて§§9933ゆゆええにに、、  

FFμμ<<FFxx11<<FF,,xx22,,  <<FFρρ  
          かか、、ああるるいいはは          FFμμ>>FFxx11>>FF,,xx22,,  >>FFρρ  
          ししかかあありり得得なないいがが、、⼆⼆つつ⽬⽬はは前前提提 FFμμ＜＜FFρρにに⽭⽭盾盾すするるののでで前前者者がが正正ししくく、、ゆゆええにに  

FFxx11<<FF,,xx22,,  ででああるる。。  
22..     xx11 とと xx22 ががどどちちららもも開開区区間間((μμ,,ρρ))のの外外部部ににああるるととききはは、、xx11<<μμ<<ρρ<<,,xx22 かか、、xx11<<,,xx22,,<<μμ<<
ρρかか、、μμ<<ρρ＜＜xx11<<,,xx22,,  かか、、いいずずれれかかででななけけれればばななららなないい。。ゆゆええにに  

FFxx11<<  FFμμ<<  FFρρ<<FF,,xx22,,            
ままたたはは                    FFxx11>>FFμμ>>  FFρρ>>FF,,xx22,,  
ででななけけれればばななららなないい。。ししかかしし FFμμ＜＜FFρρででああるるかからら⼆⼆つつ⽬⽬はは不不合合理理でであありり、、だだかからら前前者者がが
正正ししくく、、つつままりり FFxx11<<FFxx22  ででああるる。。  

33.. 数数 xx11 とと xx22 のの⼀⼀⽅⽅がが開開区区間間((aa..bb))ににあありり、、ももうう⼀⼀⽅⽅ががそそのの外外部部ににああるるなならら、、  
xx11<<μμ<<  xx22,,  <<ρρ          

ままたたはは                    μμ>>  xx11>>ρρ>>  xx22,,  
    ととししかか考考ええらられれなないい。。最最初初のの仮仮定定 xx11<<μμ<<  xx22,,  <<ρρかかららししてて、、  

FFxx11<<  FFμμ<<  FFxx22<<FFρρ          
ままたたはは                    FFxx11<<>>FFμμ>>  FF,,xx22>>FFρρ  

    ししかか考考ええらられれなないいがが、、FFμμ<<  FFρρゆゆええにに、、前前者者、、すすななわわちち FFxx11<<  FFxx22 ししかか考考ええらられれなないい。。[[他他
⽅⽅⼆⼆つつ⽬⽬のの仮仮定定、、μμ>>  xx11>>ρρ>>  xx22 かかららししてて、、  

FFμμ<<FFxx11  <<  FFρρ<<FF,,xx22,,            
ままたたはは                  FFμμ>>  FFxx11>>  FFρρ>>FF,,xx22,,  

ししかか考考ええらられれなないい。。ささてて FFμμ<<  FFρρよよりり、、前前者者、、すすななわわちち FFxx11<<  FFxx22 ししかか考考ええらられれなないい。。  
    ここううししてていいずずれれににせせよよ、、FFxx11<<  FFxx22 ででああるる。。すすななわわちち函函数数はは単単調調増増加加((ffoorrttwwäähhrreenndd  
wwaacchhsseenn))すするる。。  
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§§9955      [[単単調調とといいうう条条件件ののももととでではは、、中中間間値値のの定定理理のの逆逆がが成成りり⽴⽴つつ]]  
[[定定理理]]        開開区区間間((aa,,bb))でで単単調調増増加加ままたたはは単単調調減減少少すするる函函数数がが、、ああるる値値かからら別別のの値値にに移移⾏⾏すす
るるととききかかななららずずそそのの間間ののすすべべててのの値値ををととるるののなならら、、ここのの函函数数はは開開区区間間((aa,,bb))でで連連続続ででああるる。。  
((証証明明))  開開区区間間((aa,,bb))のの任任意意のの変変数数値値をを xxでで表表わわすすとと、、当当然然、、函函数数ががととるる値値 FFxxもも可可測測数数ででああ
りり、、ままたた、、xx++ΔΔがが開開区区間間((aa,,bb))にに収収ままるるよよううににΔΔxxををととるるとと、、FF((xx++ΔΔxx))もも、、ししたたががっってて FF((xx++
ΔΔxx))−−FFxxもも、、当当然然、、可可測測数数ででああるる。。[[ななぜぜなならら、、ここのの函函数数ははああるる値値かからら別別のの値値にに移移⾏⾏すするるとと
ききかかななららずずそそのの間間ののすすべべててのの値値ををととるるののだだかからら。。]]  

そそここでで[[FF((xx++ΔΔxx))−−FFxxとといいうう函函]]数数をを==DDとと置置きき、、ささららにに[[絶絶対対値値がが]]  <<11 ででああるる定定数数μμををとと
るるとと、、μμDDのの絶絶対対値値もも<<DDででああるる。。ここのの場場合合、、FFxx++μμDDははままささにに、、くくだだんんのの函函数数がが[[函函数数]]値値
FFxxかからら出出てて[[函函数数]]値値 FF((xx++ΔΔxx))にに到到達達すするるととききのの、、そそのの到到達達にに先先⽴⽴っってて((bbeevvoorr))取取るるべべきき、、開開
区区間間((  FFxx,,  FFxx++DD))ののななかかのの、、すすななわわちち開開区区間間((FFxx,,FF((xx++ΔΔxx))))ののななかかのの、、[[どどれれかか]]⼀⼀つつのの数数をを表表
ししてていいるる。。  

ささてて函函数数がが函函数数値値 FFxx++μμDDををととるるよよううなな変変数数値値をを  xx++ππΔΔxx  ととおおくく。。ここのの場場合合、、xx++ππΔΔxx
はは開開区区間間((xx,,  xx++ΔΔxx))ににあありり、、ゆゆええにに 00<<ππ＜＜１１ででああるる。。ままたたμμはは限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるここととがが
ででききるるかからら、、μμDD もも限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるここととががでできき、、ゆゆええにに[[μμをを⼗⼗分分⼩⼩ささくく取取れればば]]  μμDD
はは＜＜11//NNととななるるここととががででききるる。。  

ささてて、、どどんんななにに⼩⼩ささいい商商 11//NN ををととっっててもも、、xx ののああるる差差分分==ππΔΔxx  をを[[⼗⼗分分⼩⼩ささくく]]ととれればば、、
[[函函数数値値のの]]差差分分  FF((xx++ππΔΔxx))−−FFxxをを<<  11//NN  ににすするるここととががででききるる。。そそここででππをを[[  00<<ππ＜＜１１のの
ななかかでで]]ささららにに⼩⼩ささくくととるるとと、、くくだだんんのの函函数数[[FFxx]]はは単単調調増増加加ままたたはは単単調調減減少少すするる函函数数だだっったた
ののだだかからら、、差差 FF((xx++ππΔΔxx))−−FFxx もも[[ππΔΔxx がが⼩⼩ささくくななるるののにに連連れれてて]]単単調調にに減減少少すするる。。ししかかしし
ここれれははままささにに連連続続性性のの法法則則がが求求めめるるととこころろででああるる。。  
  
  
  
  

[[⾮⾮単単調調なな連連続続函函数数]]  

  
§§9966            [[⾮⾮単単調調なな連連続続函函数数]]  
[[定定理理]]          aa,,bb,,cc をを順順番番にに並並んんだだ三三つつのの数数（（たたととええばば aa<<bb<<cc））ととすするるとと、、次次ののよよううなな函函数数がが
可可能能ででああるる。。開開区区間間((aa,,bb))でで単単調調増増加加しし開開区区間間((bb,,cc))でで単単調調減減少少すするる函函数数ででああっってて、、ああるるいいはは
開開区区間間((aa,,bb))でで単単調調減減少少しし開開区区間間((bb,,cc))でで単単調調増増加加すするる函函数数ででああっってて、、ししかかもも開開区区間間((aa,,cc))でで継継
続続ししてて連連続続((iinnnneerrhhaallbb  aa  uunndd  bb  ffoorrttwwäähhrreenndd  sstteettiigg))ででああるるよよううなな函函数数ががあありり得得るる。。  
（（証証明明））[[仮仮にに]]  bb がが aa とと cc のの間間にになないいととししたたららどどううななるるだだろろううかか。。bb がが aa とと cc のの間間にになないいなな
らら、、[[⾔⾔いい換換ええるるとと]]  aa==cc かか、、bb がが aa とと cc のの⼩⼩ささいい⽅⽅よよりり⼩⼩ささいいかか、、aa とと cc のの⼤⼤ききいい⽅⽅よよりり⼤⼤
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ききいいかか、、だだととししたたららどどううななるるだだろろうう。。[[ししかかしし]]そそのの場場合合、、[[題題意意がが求求めめるるよよううにに]]⼀⼀つつのの函函数数
がが開開区区間間((aa,,bb))でで増増加加しし（（ままたたはは減減少少しし））、、開開区区間間((bb,,cc))でで減減少少すするる（（ままたたはは増増加加すするる））とといいうう
ののはは、、ももちちろろんん背背理理((uunnggeerreeiimmtt))ででああるる。。ななぜぜなならら第第⼀⼀のの場場合合((つつままりり aa==cc のの場場合合))、、限限界界 aa,,bb  
とと限限界界 cc,,bb にに違違いいははなないいしし、、第第⼆⼆のの場場合合ににはは、、第第⼀⼀のの（（ままたたはは第第⼆⼆のの））限限界界のの間間ににああるるすすべべ
ててのの数数はは、、第第⼆⼆のの（（ままたたはは第第⼀⼀のの））限限界界のの間間ににももああるるかかららででああるる。。  

ししかかしし bb がが aa とと cc のの間間ににああるるなならら、、開開区区間間((aa,,bb))ににああるる xxのの値値がが同同時時にに開開区区間間((bb,,cc))ににああるる
ここととははなないい。。ゆゆええにに[[ここのの場場合合]]、、函函数数がが、、開開区区間間((aa,,bb))とと開開区区間間((bb,,cc))でで、、ままっったたくく別別のの法法則則
((GGeesseettzz))にに従従ううここととはは可可能能ななののででああるる。。ちちょょううどど、、函函数数がが前前者者でではは増増加加しし後後者者でではは減減少少すするる、、
ああるるいいははそそのの逆逆ででああるるとといいうう具具合合ににででああるる。。ささてて函函数数 aaxx−−xx22 とといいうう例例ははままささにに、、上上記記ののよようう
にに振振るる舞舞うう函函数数がが存存在在すするるここととをを、、ししかかもも aa かからら cc ににかかけけてて((vvoonn  aa  bbiiss  cc))継継続続ししてて連連続続性性のの
法法則則にに従従いいななががららそそののよよううにに振振るる舞舞うう函函数数がが存存在在すするるここととをを、、証証明明ししてていいるる。。[[ななぜぜなならら、、
ままずず]]§§8811 でですすででにに確確認認ししたたよよううににそそれれはは有有理理関関数数でであありり、、すすべべててのの xxのの値値にに対対ししてて連連続続でで
あありり続続けけるる。。そそここでで aa がが正正ととすするるとと、、関関数数はは xx==00 かからら xx==aa//22 ににかかけけてて単単調調増増加加しし、、xx==aa//22
かからら xx==aa ににかかけけてて単単調調減減少少すするる。。すすななわわちち、、xxとと xx＋＋𝚫𝚫xxをを開開区区間間((00,,aa//22))  のの⼀⼀対対のの値値ととすするる
とと、、差差 FF((xx++	𝚫𝚫xx))  −FFxx＝＝[[aa((xx＋＋𝚫𝚫xx))−（（xx＋＋𝚫𝚫xx））22]]−[[aaxx−xx２２]]＝＝（（aa−２２xx−𝚫𝚫xx））𝚫𝚫xxはは、、𝚫𝚫xxがが正正でで
（（aa−２２xx−𝚫𝚫xx））がが正正なならら、、つつままりり xxがが正正でで xx<<aa//22 でで xx＋＋𝚫𝚫xx<<aa//22 なならら、、正正ででああるる。。（（そそののとときき
[[⼆⼆つつのの不不等等式式のの辺辺々々のの]]和和  22xx++	𝚫𝚫xx  がが<<aa だだかかららででああるる））。。ゆゆええにに、、xx＋＋𝚫𝚫xx がが xx よよりり⼤⼤ききくく、、
両両者者がが開開区区間間((00,,aa//22))ににああるるなならら、、FF((xx++	𝚫𝚫xx))はは FFxxよよりり⼤⼤ききいい。。すすななわわちち函函数数はは開開区区間間((00,,aa//22))
でで増増加加すするる。。  

ししかかしし xx>>aa//22  ととしし、、ささららにに xx＋＋𝚫𝚫xx＞＞aa//22 ととすするるとと、、和和ををととっってて 22xx＋＋𝚫𝚫xx＞＞aa でであありり、、ゆゆええ
にに差差分分((aa−22xx−𝚫𝚫xx))	はは負負ででああるる。。ししたたががっってて FF（（xx＋＋𝚫𝚫xx））<<FFxx  、、すすななわわちち函函数数はは減減少少すするる。。  
同同じじ開開区区間間ででちちょょううどど逆逆のの振振るる舞舞いいををすするる函函数数のの例例、、すすななわわちち開開区区間間((00,,aa//22))でで減減少少しし、、

開開区区間間((aa//22,,aa))でで増増加加すするる函函数数のの実実例例ととししててはは、、xx22−aaxx  ((aa>>00))ががああるる。。ななぜぜななららここのの場場合合、、差差
分分  FF（（xx＋＋𝚫𝚫xx））−FFxx==((−aa++22xx++	𝚫𝚫xx))	𝚫𝚫xxはは、、xxとと xx++	𝚫𝚫xxがが開開区区間間((00,,aa//22))ににああるるとときき負負でであありり、、
ままたた xx>>aa//22 かかつつそそれれゆゆええ xx＋＋𝚫𝚫xx＞＞aa//22 ででああるるなならら、、正正だだかかららででああるる。。  

ここれれらら⼆⼆つつのの函函数数のの上上昇昇とと下下降降をを直直観観化化ししたたけけれればば、、aa にに特特定定のの数数たたととええばば 88 をを選選びび、、xx
のの個個々々のの値値にに対対ししてて  aaxx−xx22  とと xx22−aaxx  をを計計算算ししててみみるるとと良良いい。。例例ええばば次次のの表表ののよよううににななるる。。  

  
xx          88xx−−xx22            xx22−−88xx  
00                00                  00  

++  11            ++77              −−77  
++  22          ++1122            −−1122  
++  33          ++1155            −−1155  
++  44          ++1166            −−1166  
++  55          ++1155            −−1155  
++  66          ++1122            −−1122  
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++  77          ++  77              −−77  
++  88              00                  00  

  
§§9977        [[付付近近((uumm  ~~  hheerruumm))よよりり⼤⼤ききいい値値・・付付近近よよりり⼩⼩ささいい値値]]  
[[定定理理]]  函函数数  FFxx はは開開区区間間((aa,,bb))でで単単調調増増加加しし開開区区間間((bb,,cc))でで単単調調減減少少しし、、[[変変数数]]値値 bb のの付付近近
でで((uumm  ddeenn  WWeerrtthh  bb  hheerruumm))連連続続ととすするる。。そそののとときき、、[[正正のの]]ωωをを⼗⼗分分⼩⼩ささくくととりり、、そそれれをを[[正正
ののまままま]]限限りりななくく⼩⼩ささくくすするるとときき、、函函数数値値  FFbb はは FF((bb±±ωω))とといいうう形形をを持持つつどどのの値値よよりりもも⼤⼤きき
いい。。逆逆にに、、函函数数  FFxx がが開開区区間間((aa,,bb))でで[[単単調調]]減減少少しし開開区区間間((bb,,cc))でで[[単単調調]]増増加加すするるなならら、、[[そそしし
てて変変数数値値 bb のの付付近近でで連連続続ととすすれればば]]、、値値 FFbb はは FF((bb±±ωω))とといいうう形形をを持持つつどどのの値値よよりりもも⼩⼩ささいい。。  
（（証証明明））前前半半をを証証明明すすれればば⾜⾜りりるる。。ωωががああるる[[正正のの]]値値かからら始始めめてて[[正正ののまままま]]限限りりななくく⼩⼩ささくく
ななるるとときき bb−ωωはは増増加加すするるがが、、FFxx がが開開区区間間((aa,,bb))でで単単調調増増加加すするる以以上上、、そそののとときき FF((bb−ωω))のの
値値もも単単調調増増加加すするる筈筈ででああるる。。ままたた  [[ωωががああるる正正のの値値かからら始始めめてて正正ののまままま限限りりななくく⼩⼩ささくくなな
るるとときき]]  bb＋＋ωωはは減減少少すするるがが、、FFxx  がが開開区区間間((bb,,cc))でで単単調調減減少少すするる以以上上、、そそののとときき FF((bb＋＋ωω))のの
値値もも単単調調増増加加すするる筈筈ででああるる。。ととこころろでで[[前前提提よよりり]]函函数数はは[[変変数数]]値値 bb のの付付近近でで連連続続ででああるるかか
らら、、[[連連続続のの定定義義にに照照ららししてて、、ωωがが正正ののまままま 00 にに向向けけてて⼩⼩ささくくななるるとときき]]  FF((bb±±ωω))	−FFbb[[のの絶絶
対対値値]]はは限限りりななくく[[００にに向向けけてて]]減減少少ししななけけれればばななららなないい。。  

そそここかからら、、値値 FFbb はは、、FF((bb±±ωω))とといいうう形形をを持持つつどどのの値値よよりりもも⼤⼤ききくくななけけれればばななららなないいこことと
がが導導かかれれるる。。ななぜぜなならら、、[[仮仮にに]]ωωののああるる[[正正のの]]値値にに対対ししてて FFbb がが FF((bb−ωω))よよりり⼩⼩ささいいととすするる
とと、、ωωををささららにに[[正正ののまままま]]⼩⼩ささくくししててもも、、[[FF((bb−ωω))がが増増加加すするる以以上上]]、、差差 FF((bb−ωω))−FFbb はは  [[連連
続続のの定定義義がが求求めめるるよよううにに 00 にに向向けけてて]]限限りりななくく減減少少すするるここととががででききなないいかかららででああるる。。  

ままたたωωののああるる値値にに対対ししてて FFbb がが FF((bb++ωω))よよりり⼩⼩ささくくななるるととすするるとと、、ωωががささららにに[[正正ののまままま]]
⼩⼩ささくくななっっててもも、、差差 FF((bb++ωω))−FFbb はは限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるここととははででききなないい。。ななぜぜなならら、、そそのの
とときき FF((bb++ωω))はは[[むむししろろ]]増増加加すするるかかららででああるる。。  
ゆゆええにに FFbb>>  FF((bb−ωω))  かかつつ  FFbb>>  FF((bb++ωω))  ででししかかあありりええなないい。。  

  
§§9988        [[そそのの付付近近((uumm~~hheerruumm))ででのの最最⼤⼤・・最最⼩⼩]]    
[[定定義義]]        連連続続函函数数かか不不連連続続函函数数かかをを問問わわずず、、次次ののよよううにに定定義義すするる。。函函数数 FFxx ががああるる[[特特定定
のの]]変変数数値値 xx==bb ににおおいいててととるる値値[[FFbb]]がが、、ωωををああるる[[正正のの]]値値かからら始始めめてて[[正正ののまままま]]限限りりななくく⼩⼩
ささくくししたたとときき FF((bb±±ωω))ががととるるどどのの値値よよりりもも⼤⼤ききいいなならら、、函函数数値値 FFbb をを「「最最⼤⼤値値((eeiinn  ggrröößßtteerr  
WWeerrtthh))」」、、「「最最⼤⼤((eeiinn  GGrröößßtteess,,  eeiinn  MMaaxxiimmuumm))」」ななどどとと呼呼ぶぶ。。ままたた FFbb  がが、、ωωををああるる値値かからら始始
めめてて限限りりななくく⼩⼩ささくくししたたとときき FF((bb±±ωω))ががととるるどどのの値値よよりりもも⼩⼩ささいいなならら、、函函数数値値 FFbb をを「「最最⼩⼩
値値((eeiinn  kklleeiinnsstteerr  WWeerrtthh))」」、、「「最最⼩⼩((eeiinn  KKlleeiinnsstteess,,  eeiinn  MMiinniimmuunn))」」ななどどとと呼呼ぶぶ。。両両⽅⽅のの値値をを併併せせ
含含むむ⾔⾔葉葉はは「「極極値値((ÄÄuußßeerrssttee  ((  EExxttrreemmaa))))」」でであありり、、そそれれはは BBuussssee がが提提案案ししたた「「卓卓越越値値
((EEmmiinneennzziieenn))」」よよりりははままししだだがが、、私私ははここのの⾔⾔葉葉  [[極極値値]]をを使使わわなないいののでで、、[[最最⼤⼤とと最最⼩⼩のの]]両両
⽅⽅をを併併せせ含含むむ⾔⾔葉葉ははなないいここととににななるる。。  

たただだ次次ののよよううなな特特殊殊ななケケーーススががああるる。。「「ωωをを正正ととししてて、、FF((bb＋＋ωω))>>  FFbb はは成成りり⽴⽴つつがが FF((bb−−
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ωω))>>FFbb がが成成りり⽴⽴たたなないい場場合合」」やや、、「「ωωをを正正ととししてて、、FF((bb−−ωω))>>  FFbb はは成成りり⽴⽴つつがが FF((bb＋＋ωω))>>FFbb
がが成成りり⽴⽴たたなないい場場合合」」ががああるる。。ωωをを負負ににととっっててもも同同様様ででああるる。。ししかかししここうういいううここととがが起起ここるる
理理由由はは⼆⼆通通りりああっってて、、⼀⼀つつはは、、函函数数がが[[第第⼀⼀のの場場合合なならら]]  bb−−ωωでで、、[[第第⼆⼆のの場場合合なならら]]bb＋＋ωω
でで、、可可測測値値をを持持たたなないいかか、、いいややそそももそそもも[[函函数数]]値値をを持持たたなないい場場合合ででああるる。。ももうう⼀⼀つつのの理理由由はは、、
ああるる[[正正のの]]ωωかからら始始めめてて、、そそれれよよりり⼩⼩ささいいすすべべててのの[[正正のの]]ωωににつついいてて、、[[第第⼀⼀のの場場合合なならら]]    
FF((bb−−ωω))==FFbb でであありり、、[[第第⼆⼆のの場場合合なならら]]  FF((bb＋＋ωω))==FFbb ででああるる場場合合ででああるる。。  

ささててままささににそそううししたた状状況況ににおおいいてて、、xx のの正正のの増増加加分分にに応応じじてて関関係係 FF((bb++ωω))  ≷≷FFbb がが成成りり⽴⽴
っってていいたたりり、、ままたた xxのの負負のの増増加加分分にに応応じじてて FF((bb−ωω))  ≶≶  FFbb がが成成りり⽴⽴っってていいるるとときき、、{{函函数数}}値値
FFbb をを「「半半最最⼤⼤((eeiinn  hhaallbbsseeiittiiggeess  MMaaxxiimmuumm))」」やや「「⽚⽚側側最最⼤⼤((eeiinn  eeiinnsseeiittiiggeess  MMaaxxiimmuumm))」」、、ままたた
「「半半最最⼩⼩((eeiinn  hhaallbbsseeiittiiggeess  MMiinniimmuumm))」」やや「「⽚⽚側側最最⼩⼩((eeiinn  eeiinnsseeiittiiggeess    MMiinniimmuumm))」」ななどどとと呼呼
ぶぶ。。そそれれ以以外外ににもも、、最最初初にに説説明明ししたた最最⼤⼤とと最最⼩⼩をを「「完完全全((vvoollllssttäännddiigg))」」、、「「全全⾯⾯((ggaannzz))」」、、「「両両
側側((bbeeiiddeerrsseeiittiigg))」」ななどどとと形形容容すするる。。たただだ端端的的にに「「最最⼤⼤・・最最⼩⼩」」とと⾔⾔ううとときき、、私私はは「「完完全全最最⼤⼤」」
とと「「完完全全最最⼩⼩」」ののここととをを考考ええてていいるる。。  
  
§§9999        [[⼤⼤域域的的最最⼤⼤・・最最⼩⼩((§§6600))とと局局所所的的最最⼤⼤・・最最⼩⼩((§§9988))のの区区別別]]  
[[定定理理]]      前前節節[[§§9988]]でで語語らられれたた意意味味ででのの函函数数 FFxxのの「「最最⼤⼤値値」」ままたたはは「「最最⼩⼩値値」」はは、、かかなならら
ずずししもも§§6600 のの意意味味でで函函数数 FFxx がが閉閉区区間間[[aa,,bb]]ででととるる「「最最⼤⼤値値」」ままたたはは「「最最⼩⼩値値」」にに⼀⼀致致ししなな
いい。。ここののここととはは、、後後者者のの函函数数のの区区間間がが[[閉閉区区間間ででななくく]]開開区区間間((aa,,bb))ででああっっててもも⾔⾔ええるる。。たただだしし、、  
[[ああるる変変数数]]値値 mm をを含含むむよよううなな⼀⼀対対のの近近接接ししたた((nnaahhee  lliieeggeennddee))[[⼆⼆つつのの]]  限限界界ααととββををととっってて、、
FFmm がが閉閉区区間間[[αα,,ββ]]ででのの FFxxのの最最⼤⼤値値ままたたはは最最⼩⼩値値ににななるるよよううににすするるここととはは、、いいつつででもも可可能能
ででああるる。。ししかかししそそううででははななくくてて、、「「閉閉区区間間[[aa,,bb]]でで FFxx ががととるる最最⼤⼤値値ままたたはは最最⼩⼩値値」」がが、、つつまま
りり「「§§6600 のの意意味味ででそそれれよよりり⼤⼤ききいい値値ままたたははそそれれよよりり⼩⼩ささいい値値ががなないい、、とといいうう意意味味ででのの最最⼤⼤
値値ままたたはは最最⼩⼩値値」」がが、、かかななららずず((iimmmmeerr))、、§§9988 のの意意味味ででのの最最⼤⼤((eeiinn  GGrröößßtteess))ああるるいいはは最最⼩⼩
((eeiinn  KKlleeiinnsstteess))ににななるるののはは、、次次のの場場合合にに限限るる。。そそれれはは、、[[FFxx がが最最⼤⼤値値ままたたはは最最⼩⼩値値ををととるるとと
さされれるる」」変変数数値値 mm ととそそれれをを間間にに挟挟むむ⼀⼀対対のの[[ああるる]]数数ααととββががああっってて、、FFxxのの値値ががそそのの閉閉区区間間
[[αα,,ββ]]でで⼀⼀定定値値ををととるる場場合合ででああるる。。  
（（証証明明））  
11.. [[先先ほほどど定定理理でで]]説説明明ししたた意意味味ででのの[[局局所所的的なな]]最最⼤⼤((eeiinn  GGrröößßtteess))ままたたはは最最⼩⼩((eeiinn  

KKlleeiinnsstteess))ででああるる値値がが、、そそののまままま、、函函数数がが xx==aa かからら xx==bb ににかかけけてて((vvoonn  aa  bbiiss  bb))ととるるすすべべ
ててのの値値ののななかかででのの[[⼤⼤域域的的なな]]最最⼤⼤値値ままたたはは最最⼩⼩値値((ddeerr  ggrröößßttee  ooddeerr  kklleeiinnsstt  WWeerrtthh))ででははなな
いいここととはは明明⽩⽩ででああるる。。ななぜぜなならら、、前前者者にに求求めめらられれてていいるるここととはは、、ωωををああるる値値かからら始始めめてて
限限りりななくく減減少少ささせせるるとときき、、FFmm がが FF((mm±±ωω))とといいうう形形をを持持つつすすべべててのの値値よよりりもも⼤⼤ききいいまま
たたはは⼩⼩ささいいここととででああるるがが、、ここののここととはは、、mm よよりり⼗⼗分分にに⼤⼤ききくくままたたはは⼗⼗分分にに⼩⼩ささくくととっったた
xxのの値値にに対対応応すするる FFxxのの函函数数値値がが、、FFmm よよりり⼤⼤ききいいととききででもも（（最最⼤⼤のの場場合合））、、FFmm よよりり⼩⼩ささ
いいととききででもも（（最最⼩⼩のの場場合合））、、起起ここりりううるるかかららででああるる。。たたととええばば、、函函数数 FFxxがが xx==aa でで値値 1100
ををととりり、、xx==bb でで値値 55 ををととりり、、そそれれ以以外外のの xxのの値値にに対対ししてて==11 だだととすするるとと、、FFmm==55 ははももちち
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ろろんん前前節節のの意意味味ででのの[[局局所所的的なな]]最最⼤⼤ででああるるがが（（ななぜぜなならら 55>>11 だだかからら））、、ししかかしし FFmm がが xx==aa
かからら xx==bb ににかかけけててととるる[[⼤⼤域域的的なな]]最最⼤⼤値値ででははなないい（（ななぜぜなならら最最⼤⼤値値はは==1100 ななののだだかからら））。。  

22.. ししかかししそそううはは⾔⾔っっててもも、、数数 mm をを含含みみししかかもも互互いいにに近近接接すするる限限界界ααととββをを⾒⾒出出ししてて、、ここ
のの限限界界ににおおいいてて、、FFmm がが、、函函数数 FFxxがが xx==ααかからら xx==ββににかかけけててととるるすすべべててのの値値のの[[局局所所的的
なな]]最最⼤⼤値値ああるるいいはは最最⼩⼩値値ににななるるよよううににすするるここととががででききるるとといいううののもも、、正正ししいい。。ななぜぜなな
らら、、ωωととそそれれよよりり⼩⼩ささなな値値ににつついいてて、、FFmm がが最最⼤⼤のの場場合合なならら FF((mm−ωω))＜＜FFmm＞＞FF（（mm＋＋ωω））
とといいうう関関係係がが、、ままたた FFmm がが最最⼩⼩のの場場合合なならら FF((mm−ωω))＞＞FFmm＜＜FF（（mm＋＋ωω））とといいうう関関係係がが成成
りり⽴⽴つつよよううなな、、そそんんなな⼗⼗分分にに⼩⼩ささいいωωががああるるかからら、、⼆⼆つつのの数数 mm−ωωとと mm＋＋ωωをを求求めめるる[[αα
ととββとといいううああのの]]⼀⼀対対のの数数にに当当ててれればばよよいいののででああるる。。  

33.. FFmm をを函函数数 FFxxがが xx==aa かからら xx==bb ににかかけけててととるる値値のの最最⼤⼤値値ままたたはは最最⼩⼩値値ととすするる。。ここのの場場合合、、
最最⼤⼤値値ままたたはは最最⼩⼩値値ととはは、、他他ののどどのの値値ももここのの値値よよりりもも⼤⼤ききくくなないいままたたはは⼩⼩ささくくなないいとといい
うう意意味味ででああるる。。ししかかししここののここととかからら、、FFmm がが§§9988 のの意意味味でで[[局局所所的的にに]]最最⼤⼤だだととかか最最⼩⼩だだ
ととかか⾔⾔ええるるわわけけででははなないい。。ななぜぜななららここのの函函数数がが mm をを含含むむ開開区区間間((αα,,ββ))でで⼀⼀定定値値ををととるる
場場合合ががああるるかかららででああるる。。ここののこことと[[つつままりり mm をを含含むむ開開区区間間((αα,,ββ))でで⼀⼀定定値値ををととるるこことと]]
はは、、§§6600 のの意意味味ででのの[[⼤⼤域域的的なな]]最最⼤⼤値値ままたたはは最最⼩⼩値値のの概概念念にに⽭⽭盾盾ししなないいがが、、§§9988 のの意意
味味ででのの極極値値[[ÄÄuußßeerrssttee]]のの概概念念ににはは⽭⽭盾盾すするるののででああるる。。  

44.. ししかかししそそののよよううなな[[つつままりり「「⼀⼀定定値値」」ののよよううなな]]状状態態ががなないいととすすれればば、、§§6600 のの意意味味ででのの[[⼤⼤
域域的的なな]]最最⼤⼤ままたたはは最最⼩⼩とといいうう呼呼称称がが表表わわすす値値がが、、極極値値ででももああるるここととにに疑疑問問のの余余地地ははなな
いい。。ななぜぜなならら、、mm±±ωωがが開開区区間間((aa,,bb))にに含含ままれれるるよよううににωωをを⼗⼗分分⼩⼩ささくく取取れればば、、FFmm ががああ
のの函函数数のの[[⼤⼤域域的的なな]]最最⼤⼤値値なならら、、当当然然、、FF((mm−−ωω))<<FFmm＞＞FF（（mm＋＋ωω））でであありり、、FFmm ががそそのの
[[⼤⼤域域的的なな]]最最⼩⼩値値なならら FF((mm−−ωω))＞＞FFmm＜＜FF（（mm＋＋ωω））ででああるる。。ななぜぜなならら、、そそれれをを否否定定すするる
ここととはは、、ああるるωωががああっってて、、前前者者なならら FF((mm−−ωω))＞＞FFmm ままたたはは FF（（mm＋＋ωω））＞＞FFmm でであありり、、
後後者者なならら、、FF((mm−−ωω))＜＜FFmm ままたたはは FF（（mm＋＋ωω））＜＜FFmm  ととななるるがが、、そそのの場場合合、、前前者者でではは FFmm
はは明明ららかかにに FFxxがが xx==aa かからら xx==bb ににかかけけててととるる最最⼤⼤値値ででななくくななりり、、後後者者でではは FFmm はは明明ららかか
にに FFxx がが xx==aa かからら xx==bb ににかかけけててととるる最最⼩⼩値値ででななるるかかららででああるる。。ししかかしし FF((mm−−ωω))＜＜FFmm  
>>FF（（mm＋＋ωω））ままたたはは FF((mm−−ωω))＞＞FFmm  ＜＜FF（（mm＋＋ωω））でであありり、、ここのの関関係係ははωωがが限限りりななくく減減
少少ししててもも成成りり⽴⽴つつかからら、、前前者者なならら FFmm はは§§9988 のの意意味味でで[[局局所所的的にに]]最最⼤⼤でであありり、、後後者者なならら
同同じじくく最最⼩⼩ででああるる。。  

  
§§110000            [[閉閉区区間間のの場場合合]]  
[[定定理理]]        函函数数がが閉閉区区間間  [[aa,,bb]]でで連連続続かかつつ単単調調増増加加（（ままたたはは連連続続かかつつ単単調調減減少少））なならら、、函函数数
がが閉閉区区間間  [[aa,,bb]]ででととるる値値ののううちちでで、、FFaa がが最最⼩⼩でで FFbb がが最最⼤⼤（（ままたたはは FFaa がが最最⼤⼤でで FFbb がが最最⼩⼩））
ででああるる。。  
（（証証明明））ここここででもも前前半半だだけけをを証証明明ししよようう。。開開区区間間  [[aa,,bb]]のの任任意意のの変変数数値値をを xxでで表表わわすすとと、、証証
明明すすべべききはは FFaa＜＜FFxx＜＜FFbb ででああるる。。ししかかししωω＜＜((bb−aa))ととすするる限限りり、、aa++ωωとと bb−ωωはは開開区区間間  ((aa,,bb))
のの⼀⼀対対のの値値ににななるるかからら、、xx がが開開区区間間((aa++ωω,,bb−ωω))にに納納ままるるよよううににωωをを[[正正のの範範囲囲でで]]⼗⼗分分にに⼩⼩
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ささくく取取れればば、、元元のの函函数数がが単単調調増増加加すするる函函数数ででああるる以以上上、、FF((aa++ωω))＜＜FFxx＜＜FF((bb−ωω))ででななけけれればば
ななららなないい。。ささてて FF((aa++ωω))とと  FF((bb−ωω))はは、、ωωがが限限りりななくく減減少少すするるににつつれれてて、、[[そそれれぞぞれれ]]  FFaa とと
FFbb にに限限りりななくく近近づづくく。。ししたたががっってて FFaa＜＜FFxx＜＜FFbb ででももななけけれればばななららなないい。。[[ゆゆええにに函函数数がが閉閉区区
間間[[aa,,bb]]ででととるる値値ののううちちでで、、FFaa がが最最⼩⼩でで FFbb がが最最⼤⼤ででああるる]]。。  
  
  
  
  
  

                    [[交交代代すするる⾮⾮単単調調なな連連続続函函数数]]  
  
§§110011      [[函函数数値値ををめめぐぐるる交交代代性性((第第⼆⼆種種函函数数かかららのの実実例例))]]  
[[定定理理]]      可可測測なな⼆⼆つつのの限限界界 aa とと bb かかららななるる開開区区間間((aa,,bb))ののすすべべててのの変変数数値値ににおおいいてて、、函函数数 FFxx
はは連連続続性性のの法法則則にに従従ううももののととすするる。。ここのの開開区区間間((aa,,bb))にに無無限限個個のの値値  xx11,,xx22,,xx33,,xx44・・・・・・をを順順番番にに
⼤⼤ききくくああるるいいはは順順番番にに⼩⼩ささくくななるるよよううにに設設定定すするるだだけけでで、、そそれれにに対対応応すするる FFxxのの函函数数値値たたちち
がが、、「「ああるる定定数数  MM以以上上（（⋝⋝				MM））ににななるるこことと」」とと「「そそれれとと異異ななるる定定数数 mm 以以下下（（		⋜⋜  mm））ににななるる
こことと」」をを、、交交互互にに繰繰りり返返すす((aabbwweecchhsseellnndd))よよううににすするるここととががででききるる。。ああるるいいはは、、正正値値とと負負値値
をを交交互互ににととるるよよううにに、、すすななわわちち（（よよくく⾔⾔わわれれるるよよううにに））無無限限回回そそのの符符号号がが交交代代すするる((wweecchhsseellnn))
よよううににででききるる。。  
（（証証明明））  
((11)) [[そそののよよううなな関関数数のの実実例例をを与与ええるるたためめにに]]、、ままずず次次ののよよううににおおくく。。  

  

00<<xx≦≦		𝟏𝟏	
𝟑𝟑

のの値値にに対対ししてて、、数数WW==xxととおおきき、、  

		𝟏𝟏	
𝟑𝟑
<<xx≦≦３３

４４
のの値値にに対対ししてて、、WW==((33−	44xx))//22、、  

３３
４４
<<xx≦≦  ７７

８８
のの値値にに対対ししてて、、WW==((44xx  −	33))、、  

７７
８８
<<xx≦≦𝟏𝟏𝟏𝟏

𝟏𝟏𝟏𝟏
のの値値にに対対ししてて、、WW==((1155  −1166xx))//22、、          そそししてて⼀⼀般般にに  

((2222nn――11−１１))//2222nn――11＜＜xx≦≦((2222nn−１１))//2222nn のの値値にに対対ししてて、、WW==((2222nn−１１−2222nn・・xx))//22  
((2222nn−１１))//2222nn＜＜xx≦≦((2222nn++11−１１))//2222nn++11 のの値値にに対対ししてて、、WW==2222nn・・xx−2222nn＋＋１１  ととおおくく。。  

  
すすぐぐわわかかるるよよううにに、、開開区区間間（（００,,11））ののすすべべててのの xxのの値値ににつついいててここのの函函数数はは連連続続性性のの法法則則にに

従従っってていいるる。。ななぜぜなならら[[ままずず]]、、00 とと		𝟏𝟏	
𝟑𝟑

のの間間((zzwwiisscchheenn))でで、、		𝟏𝟏	
𝟑𝟑

、、３３
４４

のの間間でで、、３３
４４

、、７７
８８

のの間間でで・・・・・・
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とと[[そそれれぞぞれれのの]]間間でで[[函函数数がが]]xxににつついいてて連連続続ででああるるここととはは、、[[函函数数]]WWががここれれららのの値値にに対対ししてて
いいつつもも((dduurrcchhggäännggiigg))  aa++bbxxとといいうう形形ををととっってていいるるここととかからら直直ちちにに明明ららかかででああるる((§§77))。。  

ままたた		𝟏𝟏	
𝟑𝟑

、、３３
４４

、、７７
８８

、、１１５５
１１６６

・・・・・・((2222nn――11−１１))//2222nn――11、、((2222nn−１１))//2222nn とといいうう無無限限列列ををななすす xxのの[[個個々々

のの]]値値ににおおいいててもも、、  [[函函数数]]WWがが[[そそれれぞぞれれ]]  連連続続性性をを有有すするるここととはは、、上上のの⼀⼀連連のの場場合合分分けけかか
らら⼆⼆つつのの連連続続すするるケケーースス場場合合をを選選びび、、[[⼀⼀つつのの場場合合のの xxをを増増ややしし、、他他のの⼀⼀つつのの場場合合のの xxをを減減
ららすすここととにによよっってて]]  xx のの差差をを限限りりななくく減減少少ささせせたたとときき[[⼆⼆つつのの函函数数]]  値値がが限限りりななくく近近づづくくここ
ととかからら知知らられれるる。。  

ととこころろでで xx==((2222nn――11−１１))//2222nn――11 ののとときき WW==		𝟏𝟏	
𝟑𝟑

でであありり、、xx==((2222nn――11−１１))//2222nn――11++ωω  ののとときき WW==  
		𝟏𝟏	
𝟑𝟑
−	2222nn――11・・ωω  でであありり、、xx==((2222nn−１１))//2222nn  ののとときき WW==00 でであありり、、xx==((2222nn−−１１))//2222nn＋＋ωωののとときき

WW==2222nn・・ωω  ででああるるかからら、、ここのの函函数数がが  		𝟏𝟏	
𝟑𝟑

、、３３
４４

、、７７
８８

、、１１５５
１１６６

・・・・・・((2222nn――11−１１))//2222nn――11、、((2222nn−１１))//2222nn

とといいうう列列ををななすす値値ににつついいてて、、		𝟏𝟏	
𝟑𝟑

とと 00 をを交交互互にに((aabbwweecchhsseellnndd))ととるるここととがが知知らられれるる。。ささてて無無限限

のの集集ままりり((MMeennggee))ををななすす xxののここれれららのの値値はは、、ずずっっとと((ffoorrttwwäähhrreenndd))開開区区間間((00,,11))にに留留ままりり続続けけ

るるかからら、、数数WWはは定定理理のの前前半半でで前前提提さされれたた条条件件をを充充たたししてていいるるここととががわわかかるる。。すすななわわちちここのの

例例でではは、、𝟏𝟏	
𝟑𝟑	
	ががMMでで、、00 がが mm でで、、00 がが aa でで、、11 がが bb ななののででああるる。。  

  
((22))ししかかししここれれでで定定理理後後半半のの証証明明もも終終わわっってていいるる。。WWはは開開区区間間（（00、、11））でで無無限限回回ににわわたたっってて

交交互互にに		𝟏𝟏	
𝟑𝟑

とと 00 ををととるるののだだかからら、、WW−	𝟏𝟏
𝟒𝟒
  はは、、ままささににここのの開開区区間間でで無無限限回回ににわわたたっってて  𝟏𝟏

	𝟒𝟒
	ととーー𝟏𝟏

𝟒𝟒
	

をを、、つつままりり正正とと負負をを交交互互ににととるる数数をを表表ししてていいるる。。  
  
§§110022      [[函函数数値値ををめめぐぐるる交交代代性性（（第第⼀⼀種種函函数数かかららのの実実例例））]]  
[[注注解解]]        数数学学にに通通じじたた者者はは次次ののここととををすすぐぐ理理解解すするる。。前前節節のの実実例例[[はは序序⽂⽂ににいいうう第第⼆⼆種種函函
数数だだっったたがが、、ししかかししそそれれ]]だだけけででははななくく、、変変数数のの特特定定のの値値ととままっったたくく独独⽴⽴なな⼀⼀個個のの法法則則((eeiinn  
eeiinnzziiggeess  GGeesseettzz))にによよっってて限限定定可可能能なな函函数数[[すすななわわちち第第⼀⼀種種函函数数]]ももままたた、、ここのの定定理理がが述述べべるる
特特性性をを持持つつ。。たたととええばば ssiinn  lloogg((11−−xx))はは開開区区間間（（00,,11））でで  ++11 とと−１１とといいうう値値をを無無限限回回ととるる。。  
  
§§110033        [[区区間間のの問問題題]]  
  [[補補題題]]        次次ののここととにに注注意意さされれたたいい。。上上のの定定理理[[§§110011]]はは函函数数 FFxxのの連連続続性性をを開開区区間間((aa,,bb))のの
すすべべててのの変変数数値値ににつついいてて前前提提ししてていいるるがが、、そそれれがが「「aa とと bb でで決決ままるるここのの開開区区間間[[のの全全体体]]でで連連
続続ででななけけれればばななららなないい((mmüüsssseenn))」」とといいうう趣趣旨旨ななののかか、、そそれれととももたただだ「「ここのの開開区区間間[[のの全全体体]]でで
連連続続ででああっっててもも差差しし⽀⽀ええなないい((kköönnnneenn))」」とといいうう趣趣旨旨ななののかか、、ここのの点点ににつついいてて定定理理はは何何もも語語
っってていいなないい。。  
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§§110044        [[無無限限回回ににわわたたるる交交代代]]  
[[定定理理]]        開開区区間間（（aa,,bb））ののすすべべててのの変変数数値値ににおおいいてて、、函函数数 FFxxはは連連続続性性のの法法則則にに従従ううももののとと
すするる。。ももしし函函数数 FFxxがが、、「「函函数数値値がが定定数数MM以以上上((≧≧))ににななりり、、別別のの定定数数 mm 以以下下((≦≦))ににななるる」」ここ
ととをを、、交交互互にに((aabbwweecchhsseellnndd))、、ししかかもも無無限限回回ににわわたたっってて((uunneennddlliicchhee  MMaahhllee))⾏⾏ううののなならら、、ここのの
函函数数はは開開区区間間((MM,,mm))ののすすべべててのの任任意意のの[[函函数数]]値値をを無無限限回回ととっってていいるる。。ままたたここのの函函数数でで、、符符号号
がが無無限限回回ににわわたたっってて交交代代すするるなならら、、函函数数はは[[函函数数]]値値 00 をを無無限限回回ととっってていいるる。。[[訳訳者者。。以以上上をを
「「定定理理のの前前半半」」ととすするる]]。。  

ささららににいいずずれれのの場場合合もも、、  [[そそののよよううなな函函数数値値ををととるる]]  どどのの変変数数値値 xxももそそのの「「次次((nnääcchhsstt))」」
をを持持つつ。。つつままりりどどのの変変数数値値 xxもも、、他他ににももっっとと近近いい変変数数値値がが⾒⾒つつかかららなないいよよううなな、、[[特特別別にに近近
いい]]変変数数値値をを持持つつ。。[[訳訳者者。。以以上上をを「「定定理理のの後後半半」」ととすするる]]。。  
（（証証明明））  定定理理のの前前提提よよりり、、[[すすななわわちち⼀⼀定定数数 MMよよりり≧≧ととななりり、、別別のの⼀⼀定定数数 mm よよりり≦≦ととなな
るるここととをを、、無無限限回回ににわわたたっってて交交互互にに繰繰りり返返すすとといいうう前前提提かからら、、ああるるいいはは函函数数がが 00 をを無無限限回回
ととるるとといいうう前前提提かからら]]、、当当然然、、次次ののよよううなな[[変変数数]]値値のの列列((RReeiihhee))がが⾒⾒つつかかるる。。すすななわわちち、、全全部部
のの項項がが開開区区間間((aa,,bb))ににあありり、、後後続続のの値値はは先先⾏⾏すするる値値よよりり⼤⼤ききくく（（ああるるいいはは⼩⼩ささくく））、、ししかかももここ
れれららのの値値にに対対応応すするる函函数数値値 FFxxがが、、第第⼀⼀のの場場合合なならら、、≧≧MMとと≦≦mm をを交交互互ににととりり、、第第⼆⼆のの場場合合
なならら、、正正値値とと負負値値をを交交互互ににととるるよよううなな、、そそののよよううなな[[変変数数値値のの]]列列がが⾒⾒つつかかるる。。ささてて§§6655 よよ
りり連連続続函函数数はは値値MMかからら値値 mm にに移移⾏⾏すするるとときき、、かかななららずずそそのの間間ののすすべべててのの値値をを少少ななくくとともも⼀⼀
度度ははととるるかからら、、MM とと mm のの間間  ((zzwwiisscchheenn))のの任任意意のの数数をを CC ととすするるとと、、第第⼀⼀のの場場合合なならら、、いいまま
挙挙げげたた xx  のの値値のの列列ののどどのの⼆⼆つつのの項項のの間間ににもも少少ななくくとともも⼀⼀つつのの値値 xx  ががああっってて、、ここのの xx  ににおおいい
てて FFxx  はは値値 CCををととっってていいるる。。[[以以上上でで定定理理前前半半のの証証明明はは終終わわりり]]。。  

ささてて[[函函数数値値]]FFxx  がが交交互互にに≧≧MM そそししてて≦≦mm ととななるるよよううなな、、xx のの[[変変数数]]値値のの無無限限のの集集ままりり
((MMeennggee))ががああるるののだだかからら、、「「そそのの間間でで((ddaazzwwiisscchheenn))FFxxがが値値 CCををととるるよよううなな xxのの値値のの無無限限のの集集
ままりり」」ももななけけれればばななららなないい。。だだがが§§5544 よよりりここれれららのの値値ははどどれれももそそのの「「次次のの((nnääcchhsstt))」」値値をを持持
つつ。。  

ままたた同同じじここととはは符符号号がが無無限限回回ににわわたたっってて交交代代すするる第第⼆⼆のの場場合合ににもも⾔⾔ええるる。。数数 00 はは正正のの値値
とと負負のの値値のの間間((zzwwiisscchheenn))のの数数だだかかららででああるる。。[[以以上上でで定定理理後後半半のの証証明明はは終終わわりり]]。。  
  
§§110055      [[閉閉区区間間とと開開区区間間]]  
[[定定理理]]      次次ののよよううににししてて無無限限個個のの[[変変数数]]値値のの集集ままりり xx11、、xx22、、xx33、、・・・・・・  ((  ggeewwiissssee  〜〜WWeerrtthhee
〜〜  vvoonn  uunneennddlliicchheerr  MMeennggee))ををととるるここととががででききるる場場合合をを考考ええよようう。。すすななわわちち函函数数 FFxx ににつついい
てて、、aa とと bb とといいうう可可測測なな限限界界かかららななるる開開区区間間((aa,,bb))ににおおいいてて、、無無限限個個のの[[変変数数]]値値のの集集ままりり xx11、、
xx22、、xx33・・・・・・にに対対すするる函函数数値値たたちちがが、、ああるる定定数数MM以以上上のの((≧≧))値値とと、、MMととはは異異ななるる定定数数 mm 以以
下下のの((≦≦))値値をを、、交交互互にに((aabbwweecchhsseellnndd))ととるるよよううににすするるここととががででききてて、、ししかかももここのの交交代代
((WWeecchhsseell))がが xx11、、xx22、、xx33、、・・・・・・とといいうう[[変変]]数数[[値値]]のの無無限限のの集集ままりりにに呼呼応応ししてて無無限限回回ににわわたたっっ
てて繰繰りり返返さされれるる場場合合をを考考ええるる。。そそののとときき私私はは、、「「ここのの関関数数はは閉閉区区間間[[aa,,bb]]((eeiinnsscchhlliieeßßlliicchh  vvoonn  aa  
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bbiiss  bb))でではは、、連連続続性性のの法法則則にに従従わわなないい」」とと主主張張すするる。。私私がが主主張張すするるののはは[[正正確確ににはは]]ここううででああ
るる。。「「ここのの関関数数はは、、xx==aa でで不不連連続続((uunnsstteettiigg))かか、、xx==bb でで不不連連続続かか、、開開区区間間((aa,,bb))のの（（複複数数かかどどうう
かかはは別別ととししてて））⼀⼀つつのの変変数数値値でで不不連連続続かか、、そそののいいずずれれかかででああるる」」とと。。  
（（証証明明））  [[題題意意よよりり]]  FFxxににMM以以上上のの値値とと mm 以以下下のの値値をを交交互互にに((aabbwweecchhsseellnndd))ととららせせるる無無限限
個個のの xxのの[[変変数数]]値値  xx11,,xx22,,xx33・・・・・・はは、、すすべべてて可可測測なな開開区区間間((aa,,bb))ににああるる。。そそここでで[[函函数数 FFxxがが閉閉
区区間間[[aa,,bb]]でで連連続続ででああるるとと仮仮定定すするるとと]]、、次次ののよよううににででききるる筈筈ででああるる。。ままずず、、望望むむだだけけ狭狭めめるる
ここととががででききるる⼀⼀対対のの限限界界でで、、ここれれららのの変変数数値値 xx11,,xx22,,xx33・・・・・・ののすすべべててをを囲囲うう((eeiinnsscchhlliieeßßeenn))かか、、
ささももななくくばば((ooddeerr))、、[[ややははりり]]望望むむだだけけ狭狭めめるるここととががででききるる⼀⼀対対のの限限界界でで、、上上記記のの[[無無限限個個のの]]
変変数数値値たたちちのの⼀⼀部部分分((TThheeiill))をを、、たただだししそそれれ⾃⾃体体、、無無限限個個のの集集ままりりをを含含むむよよううなな⼀⼀部部分分をを囲囲
ううかか、、そそののどどちちららかかがが[[連連続続性性のの仮仮定定ゆゆええにに]]ででききるる筈筈ででああるる。。そそここでで限限りりななくく⼩⼩ささくくななるる絶絶
対対値値ををωωでで表表わわせせばば、、ここのの限限界界[[ののななすす開開区区間間]]はは（（aa,,  aa++ωω））かか、、（（bb,,  bb−ωω））かか、、（（cc,,  cc±±ωω））
かか（（たただだしし cc はは開開区区間間  ((aa,,bb))ににああるる））、、そそののいいずずれれかかとといいううここととににななるる。。  
[[ししかかしし、、いいままかからら⾒⾒るるよよううにに]]  第第⼀⼀のの場場合合はは、、函函数数はは xx==aa おおよよびびそそのの正正のの増増加加((ZZuuwwaacchhss))

おおいいてて不不連連続続、、第第⼆⼆のの場場合合はは、、xx==  bb おおよよびびそそのの負負のの増増加加ににおおいいてて不不連連続続、、第第三三のの場場合合はは、、
xx==  cc  ににおおいいてて不不連連続続ととななるるだだろろうう。。[[すすななわわちち[[閉閉区区間間[[aa,,bb]]でで連連続続とといいうう仮仮定定にに反反すするるこことと
ににななるるだだろろうう]]。。第第⼀⼀のの場場合合をを証証明明すすれればば⼗⼗分分ででああるる。。  

    [[ままずず FFxxがが xx==aa でで連連続続だだととすすれればば]]、、  FFxxににMM以以上上のの値値とと mm 以以下下のの値値をを交交互互ににととららせせるる
[[変変数数]]値値たたちち xx11,,xx22,,xx33・・・・・・はは、、[[変変数数]]値値 xx==aa のの近近くく((NNäähhee))でで⾮⾮常常にに稠稠密密にに((ddiicchhtt))集集積積ししてて
いいるるののでで((aannggeehhääuufftt))、、[[先先ほほどどのの前前提提ゆゆええにに]]ωωををどどんんななにに⼩⼩ささくくととっっててもも、、ここれれららのの変変数数
値値のの[[⼀⼀部部ででああるる]]無無限限のの集集ままりりがが aa とと aa++ωωとといいうう⼆⼆つつのの限限界界にに含含ままれれるる((ssiicchh  eeiinnsscchhlliieeßßeenn  
llaasssseenn))だだろろうう。。[[ととこころろがが FFxxははMM以以上上のの値値とと mm 以以下下のの値値をを交交互互ににととるるののだだかからら]]、、  たたととええ
ωωをを限限りりななくく減減少少ささせせたたととこころろでで、、差差 FF((aa++ωω))	–  FFωω  はは連連続続性性のの法法則則のの[[限限りりななくく減減少少せせよよ
とといいうう]]命命令令にに明明ららかかにに従従わわなないい。。[[ななぜぜなならら]]仮仮にに、、⼗⼗分分にに⼩⼩ささいいωωににつついいてて先先のの差差のの絶絶対対
値値がが＜＜𝟏𝟏

𝑵𝑵
でであありり、、ωωをを減減少少ささせせててももそそううでであありり続続けけるるととししよようう。。ししかかししそそれれででもも、、⼩⼩ささいいωω

にに対対ししててささららにに⼩⼩ささいい⼆⼆つつののωωがが取取れれてて、、⼀⼀⽅⽅ににつついいてて FF((aa++ωω))  ≧≧MM でで、、他他⽅⽅ににつついいてて
FF((aa++ωω))  ≦≦mm  ととななるるよよううににででききるるだだろろうう。。すすななわわちち、、そそれれぞぞれれををωω11  ととωω22  でで表表わわせせばば、、
FF((aa++ωω11))  ≧≧MM  かかつつ FF((aa++ωω22))  ≦≦mm  ととででききるるだだろろうう。。ししたたががっってて FF((aa++ωω11))	−	FF((aa++ωω22))  ≧≧  
((MM−mm))。。ししかかしし[[他他⽅⽅でで]]連連続続性性のの法法則則にによよれればば、、FF((aa++ωω11))	−	FFaa<<  １１

𝐍𝐍
  かかつつ FF((aa++ωω22))	−	FFaa<<	１１

𝐍𝐍
  

ででななけけれればばななららずず、、ゆゆええにに結結局局 FF((aa++ωω11))	−	FF((aa++ωω22))<<  𝟑𝟑
𝐍𝐍
  ででななけけれればばななららなないいがが、、ここれれはは

FF((aa++ωω11))	−	FF((aa++ωω22))≧≧  ((MM−mm))とと⽭⽭盾盾すするる。。ゆゆええにに FFxxはは xx==aa ににおおいいててはは連連続続ででなないい。。云云々々。。  
  
§§110066      
[[定定理理]]      [[ししかかしし前前節節のの定定理理ににもも拘拘ららずずここうういいううここととががああるる]]。。  閉閉区区間間[[aa,,bb]]ののすすべべててのの変変数数
値値ににおおいいてて連連続続性性のの法法則則にに従従うう函函数数ででああっっててもも、、[[条条件件次次第第でではは]]  開開区区間間((aa,,bb))でで無無限限回回ににわわ
たたっってて((uunneennddlliicchhee  MMaahhllee))交交互互にに上上昇昇とと下下降降をを繰繰りり返返すすここととががあありり得得るる。。そそのの条条件件のの⼀⼀つつはは、、
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「「函函数数のの最最⼤⼤たたちちとと最最⼩⼩たたちちのの絶絶対対値値がが無無限限にに増増加加すするるここととははなないい」」でであありり、、他他のの⼀⼀つつはは「「xx
がが[[どどここかかにに向向かかっってて]]増増ええ続続けけるるままたたはは減減りり続続けけるるとときき、、函函数数がが交交互互ににととるる最最⼤⼤値値とと最最⼩⼩値値
のの差差((UUnntteerrsscchhiieedd))がが限限りりななくく⼩⼩ささくくななるる」」ででああるる。。  
（（証証明明））  どどのの変変数数値値 xxにに対対ししててもも、、ii をを⼗⼗分分にに⼩⼩ささくくととりりささええすすれればば開開区区間間((xx,,  xx++ii))ままたたはは
((xx,,  xx−ii))でで単単調調増増加加ああるるいいはは単単調調減減少少ににででききてて、、[[ささららにに]]そそのの変変数数値値ににおおいいてて連連続続ででももああるる
よよううなな、、そそんんなな[[函函数数のの]]実実例例なならら容容易易にに⽰⽰すすここととががででききるる。。  

ししかかしし[[ここんんなな函函数数ははどどううだだろろううかか]]。。[[変変数数]]  xxがが開開区区間間((aa,,bb))でで増増ええ続続けけるるああるるいいはは減減りり
続続けけるるとときき、、[[函函数数値値がが]]上上昇昇とと下下降降をを無無限限回回ににわわたたっってて交交互互にに繰繰りり返返すす[[ののでで、、どどんんなな⼩⼩ささ
いい区区間間ををととっっててもも単単調調増増加加ににもも単単調調減減少少ににももででききなないいよよううなな]]函函数数ははどどううだだろろううかか。。[[ここんんなな
函函数数はは連連続続でであありり得得るるののだだろろううかか]]。。  

ままずず次次ののよよううなな[[⼀⼀連連のの条条件件をを充充たたすす]]無無限限個個のの変変数数 xxのの値値のの集集ままりり xx11,,xx22,,xx33,,xx44・・・・・・・・がが
存存在在ししななけけれればばななららなないい。。すすななわわちち、、[[第第⼀⼀にに]]どどのの値値もも開開区区間間((aa,,bb))ににああるるこことと。。[[第第⼆⼆にに]]  前前
のの値値よよりり後後のの値値のの⽅⽅がが⼤⼤ききいい（（ままたたはは⼩⼩ささいい））こことと。。ささららにに[[第第三三にに]]、、ああるる⼆⼆つつのの[[§§110044 のの
意意味味でで]]隣隣接接((nnääcchhsstt))すするる値値[[のの対対]]ににつついいてて、、FFxx  ががここのの⼆⼆つつのの値値のの開開区区間間でで増増加加（（ままたたはは減減
少少））しし、、そそのの次次のの対対ににつついいててはは逆逆ににここのの⼆⼆つつのの値値のの開開区区間間でで減減少少（（ままたたはは増増加加））すするるとといいうう
こことと。。ままたたそそれれゆゆええ[[最最後後にに]]、、FFxxがが値値 xx11,,xx22,,xx33,,xx44・・・・・・・・ででととるる[[函函数数]]値値たたちちがが最最⼤⼤とと最最⼩⼩
ででああるるとといいううこことと。。以以上上のの諸諸条条件件をを満満たたすす変変数数 xx のの値値のの無無限限個個のの集集ままりり xx11,,xx22,,xx33,,xx44・・・・・・・・
がが存存在在ししななけけれればばななららなないい[[ここととはは、、本本節節ままででのの議議論論かからら明明ららかかででああるる]]。。  

ととこころろががすすででににすすででにに[[§§110055  ??]]確確認認ししたたよよううにに、、以以上上のの内内容容かからら次次ののここととがが導導かかれれるる。。
すすななわわちち、、  xx==aa とといいうう[[変変数数]]値値ののそそばば((bbeeyy))ででああれれ、、xx==bb とといいうう[[変変数数]]値値ののそそばばででああれれ、、ああ
るるいいはは xx のの開開区区間間((aa,,bb))のの⼀⼀つつままたたはは複複数数のの[[変変数数]]値値ののそそばばででああれれ、、そそののどどここかかにに⾮⾮常常にに多多
くくのの((ssoo  vviieellee))  xx11,,xx22,,xx33,,xx44・・・・・・・・がが繋繋ががりりななががらら集集積積すするるののだだかからら((aanneeiinnaannddeerr  hhääuuffeenn))、、そそ
のの結結果果ととししてて、、ここれれらら[[aa,,bb,,cc]]のの値値ののどどれれかか⼀⼀つつのの値値とと、、別別のの[[ああるる]]変変数数とといいうう[[⼆⼆つつのの]]限限界界
はは、、いいくくらら望望むむだだけけ両両者者をを互互いいにに近近づづけけててもも、、[[そそれれででもも]]そそのの間間にに((zzwwiisscchheenn))xx11,,xx22,,xx33,,xx44・・・・・・・・
のの無無限限個個のの集集ままりりをを含含んんででししままううののででああるる。。  

だだかからら xxがが、、ああののどどちちららかかのの値値のの⼀⼀つつででああろろううとと[[つつままりり aa ででああろろううとと bb ででああろろううとと]]、、
ああるるいいはは複複数数ののここれれららのの値値[[xx11,,xx22,,xx33,,xx44・・・・・・・・]]のの⼀⼀つつででああろろううとと、、いいずずれれににせせよよそそれれをを cc とと
表表記記すするるなならら（（そそののとときき cc はは==aa かか、、==bb かか、、cc がが開開区区間間((aa,,bb))ににああるるかか、、ののいいずずれれかかででああるる
がが））、、そそののとときき、、FFxxがが開開区区間間((cc,,cc++ii))ああるるいいはは開開区区間間((cc,,  cc−−ii))でで単単調調増増加加ああるるいいはは単単調調減減少少すす
るるとと⾔⾔ええるるほほどど、、充充分分にに⼩⼩ささいい ii はは存存在在ししなないい。。[[ななぜぜなならら開開区区間間((cc,,  cc−−ii))ででいいくくらら ii をを⼩⼩ささ
くくししててもも、、[[題題意意よよりり]]函函数数ははそそののななかかでで増増加加とと減減少少[[のの交交代代]]ををややめめなないいかかららででああるる]]。。  

ここののここととはは当当然然、、xx==cc ににおおけけるる函函数数 FFxxのの連連続続性性をを脅脅かかすす。。実実際際、、ももしし最最⼤⼤とと最最⼩⼩ががそそのの
絶絶対対値値ににおおいいてて限限りりななくく増増加加すするるなならら、、函函数数はは連連続続ででははあありりええなないい。。ななぜぜなならら[[本本節節のの定定理理
はは連連続続性性とといいうう]]条条件件をを§§6600 とと共共有有すするるににもも拘拘ららずず、、閉閉区区間間[[aa,,bb]]ののすすべべててのの[[変変数数]]値値ににつついい
てて、、§§6600 でで⾔⾔わわれれたた意意味味ででのの最最⼤⼤かか最最⼩⼩がが[[§§6600 にに反反ししてて]]⾒⾒つつかかららなないい[[ののはは、、ここここでではは最最
⼤⼤とと最最⼩⼩ががそそのの絶絶対対値値ににおおいいてて限限りりななくく増増加加すするるととさされれてていいるる]]かかららででああるる。。だだかからら、、最最⼤⼤
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とと最最⼩⼩がが[[そそれれぞぞれれ絶絶対対値値ににおおいいてて]]ああるる⼀⼀つつのの可可測測なな値値をを超超ええなないいここととがが必必要要ななののででああるる。。  
ししかかしし前前節節のの結結果果ははここううだだっったた。。すすななわわちち、、FFxx がが無無限限回回ににわわたたっってて交交互互ににととるる最最⼤⼤がが総総
じじててああるる定定数数 MM 以以上上でであありり、、ままたたそそのの最最⼩⼩がが総総じじててああるる定定数数 mm 以以下下でであありり続続けけるる
((vveerrbblleeiibbeenn))場場合合、、函函数数のの連連続続性性がが不不可可能能ににななるる可可能能性性がが依依然然ととししてて残残るる、、とと。。ととこころろがが本本
節節のの定定理理ででははそそううででははななくくてて((ddaaggeeggeenn))、、「「最最⼤⼤とと最最⼩⼩のの差差((UUnntteerrsscchhiieedd))がが限限りりななくく減減少少すす
るる」」とといいうう前前提提がが[[新新たたにに]]加加ええらられれてていいてて、、ここのの前前提提ゆゆええににくくだだんんのの函函数数はは xx==cc ににおおいいてて
連連続続性性にに必必要要なな条条件件をを充充たたすすののででああるる。。  

ななぜぜなならら、、たたししかかににどどののωωににつついいててもも、、FF((cc±±ωω11))がが最最⼤⼤ににななるるよよううななささららにに⼩⼩ささいいωω11

がが⾒⾒つつかかりり、、ままたた FF((cc±±ωω22))がが最最⼩⼩ににななるるよよううななささららにに⼩⼩ささいいωω22 もも⾒⾒つつかかるるだだろろううしし、、前前
者者はは元元のの値値 FF((cc±±ωω))よよりり⼤⼤ききくく、、後後者者はは元元のの値値 FF((cc±±ωω))よよりり⼩⼩ささいいがが、、ここののここととはは[[いいままかか
らら述述べべるるよよううにに]]、、ささららににωωをを⼩⼩ささくくととっったたとときき、、差差 FF((cc±±ωω))−−  FFcc がが  <<  11//NN  ととななりり、、そそ
ししててそそううでであありり続続けけるるここととをを妨妨げげなないいかかららででああるる。。とといいううののはは、、⼩⼩ささくくととっったたωωにに対対応応すするる
[[函函数数値値のの]]すすべべててのの最最⼤⼤とと最最⼩⼩のの差差がが＜＜11//NN でであありり続続けけるる((vveerrbblleeiibbeenn))よよううにに、、そそううななるるよよ
ううににωωをを⼩⼩ささくくととっってておおききささええすすれればば、、FFcc<<FF((cc±±ωω))ででああるる場場合合、、ωωををささららにに⼩⼩ささくくししたたとと
こころろでで、、差差ににつついいててはは FF((cc±±ωω))−−FFcc  >>  FF((cc±±ωω11))−−FFcc  ととははななりり得得なないいしし、、FFcc＞＞  FF((cc±±ωω))でで
ああるる場場合合、、ωωををささららにに⼩⼩ささくくししたたととこころろでで、、差差ににつついいててはは FF((cc±±ωω))−−FFcc  >>  FF((cc±±ωω22))−−FFcc  とと
ははななりり得得なないいかかららででああるる。。ゆゆええにに FF((cc±±ωω))−−FFcc  ははずずっっとと((ffoorrttwwäähhrreenndd))    <<11//NN  でであありり続続
けけるる。。  
  

（（実実例例））次次ののよよううなな法法則則にに従従っってて xxにに依依存存すするる[[函函]]数数WWをを考考ええよようう。。すすななわわちち、、  

            xx==00  かからら      𝟏𝟏
𝟑𝟑
  でではは、、  WW＝＝  xx  

  xx＝＝𝟏𝟏
𝟑𝟑
  かからら    	𝟑𝟑

𝟒𝟒
  でではは、、  WW==  11−−xx  

xx==𝟑𝟑
𝟒𝟒
    かからら    𝟕𝟕

𝟖𝟖
  でではは、、  WW==  xx−−𝟏𝟏

𝟑𝟑
    

xx==𝟕𝟕
𝟖𝟖
				かからら				𝟏𝟏𝟏𝟏

𝟏𝟏𝟏𝟏
  でではは、、    WW==  𝟏𝟏

𝟒𝟒
−−xx  

  xx==𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟏𝟏𝟏𝟏

  かからら    𝟑𝟑𝟏𝟏
𝟑𝟑𝟑𝟑

  でではは、、  WW==  xx−−𝟏𝟏
𝟖𝟖
        等等々々。。    ⼀⼀般般にに    

xx==((2222nn−−11))//((  2222nn))  かからら((2222nn＋＋１１−−11))//((  2222nn＋＋１１))でではは、、  WW==xx−−((2222nn−−11))//33・・((2222nn−−11))  でであありり、、  

xx==((2222nn++11−−11))//((  2222nn++11))  かからら((2222nn＋＋22−−11))//((  2222nn＋＋22))でではは、、  WW==((2222nn++22−−11))//33・・((2222nn))  −−xxでであありり、、  

最最後後にに、、xx==11 ででWW==11//33 ととすするる。。  
すすぐぐ分分かかるるよよううにに、、ここのの函函数数はは開開区区間間((00,,11))でで無無限限回回ににわわたたっってて上上昇昇とと下下降降をを繰繰りり返返すす。。

たたととええばばWWのの値値ががWW==xx−−((2222nn−−11))//33・・((2222nn−−11))とといいうう形形をを持持つつなならら、、xxがが増増加加すするるととききWWはは
増増加加しし、、WWのの値値ががWW==((2222nn++22−−11))//33・・((2222nn))−−xx  とといいうう形形をを持持つつなならら、、xxがが増増加加すするるととききWWはは
減減少少すするる。。  
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数数列列  00..		𝟏𝟏
𝟑𝟑
..		𝟑𝟑
	𝟒𝟒

..  𝟕𝟕
𝟖𝟖
..  	𝟏𝟏𝟏𝟏

𝟏𝟏𝟏𝟏
..  𝟑𝟑𝟏𝟏
𝟑𝟑𝟑𝟑
	.. 		𝟏𝟏𝟑𝟑
			𝟏𝟏𝟒𝟒
…………    ..  ((2222nn−−11))//((  2222nn))  ..  ((2222nn++11−−11))//((  2222nn++11))    にに対対応応すするるWW

のの値値はは次次ののよよううなな数数列列、、すすななわわちち  

00..						𝟏𝟏
𝟑𝟑
..							𝟏𝟏

	𝟒𝟒
  ..    𝟑𝟑

𝟖𝟖
..    	 𝟏𝟏

𝟏𝟏𝟏𝟏
..    𝟏𝟏𝟏𝟏

𝟑𝟑𝟑𝟑
..    		𝟑𝟑𝟏𝟏

			𝟏𝟏𝟒𝟒
…………    ..  ((2222nn−−11))//((33・・  2222nn))  ..      ((2222nn++11++11))//((  33・・2222nn++11))      

mm..    MM..    mm..    MM..    mm..    MM..    mm..                          mm..                    MM  
ををななすすがが、、ここれれはは活活字字((mm,,MM))でで⽰⽰ししたたよよううにに最最⼩⼩とと最最⼤⼤をを交交互互ににととっってていいるる。。ししかかしし連連続続すす
るる⼆⼆つつのの値値のの差差、、((2222nn++11++11))//((  33・・2222nn++11))  −−    ((2222nn−−11))//((33・・  2222nn))    はは nn のの増増加加ととととももにに限限りり
ななくく減減少少すするるかからら、、ここののここととははくくだだんんのの函函数数がが閉閉区区間間[[00,,11]]でで連連続続ででああるるここととをを妨妨げげなないい。。
[[ななぜぜなならら、、ままずず]]  xx==00 ででのの連連続続性性はは明明ららかかでであありり、、開開区区間間((00,,11))ののすすべべててのの[[変変数数]]値値ででのの連連
続続性性もも明明ららかかででああるる。。ととこころろがが値値 xx==11 ででWW＝＝11//33 とと置置いいたたののだだかからら、、くくだだんんのの函函数数はは xx==11
ででもも連連続続ででああるる。。ななぜぜなならら、、[[xxがが 11 にに限限りりななくく近近づづくくとときき、、差差  FF((11−−ωω))  −−11//33 はは限限りりななくく
減減少少すするるかかららででああるる。。とと⾔⾔ううののはは、、開開区区間間((00,,11))ののどどのの値値ににおおいいててもも、、つつままりりどどのの[[変変数数]]値値  11
−−ωω  ににつついいててもも、、次次のの⼆⼆つつのの⼀⼀般般的的なな⽅⽅程程式式、、    WW==xx−−((2222nn−−11))//((33・・  2222nn−−11))      かか            
WW==((2222nn++22−−11))//((33・・  2222nn))−−xx          
ののどどちちららかかがが成成りり⽴⽴つつ筈筈だだかからら、、そそののとときき  FF((11−−ωω))−−11//33 はは、、nn をを限限りりななくく⼤⼤ききくくすするるとと、、  

11−−ωω−−((2222nn−−11))//((33・・  2222nn−−11))−−11//33    かか      ((2222nn++22−−11))//((33・・  2222nn))−−１１＋＋ωω−−11//33    
ののどどちちららかかのの形形をを持持つつ。。ししかかししここここででどどちちららのの表表現現もも限限りりななくく減減少少すするる。。とといいううののはは、、第第⼀⼀
のの表表現現はは  ＝＝＋＋11//((33・・２２２２nn))  −−ωωでであありり、、第第⼆⼆のの表表現現はは  ＝＝−−11//((33・・２２２２nn))++  ωωだだかかららででああ
るる。。  
  
  
§§110077      [[実実例例]]  
[[注注解解]]        [[§§110066 でで存存在在がが証証明明さされれたた函函数数ででああっってて、、ししかかもも]]簡簡単単なな代代数数的的表表現現
((aallggeebbrraaiisscchheerr  AAuussddrruucckk))をを持持つつ函函数数のの例例ととししててはは、、((11--xx))22  ssiinn  lloogg((11--xx))をを挙挙げげるるここととががでできき
るる。。ここのの関関数数はは閉閉区区間間[[00,,11]]ののすすべべててのの[[変変数数]]値値ににおおいいてて連連続続でで、、ししかかもも、、開開区区間間((00,,11))にに最最
⼤⼤値値とと最最⼩⼩値値[[をを与与ええるる変変数数値値]]のの無無限限個個のの集集ままりり((MMeennggee))ががああっってて、、ししかかししそそのの最最⼤⼤値値とと最最
⼩⼩値値はは§§110011 のの[[実実例例ににおおけけるる 00 やや 11//44 のの]]よよううにに定定数数ででははななくく、、[[むむししろろそそのの]]最最⼤⼤値値たたちちとと
最最⼩⼩値値たたちちははそそれれぞぞれれ((sseellbbsstt))限限りりななくく減減少少すするるののででああるる。。  

[[訳訳者者。。((11--xx))22  ssiinn  lloogg((11--xx))がが閉閉区区間間[[00,,11]]でで連連続続とといいううののははおおかかししいいののでで、、全全集集版版のの編編者者はは
ff((11))==00 をを補補ううここととをを提提案案ししてていいるる。。]]  
  
§§110088  
[[補補題題]]        ゆゆええにに次次ののここととはは函函数数のの連連続続性性とと齟齟齬齬ししなないい。。すすななわわちち、、函函数数のの変変数数 xxがが aa かからら
bb にに進進むむとときき、、前前よよりり⼤⼤ききくくななっったたりり前前よよりり⼩⼩ささくくななっったたりりとといいうう交交代代をを無無限限回回ににわわたたっってて
繰繰りり返返すすよよううなな[[函函数数]]値値のの無無限限列列 FFxx11..  FFxx22..  FFxx33・・・・・・がが形形成成さされれるるここととはは、、函函数数のの連連続続性性とと齟齟
齬齬ししなないい。。ままたた、、そそのの値値がが無無限限回回ににわわたたっってて符符号号をを変変ええるるこことと、、つつままりり正正ににななっったたりり負負にになな
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っったたりりすするるこことともも、、函函数数のの連連続続性性とと齟齟齬齬ししなないい。。たただだしし[[そそれれににはは条条件件ががああっってて]]、、第第⼀⼀のの場場
合合ににつついいててはは、、差差たたちち  FFxx22−−FFxx１１,,  FFxx33−−FFxx22..  FFxx４４−−FFxx３３・・・・・・ががそそのの絶絶対対値値ににおおいいてて限限りりなな
くく減減少少すするる必必要要ががああるる。。第第⼆⼆のの場場合合ににつついいててはは、、[[函函数数]]値値⾃⾃体体 FFxx11..FFxx22..FFxx33・・・・・・がが、、そそのの絶絶
対対値値ににおおいいてて、、限限りりななくく減減少少すするる必必要要ががああるる。。ももししそそううででななけけれればば、、FFxxのの最最⼤⼤値値((ああるるいいはは
正正のの値値))とと最最⼩⼩値値（（ああるるいいはは負負のの値値））のの差差がが、、ああのの定定理理がが求求めめるるよよううにに、、限限りりななくく⼩⼩ささくくはは
ななららなないいののででああるる。。  
  
§§110099  
[[補補題題]]        定定理理[[§§110066]]でで扱扱っったた連連続続函函数数がが、、  xx==cc ににおおいいてて[[訳訳者者。。定定理理§§110066 のの証証明明をを参参
照照]]、、つつままりりそそのの近近くくにに((iinn  ddeesssseenn  NNäähhee))函函数数のの無無限限個個のの最最⼤⼤値値とと最最⼩⼩値値がが⾒⾒出出さされれるるよようう
なな変変数数値値ににおおいいてて、、最最⼤⼤値値[[のの⼀⼀員員]]ををととっってていいるるののかか、、最最⼩⼩値値[[のの⼀⼀員員]]ををととっってていいるるののかか、、
そそののどどちちららででももなないいののかかはは個個別別のの事事情情にに左左右右さされれるる。。そそのの定定理理にに添添ええたた例例[[§§110066]]  でではは、、
FFcc==11//33 でであありり、、そそれれはは、、最最⼤⼤[[のの⼀⼀員員]]ででももななけけれればば最最⼩⼩[[のの⼀⼀員員]]ででももなないい[[ケケーーススででああるる]]。。
とといいううののはは、、最最⼤⼤ははすすべべてて  ((2222nn++11++11))//((33・・2222nn++11))>>11//33  でであありり、、最最⼩⼩ははすすべべてて  （（２２２２nn−−１１））

//33・・２２２２nn  ＜＜  𝟏𝟏
𝟑𝟑
		だだかかららででああるる。。ここのの函函数数でではは、、最最⼤⼤ががまますすまますす⼩⼩ささくくななりり、、最最⼩⼩ががまますすまますす

⼤⼤ききくくななるるここととにによよっっててののみみ、、両両者者はは限限りりななくく近近づづいいてていいるる。。[[すすななわわちちここのの場場合合、、11//33 がが
最最⼤⼤ままたたはは最最⼩⼩ののいいずずれれかかででああるるここととをを要要ささなないい]]。。  

ししかかしし両両者者がが無無限限にに接接近近すするるケケーーススととししててはは、、[[前前段段ののケケーースス以以外外ににもも]]順順にに並並ぶぶ最最⼤⼤たたちち
とと順順にに並並ぶぶ最最⼩⼩たたちちがが、、どどちちららもも単単調調にに⼤⼤ききくくななりり（（ああるるいいはは単単調調にに⼩⼩ささくくななりり））、、最最後後にに
FFcc がが最最⼤⼤[[最最⼤⼤のの最最⼤⼤]]ににななるる（（ああるるいいはは FFcc がが最最⼩⼩[[最最⼩⼩のの最最⼩⼩]]ににななるる））ケケーーススもも、、当当然然ああ
るる。。たたととええばばここんんなな函函数数をを考考ええるる。。  

  

xx==00 かからら xx==𝟏𝟏	
𝟑𝟑
	ににかかけけてて、、値値はは 00 かからら  𝟏𝟏	

𝟑𝟑
	にに単単調調にに上上昇昇しし、、  

xx==𝟏𝟏	
𝟑𝟑
		かからら xx==	𝟑𝟑

𝟒𝟒
	ににかかけけてて、、値値はは  𝟏𝟏	

𝟑𝟑
	かからら  𝟏𝟏	

𝟑𝟑
−−𝟏𝟏

𝟒𝟒
＝＝𝟏𝟏

𝟒𝟒
	にに単単調調にに下下降降しし、、  

xx==	𝟑𝟑
𝟒𝟒
		かからら xx==𝟕𝟕

𝟖𝟖
		ににかかけけてて、、𝟏𝟏	

𝟑𝟑
−−𝟏𝟏

𝟒𝟒
＝＝𝟏𝟏

𝟒𝟒
  かからら  𝟏𝟏	

𝟑𝟑
＋＋𝟏𝟏

𝟒𝟒
＝＝３３

４４
	にに上上昇昇しし、、  

xx==𝟕𝟕
𝟖𝟖
		かからら xx==𝟏𝟏𝟏𝟏

𝟏𝟏𝟏𝟏
		ににかかけけてて、、ままたた  𝟏𝟏	

𝟑𝟑
＋＋𝟏𝟏

𝟒𝟒
＝＝３３

４４
  かからら  𝟏𝟏	

𝟑𝟑
++𝟏𝟏
𝟒𝟒
  −	 	𝟏𝟏

𝟖𝟖
  ==  𝟏𝟏

𝟖𝟖
  にに下下降降しし、、  

xx==𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟏𝟏𝟏𝟏

  かからら xx==𝟑𝟑𝟏𝟏
𝟑𝟑𝟑𝟑
		ににかかけけてて、、ままたた𝟏𝟏	

𝟑𝟑
++𝟏𝟏
𝟒𝟒
==𝟏𝟏	
𝟖𝟖
  かからら	𝟏𝟏	

𝟑𝟑
++𝟏𝟏
𝟒𝟒
++	𝟏𝟏
𝟖𝟖
	==	𝟕𝟕

𝟖𝟖
	にに上上昇昇しし、、  

xx==𝟑𝟑𝟏𝟏
𝟑𝟑𝟑𝟑
		かからら xx==𝟏𝟏𝟑𝟑

𝟏𝟏𝟒𝟒
		ににかかけけてて、、ままたた𝟏𝟏	

𝟑𝟑
++𝟏𝟏
𝟒𝟒
＋＋	𝟏𝟏

𝟖𝟖
	==𝟕𝟕

	𝟖𝟖
  かからら  𝟏𝟏	

𝟑𝟑
++𝟏𝟏
𝟒𝟒
++	𝟏𝟏
𝟖𝟖
  − 𝟏𝟏

𝟏𝟏𝟏𝟏
	==  𝟏𝟏𝟑𝟑

𝟏𝟏𝟏𝟏
にに下下降降すするる。。  
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以以下下、、ここのの簡簡単単にに処処理理ででききるる法法則則にに従従っってて限限りりななくく進進むむ。。すすぐぐわわかかるるよよううににここのの函函数数はは、、
開開区区間間((00,,11))にに順順番番にに列列ををななすす最最⼤⼤たたちちとと最最⼩⼩たたちちのの無無限限のの集集ままりりををももちち、、ししかかももここれれららのの
最最⼤⼤たたちちとと最最⼩⼩たたちちははどどちちららもも増増加加しし、、値値 11 にに限限りりななくく近近づづくく。。そそここでで xx==11 ののとときき  函函数数WW
にに[[函函数数値値]]  11 をを与与ええれればば、、ここのの函函数数はは閉閉区区間間[[00,,11]]でで連連続続ととななりり、、ししかかもも xx==11 でで「「最最⼤⼤」」をを
（（つつままりりすすべべててのの最最⼤⼤のの最最⼤⼤をを））ととるるだだろろうう。。  
  
§§111100        [[§§110066,,110077,,  110088 かかららのの帰帰結結]]  
[[補補題題]]      「「どどんんななにに⼩⼩ささいいωωををととっっててもも、、開開区区間間((cc−ωω,,cc))でで単単調調増増加加((ああるるいいはは単単調調減減

少少))ささせせるるこことともも、、開開区区間間((cc,,  cc++ωω))でで単単調調減減少少（（ああるるいいはは単単調調増増加加））ささせせるるここととももででききなないい」」、、
そそんんなな函函数数ででああっっててもも、、そそれれがが連連続続性性のの法法則則ににすすらら従従わわなないい函函数数ななららももちちろろんんののこことと、、たたとと
ええそそれれがが連連続続なな函函数数ででああっっててもも、、ああるる変変数数値値 xx==cc ががああっってて、、そそここでで極極値値（（eeiinn  ÄÄuußßeerrsstteess））
つつままりり最最⼤⼤ままたたはは最最⼩⼩ををととるるここととははあありり得得るる。。  
  

  

  [[⾄⾄るるととこころろでで⾮⾮単単調調なな連連続続函函数数]]  

  
§§111111      [[どどんんななにに狭狭いい区区間間ををととっっててもも単単調調ににななららなないい連連続続函函数数のの実実例例]]  
[[定定理理]]      閉閉区区間間  [[aa,,bb]]ににおおいいてて連連続続性性のの法法則則((GGeesseettzz  ddeerr  SStteettiiggkkeeiitt))にに従従うう函函数数をを FFxx ととすす
るる。。どどんんななにに⼩⼩ささななωω[[>>00]]をを選選んんででもも、、((aa,,  aa++ωω))ででああれれ、、((bb,,  bb	−ωω))ででああれれ、、そそししてて((xx,,  xx±±
ωω))ででああれれ((たただだしし aa<<xx<<bb))、、ここれれららのの区区間間でで単単調調増増加加ににもも単単調調減減少少ににももななららなないい、、そそんんなな函函
数数 FFxxがが存存在在すするる。。  
  
（（証証明明１１））  次次ののよよううなな xxのの函函数数をを考考ええるる。。xx==aa にに対対ししててはは値値 AA ををととりり、、xx==bb にに対対ししててはは AA
とと異異ななるる（（たたととええばば））AA よよりり⼤⼤ききいい値値 BB ををととりり、、ししかかもも開開区区間間((aa,,bb))でで⼀⼀様様にに((gglleeiicchhfföörrmmiigg))[[つつ
ままりり直直線線状状にに]]変変化化すするるよよううなな、、すすななわわちち xxのの⼀⼀定定のの増増加加分分にに対対ししてて yy のの⼀⼀定定のの((正正ままたたはは負負
のの))増増加加分分がが対対応応ししつつつつ変変化化すするるよよううなな、、そそんんなな xxのの函函数数 yy11 をを考考ええるる。。[[ここののとときき]]函函数数 yy11 にに

つついいててははつつねねにに yy==AA++((xx	–  aa))𝑩𝑩(𝑨𝑨
𝒃𝒃	(𝒂𝒂

    がが成成りり⽴⽴つつ。。  

  
（（証証明明２２））    yy11 とと異異ななるる動動ききをを⾒⾒せせるる第第⼆⼆のの連連続続函函数数 yy22 をを考考ええるる。。yy22 はは、、単単調調にに増増加加（（ああ
るるいいはは単単調調にに減減少少））すするるののででははななくく、、上上昇昇とと下下降降のの交交代代((AAbbwweecchhsslluunnggeenn))がが有有限限のの集集ままりり
((MMeennggee))ををななすすよよううにに設設定定すするる。。たたととええばば、、xxのの⼆⼆つつのの端端のの[[変変数数]]値値((ddiiee  ääuußßeerrsstteenn  WWeerrtthhee))

ででああるる aa おおよよびび bb とと、、そそのの中中央央のの[[変変数数]]値値  𝟏𝟏
𝟑𝟑
((aa++bb))ににおおいいてて、、yy22 はは yy11 とと同同じじ値値をを、、すすななわわちち
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そそれれぞぞれれ AA とと BB とと((AA++BB))//22 ををととるるよよううににしし、、ししかかもも開開区区間間((aa,,𝟏𝟏
𝟑𝟑
((aa++bb))))ででああれれ、、開開区区間間

		(	𝟏𝟏
𝟑𝟑
((aa++bb)),,bb))ででああれれ、、yy22 はは[[そそれれぞぞれれ]]ままずず上上昇昇しし次次にに下下降降すするるよよううにに設設定定すするる。。具具体体的的ににはは、、

yy22 がが開開区区間間((aa,,𝟏𝟏
𝟑𝟑
((aa++bb))))  ににおおいいててととるる最最⼤⼤値値ととししててはは、、xx==aa++𝟑𝟑

𝟖𝟖
((bb	–  aa))  ののととききのの値値 AA++𝟏𝟏

𝟖𝟖
((BB	–  

AA))==𝟑𝟑
𝟖𝟖
𝑨𝑨 + 𝟏𝟏

𝟖𝟖
BB ががそそううななるるよよううににすするるののででああるる（（ちちななみみににここれれはは BB よよりり⼤⼤ききくくなないい））。。ささららにに

話話ををででききるるだだけけ簡簡単単ににすするるたためめ、、上上昇昇とと下下降降ははととももににかかななららずず⼀⼀様様ととしし、、ささららににここうう置置くく。。  

  

xx==aa  かからら  xx==aa++𝟑𝟑
𝟖𝟖
((bb	–  aa))  ままででののすすべべててのの xxでで、、yy22＝＝AA++  𝟏𝟏

𝟖𝟖
((xx–aa))  𝑩𝑩	–	𝑨𝑨

𝐛𝐛	–	𝐚𝐚
  、、  

xx==aa++𝟑𝟑
𝟖𝟖
((bb	–  aa))  かからら  xx==𝟏𝟏

𝟑𝟑
((aa++bb))  ままででののすすべべててのの xxでで、、yy22==𝟏𝟏𝟑𝟑((AA++BB))++((𝒂𝒂)𝒃𝒃

𝟑𝟑
–xx))	𝑩𝑩	–	𝑨𝑨

𝐛𝐛	–	𝐚𝐚
  、、ままたた  

xx==𝟏𝟏
𝟑𝟑
((aa++bb))  かからら xx==aa++𝟕𝟕

𝟖𝟖
((bb  –	aa))  ににかかけけてて、、yy22==𝟏𝟏𝟑𝟑((AA++BB))++𝟏𝟏

𝟑𝟑
((xx	– 𝒂𝒂)𝒃𝒃

𝟑𝟑
))	𝑩𝑩	–	𝑨𝑨
𝐛𝐛	–	𝐚𝐚

  ととししてて yy22 をを上上昇昇ささせせ、、  

xx==aa++𝟕𝟕
𝟖𝟖
((bb  –aa))  かからら  bb ににかかけけてて、、yy22＝＝BB++((bb–xx))	𝑩𝑩	–	𝑨𝑨

𝐛𝐛	–	𝐚𝐚
    ととししてて yy22 をを下下降降ささせせるる。。[[つつままりり aa とと bb

のの間間をを 33::11::33::11 にに分分割割すするる。。]]  
  

ここううししてて  [[閉閉区区間間[[aa,,bb]]ににおおいいてて]]、、  yy22 はは  xx==  aa++𝟕𝟕
𝟖𝟖
((bb	–  aa))  でで最最⼤⼤値値  BB++𝟏𝟏

𝟖𝟖
((BB	–  AA))  ををととるる。。ちち

ななみみにに BB<<AA なならら、、上上昇昇、、下下降降、、最最⼤⼤、、最最⼩⼩ななどどのの⾔⾔葉葉をを交交換換すすれればば、、今今のの議議論論ががすすべべててそそ
ののまままま成成⽴⽴すするる。。  
  
（（証証明明３３））    函函数数 yy11 かからら函函数数 yy22 をを導導いいたたののとと同同様様ののややりり⽅⽅でで、、今今度度はは yy22 かからら第第三三のの函函数数 yy33

をを次次ののよよううにに導導きき出出すす。。すすななわわちち先先にに[[yy22 をを導導くくたためめにに]]全全間間隔隔[[bb  – 	𝒂𝒂]ににししたたののとと同同じじこことと
[[つつままりり４４分分割割]]をを、、今今度度はは間間隔隔bb  –𝒂𝒂	のの４４分分割割ででででききたた各各々々[[のの間間隔隔]]にに対対ししててすするるののででああるる。。
つつままりりここれれららのの[[四四つつのの]]各各区区間間をを[[函函数数 yy11 かからら函函数数 yy22 をを導導くく時時ににししたたよよううににそそれれぞぞれれ
33::11::33::11 にに]]四四分分割割しし、、そそのの[[新新たたなな]]四四区区間間ののそそれれぞぞれれのの開開区区間間でで((iinnnneerrhhaallbb  ddeesssseenn))、、yy33 ががまま
ずず上上昇昇しし次次にに下下降降すするるよよううににすするる。。[[先先ほほどど]]  yy22 がが単単調調にに上上昇昇すするるだだけけかか、、単単調調にに下下降降すするる
だだけけかか、、そそのの⼆⼆つつにに⼀⼀つつででああっったたよよううなな、、そそんんなな変変数数 xxのの開開区区間間のの最最⼤⼤のの間間隔隔はは、、[[分分割割がが

33::11::33::11 ででああるる以以上上]]  𝟑𝟑
𝟖𝟖
	((bb–aa))  をを超超ええななかかっったたがが、、ここのの函函数数 yy33  のの場場合合、、そそののよよううなな間間隔隔はは  ((𝟑𝟑

𝟖𝟖
)22  

((bb–aa))  をを超超ええなないい。。  
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（（証証明明４４））そそここでで[[先先にに]]函函数数 yy22 ににつついいててししたたののとと同同じじ[[⼀⼀連連のの]]操操作作をを新新たたにに函函数数 yy３３ににもも施施
すすとと、、第第四四のの連連続続函函数数 yy44、、すすななわわちち上上昇昇すするるだだけけのの、、ああるるいいはは降降下下すするるだだけけのの最最⼤⼤のの間間隔隔がが

((𝟑𝟑
𝟖𝟖
)33((bb–aa))ででああるるよよううなな、、第第四四のの連連続続函函数数 yy44 をを得得るる。。  

  
[[訳訳者者ののココメメンントト。。函函数数 yy11 かからら yy22,,yy33,,..・・・・・・yynn をを構構成成すするる⼿⼿続続ききががわわかかりりににくくいいののでで説説明明すす
るる。。  
((aa)) 座座標標上上にに点点 AA とと点点 BB ををととるる。。ここのの 22点点をを通通るる直直線線がが「「函函数数 yy11」」ででああるる。。たただだしし BB>>AA とと

しし、、便便宜宜上上、、ここのの右右上上ががりりのの線線分分 AABB をを「「⼤⼤区区間間」」とと呼呼ぶぶ。。  
((bb)) 線線分分 AABB のの中中点点MMををととっってて、、そそのの右右とと左左のの⼆⼆つつのの線線分分ををそそれれぞぞれれ「「⼩⼩区区間間」」とと呼呼ぶぶ。。  
((cc)) ⼩⼩区区間間 AAMMをを 33::11 にに内内分分すするる点点をを KK ととすするる。。（（同同様様にに、、⼩⼩区区間間MMBB をを 33::11 にに内内分分すするる点点

をを LLととすするる。。））⼩⼩区区間間 AAMMをを底底辺辺ととしし、、ままたた KK をを通通るる垂垂直直線線上上にに頂頂点点をを持持つつ三三⾓⾓形形 PPAAMM
をを、、線線分分 AABB よよりり上上側側にに作作るる。。ななおお頂頂点点 PP はは、、線線分分 PPMMとと線線分分 AAMMががMMをを通通るる⽔⽔平平線線
ににつついいてて線線対対称称ににななるるよよううにに定定めめるる。。（（全全くく同同様様ににししてて三三⾓⾓形形QQMMBB をを作作図図すするる。。））  

((dd)) ここううししててででききるる、、２２つつのの⼭⼭のの４４つつのの斜斜⾯⾯かかららななるる折折れれ線線 AAPPMMQQBB をを函函数数 yy22 ととすするる。。  
((ee)) ささららにに、、22 つつのの⼭⼭のの 44 つつのの斜斜⾯⾯のの各各々々にに、、先先ほほどどのの操操作作((aa))((bb))((cc))((dd))をを施施すす。。そそののとときき

ででききるる、、88つつのの⼭⼭のの 1166 のの斜斜⾯⾯かかららななるる折折れれ線線をを函函数数 yy33 ととすするる。。（（翻翻訳訳者者ののココメメンントト終終わわ
りり））。。]]  

  
（（証証明明５５））ここのの議議論論はは際際限限ななくく進進めめるる((iinn  ddaass  UUnneennddlliicchhee  ffoorrttsseettzzeenn))ここととががででききるるしし、、数数

((𝟑𝟑
𝟖𝟖
)nn((bb–aa))  はは nn のの増増加加ととととももにに限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるかからら、、ここうう⾔⾔っっててよよいい。。すすななわわちちここのの過過

程程でで我我々々はは、、そそのの開開区区間間でで函函数数がが「「単単調調にに増増加加ししてていいるる」」、、ああるるいいはは「「単単調調にに減減少少ししてていいるる」」
とといいええるるよよううなな、、xxのの値値のの差差[[間間隔隔、、区区間間]]ののううちちでで最最⼤⼤のの差差がが所所与与ののωωよよりり⼩⼩ささいいよよううなな((＜＜
ωω))、、ししかかもも連連続続性性のの法法則則にに従従ううとといいうう性性質質をを失失っってていいなないい関関数数 FFxx にに、、ややががてて⾏⾏きき当当たたるる
((aauuffffiinnddeenn))とと⾔⾔っっててよよいい。。      

だだがが証証明明ははままだだ終終わわっってていいなないい。。別別々々のの函函数数たたちちななららいいざざ知知ららずず、、どどんんななにに⼩⼩ささいい[[狭狭いい]]  
ωωをを持持ちち出出ししててもも、、同同⼀⼀のの函函数数ににおおいいてて((iinn  eeiinneerr  uunndd  eebbeenn  ddeerrsseellbbeenn))、、ここのの函函数数がが「「つつねねにに
上上昇昇だだけけををすするる」」ととかか「「つつねねにに下下降降だだけけををすするる」」とと⾔⾔ええるるよよううなな xxとと xx±±ωωのの間間[[のの間間隔隔]]がが
⾒⾒つつかかららなないいほほどど、、そそれれほほどど頻頻繁繁なな[[上上昇昇とと下下降降のの]]交交代代((eeiinnee  ssoo  vviieellffaallttiiggee  AAbbwweecchhsslluunngg))がが
あありり得得るるももののだだろろううかか。。[[以以下下にに、、そそんんななωωがが⾒⾒つつかかららなないいほほどど頻頻繁繁なな上上昇昇とと下下降降のの交交代代がが
あありり得得るるこことと⽰⽰そそうう。。]]  
  
（（証証明明６６））ここののよよううなな特特性性をを有有すするる函函数数はは次次ののよよううににししてて得得らられれるる、、とといいううののがが私私のの主主張張でで
ああるる。。変変数数 xxにに依依存存すするるにに当当たたっってて以以下下ののよよううなな法法則則((GGeesseettzz))にに従従うう函函数数 FFxxをを考考ええよようう。。
法法則則ははここううででああるる。。「「[[ままずず]]  xxをを固固定定すするる。。nn がが増増⼤⼤すするるににつつれれてて、、xxにに対対すするる函函数数[[値値]]  yynn がが
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限限りりななくく近近づづくく((ししかかしし等等ししくくははななららなないい))限限界界[[極極限限、、GGrreennzzee]]ををももっってて、、xx にに対対すするる FFxx のの
[[函函数数]]値値とと⾒⾒做做せせ」」とといいうう法法則則ががそそれれででああるる。。私私ははままずず、、ここののよよううなな函函数数[[FFxx]]がが実実際際にに可可能能
ででああるるこことと((iinn  ddeerr  TTaatt  mmöögglliicchh))をを⽰⽰ささななけけれればばななららなないい。。そそししててそそれれをを⽰⽰すすここととささええでできき
れればば、、ここのの函函数数がが連連続続性性のの法法則則ににもも従従ううこことと、、ままたた定定理理にに謳謳わわれれたた特特性性[[上上昇昇とと降降下下ののくくだだ
んんのの頻頻繁繁なな交交代代]]をを有有すするるこことともも容容易易にに⽰⽰すすここととががででききるる。。  
  

aa))   次次ののこことと、、すすななわわちち「「aa とと bb のの外外部部にになないい xxののどどのの値値((jjeeddeemm  nniicchhtt  aauußßeerrhhaallbb  aa  uunndd  bb  

ggeelleeggtteenn  WWeerrtthhee  ddeerr  xx))にに対対ししててもも、、FFxxがが⼀⼀定定のの可可測測なな((eeiinnee  bbeessttiimmmmttee  mmeeßßbbaarree  ))  値値をを

ととるる」」ここととささええ⽰⽰せせれればば、、ああのの函函数数 FFxxのの可可能能性性はは保保証証さされれるる[[筈筈ででああるる]]。。  
[[ままずず変変数数 xx ととししてて有有理理表表現現をを持持つつ可可測測数数をを考考ええるる]]。。  xx==aa なならら FFaa==AA ででああるるしし、、

xx==bb なならら FFbb==BB ででああるるしし、、xx==𝟏𝟏
𝟑𝟑
((aa++bb))  なならら  FF((𝒂𝒂＋＋𝒃𝒃

𝟑𝟑
))==	𝟏𝟏

𝟑𝟑
((AA++BB))  ででああるる。。そそののととききささららにに、、

FFxxののととるる函函数数値値たたちちのの無無限限のの集集ままりり((eeiinnee  uunneennddlliicchhee  MMeennggee))をを考考ええるるとと、、[[そそののななかかかか
ららととっったたああるる函函数数値値はは、、ああるる yynn ががああるる変変数数 xxででととるる函函数数値値のの筈筈だだかからら]]、、そそれれはは AA とと BB
でで合合成成さされれるる有有理理表表現現((eeiinnee  aauuss  AA  uunndd  BB  zzuussaammmmeennggeesseettzztteenn  rraattiinnoonnaalleenn  AAuussddrruucckk))でで
表表⽰⽰可可能能ででああるるにに違違いいなないい。。ななぜぜなならら、、[[無無限限個個のの]]函函数数たたちち yy11、、yy22、、yy33・・・・・・ののどどれれかか
⼀⼀つつががととるる特特定定のの値値とと、、AA とと BB かからら合合成成さされれるる[[ああるる]]有有理理表表現現がが、、⼀⼀致致すするる
((zzuussaammmmeennffaalllleenn))かかららででああるる。。とといいううののもも、、ここれれらら yy11、、yy22、、yy33・・・・・・はは、、⼈⼈がが隔隔たたりり bb  
–	aa  のの分分割割のの作作業業((GGeesscchhääfftt  ddeerr  TThheeiilluunngg))をを進進めめるるななかかでで遅遅かかれれ早早かかれれたたどどりり着着くく xxのの
値値、、にに対対すするる FFxx[[ああるる yynn]]のの値値だだかかららででああるる。。  
    だだががああのの⼆⼆つつのの限限界界値値[[aa とと bb]]のの間間((zzwwiisscchheenn))ににああるる有有理理ででなないい任任意意のの xx のの値値にに対対
ししててもも、、FFxxのの可可測測値値がが対対応応すするるここととはは、、次次ののここととかからら知知らられれるる。。ままずず AA<<BB  ととすするるとと明明
ららかかにに、、函函数数 yy22  ががととるるすすべべててのの[[函函数数]]値値ののななかかでで最最⼩⼩値値はは  ==AA でであありり、、最最⼤⼤値値はは  

==１１
８８
(𝟗𝟗𝟗𝟗  –	  AA))ででああるる。。ししかかしし AA>>BB ととすするるとと、、今今度度はは AA がが最最⼤⼤値値でであありり、、 １１

８８
(𝟗𝟗𝟗𝟗  –	  AA))

がが最最⼩⼩値値ででああるる。。ゆゆええににいいずずれれににせせよよ函函数数 yy22 のの最最⼤⼤値値とと最最⼩⼩値値のの差差はは、、 𝟗𝟗
８８
(𝟗𝟗–	AA))  よよりり

⼤⼤ききくくななららなないい。。ささてて函函数数 yy33 のの値値をを求求めめるるたためめにに、、距距離離  ((bb–aa))  のの四四つつのの部部分分((SSttüücckkee))
のの各各々々にに、、先先にに yy22 ののすすべべててのの値値をを導導くくたためめにに全全体体のの距距離離  ((bb–aa))  にに対対ししててししたたののとと同同
じじ⼿⼿続続ききをを施施すすとと、、次次ののここととががわわかかるる。。yy33 のの四四つつのの部部分分ののどどれれかか⼀⼀つつにに対対すするる yy33 のの[[函函

数数]]値値とと[[函函数数]]値値のの最最⼤⼤差差はは、、先先にに(𝟗𝟗–	AA))だだっったた距距離離がが今今回回はは５５
８８

((BB–AA))ななののだだかからら  𝟗𝟗
𝟖𝟖
・・

５５
８８

((BB–AA))ととななるる。。同同様様ににししてて、、函函数数 yy33 をを得得るるたためめにに作作らられれたた距距離離((bb–aa))  のの 1166 のの部部分分のの

どどれれかか⼀⼀つつににおおけけるる[[函函数数]]値値とと[[函函数数]]値値のの差差のの最最⼤⼤はは𝟗𝟗
𝟖𝟖
・・((５５

８８
)22((BB–AA))  ででああるる。。ゆゆええにに⼀⼀般般
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にに、、函函数数 yynn をを得得るるたためめにに作作らられれるる距距離離  ((bb–aa))  のの 44nn--22  個個のの各各部部分分ののどどれれかか⼀⼀つつににおおけけるる

[[函函数数]]値値とと[[函函数数]]値値のの差差のの最最⼤⼤はは  𝟗𝟗
𝟖𝟖
・・((５５

８８
)nn--22((BB–AA))  ででああるる。。（（ちちななみみににここのの部部分分にに属属すす xx

はは、、互互いいにに、、  (( 𝟑𝟑
８８
)nn--22((bb–aa))  をを超超ええるる差差をを持持たたなないい。。))  そそここでで nn のの値値ををささららにに rr だだけけ増増やや

しし、、函函数数たたちち  yynn++11,,yynn++22,,・・・・・・yynn++rr  をを作作るるとと、、互互いいにに(( 𝟑𝟑
８８
)nn--22((bb–aa))  以以上上はは異異ななららなないい[[⼆⼆つつ

のの]]xx  にに対対すするる yynn とと yynn++rr のの[[函函数数]]値値のの差差はは、、決決ししてて次次のの和和よよりり⼤⼤ききくくははななららなないい。。そそのの
和和ととはは、、そそここにに登登場場すするる個個々々のの差差をを加加算算ししたた和和、、つつままりり  

𝟗𝟗
𝟖𝟖
・・((５５

８８
)nn--２２((BB–AA))＋＋𝟗𝟗

𝟖𝟖
・・((５５

８８
)nn--１１((BB–AA))＋＋𝟗𝟗

𝟖𝟖
・・((５５

８８
)nn((BB–AA))＋＋・・・・・・＋＋𝟗𝟗

𝟖𝟖
・・((５５

８８
)nn＋＋rr--22  ((BB–AA))    ででああるる。。

ここのの差差はは、、加加算算をを限限りりななくく続続けけたたととききここのの列列ががととるる値値、、すすななわわちち  33((５５
８８
)nn--２２((BB–AA))  よよりりかか

ななららずず⼩⼩ささいい。。そそここでで yynn はは函函数数 yynn のの[[函函数数]]値値ででははああるるがが、、そそれれ[[yynn]]ををああるる xxにに対対すするる函函

数数 FFxxのの特特定定のの[[函函数数]]値値とと解解釈釈すするるとと((vveerrsstteehheenn))、、yynn とと FFxxのの差差はは、、いいずずれれににせせよよ 33((５５
８８
)nn--

２２((BB–AA))よよりり⼩⼩ささいいののでで、、nn をを限限りりななくく⼤⼤ききくくすするるととここのの差差はは限限りりななくく⼩⼩ささくくななるる。。ゆゆええ
にに FFxxのの値値はは[[たたととええ有有理理表表現現はは持持たたななくくててもも]]、、望望むむだだけけ正正確確なな((ggeennaauu))決決定定ががででききるるよよ
ううなな値値ななののででああるる。。  
  

bb))   [[ととこころろでで]]ここのの場場合合、、函函数数 FFxxはは明明ららかかにに連連続続性性のの法法則則にに従従うう。。ななぜぜなならら、、[[ままずず]]yynn がが
連連続続性性のの法法則則にに従従ううゆゆええにに、、xxにに対対すするる yynn のの値値とと、、xx++	𝜟𝜟xxにに対対すするる yynn のの値値のの差差はは、、𝜟𝜟xx[[のの
減減少少]]ととととももにに限限りりななくく⼩⼩ささくくななるる。。[[ととこころろがが]]そそのの、、xx にに対対すするる yynn のの値値とと xx++	𝜟𝜟xx にに対対
すするる yynn のの値値のの差差はは、、[[xxにに対対すするる]]FFxxとと[[xx++	𝜟𝜟xxにに対対すするる]]FF((xx++	𝜟𝜟xx))のの差差にに近近づづくくののだだかからら、、
FFxxとと FF((xx++	𝜟𝜟xx))のの差差ももままたた限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるののででああるる。。  

  

cc)) ししかかししそそのの連連続続性性ににももかかかかわわららずず、、ここのの函函数数はは無無限限にに頻頻繁繁にに上上昇昇とと下下降降をを繰繰りり返返しし

((eeiinnee  uunneennddlliicchhee  MMeennggee  vvoonn  AAbbwweecchhsseelluunnggeenn  ddeess  SStteeiiggeenn  uunndd  FFaalllleennss  SSttaatttt  ffiinnddeett))、、そそ

れれもも、、aa とと bb のの外外部部にになないい((nniicchhtt  aauußßeerrhhaallbb))すすべべててのの xxににつついいてて、、どどんんななにに⼩⼩ささななωωをを

取取ろろううがが、、「「FFxx  はは xxとと±±ωωのの間間でで単単調調にに上上昇昇ししてていいるる」」ととはは⾔⾔ええずず、、「「FFxx  はは開開区区間間((xx,,  xx

±±ωω))でで単単調調にに下下降降ししてていいるる」」とともも⾔⾔ええなないい、、ままささににそそののよよううなな仕仕⽅⽅でで上上昇昇とと下下降降をを繰繰

りり返返すすののででああるる。。そそのの理理由由はは、、[[ωωをを指指定定さされれててもも]]ささららにに⼩⼩ささいいωωををととっってて、、⼗⼗分分にに⼤⼤

ききいい nn をを⾒⾒つつけけてて、、  

(( 𝟑𝟑
８８
)nn--22((bb–aa))＜＜ωω  ととででききるるかかららででああるる。。ここのの nn ににつついいてて yynn++11 はは、、(( 𝟑𝟑

８８
)nn--11((bb–aa))にに等等ししいい  
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かか、、そそれれよよりり⼩⼩ささいい[[原原⽂⽂にに不不等等号号＜＜をを＞＞ととすするる誤誤記記あありり]]距距離離のの間間でで  [[yynn ののととききにに⽐⽐べべ  

てて]]少少ななくくとともも[[回回数数でで]]⼆⼆倍倍上上昇昇しし⼆⼆倍倍下下降降すするる函函数数をを表表わわししてていいるる。。ゆゆええにに開開区区間間((xx,,  

  xx++ωω))ででもも、、yynn++11 はは[[  yynn ががああのの距距離離でですするるののにに⽐⽐べべてて、、回回数数でで]]⼆⼆倍倍のの上上昇昇とと下下降降をを⾏⾏

うう  

だだろろうう。。ささてて、、yy11,,yy22,,yy33・・・・・・とといいうう形形式式をを持持つつ函函数数たたちちがが上上昇昇とと下下降降をを繰繰りり返返すすななかかでで  

ととるる最最⾼⾼値値たたちちとと最最低低値値たたちちはは、、全全部部、、函函数数 FFxxににもも姿姿をを現現わわすす。。だだかからら、、開開区区間間((xx,,xx++  

ωω))ににああるる四四つつのの⼀⼀続続ききのの xx のの値値にに対対ししてて、、そそれれでで決決ままるる[[FFxx のの函函数数]]値値、、αα、、ββ、、γγ、、  

δδでで、、ししかかももββ＞＞ααかかつつγγ＜＜ββででああるるよよううななαα、、ββ、、γγ、、δδををととるるここととががででききるる。。ししたた  

ががっってて函函数数 FFxxももままたた、、開開区区間間((xx,,xx++ωω))でではは、、単単調調にに上上昇昇すするるののででははななくく、、単単調調にに下下降降  

すするるののででももなないいののででああるる。。  
  
§§111122      [[「「最最⼤⼤とと最最⼩⼩」」のの再再吟吟味味]]    
[[補補題題]]    §§110066[[のの定定理理]]ににはは「「最最⼤⼤とと最最⼩⼩がが[[無無限限回回ににわわたたっってて]]順順次次交交代代すするる((iinn  iihhrreerr  
AAuuffeeiinnaannddeerrffoollggee  wweecchhsseellnn))」」とといいうう条条件件((BBeeddiinngguunngg))がが書書きき込込ままれれてていいたた。。ししかかしし函函数数がが連連
続続性性のの法法則則にに従従ううとといいううだだけけでではは、、ここのの[[最最⼤⼤とと最最⼩⼩がが交交代代すするるとといいうう]]条条件件はは⾃⾃明明ででなないいしし
必必然然的的ででももなないい。。ななぜぜなならら[[先先ほほどどのの§§111111 がが⽰⽰唆唆すするるよよううにに]]、、「「開開区区間間（（xx,,xx±±ωω））でで単単調調
増増加加ままたたはは単単調調減減少少ををすするる」」とと⾔⾔ええるるほほどど⼩⼩ささいいωωがが⾒⾒つつかかららなないい関関数数 FFxxでではは、、[[たたととええ]]  
FFxxとと FF((xx±±ωω))がが⼀⼀対対のの極極値値ににななるるよよううなな⼆⼆つつのの[[変変数数]]値値 xxとと xx++ωωががああっっててもも、、ささららににそそのの
間間((zzwwiisscchheenn))にに第第三三のの[[変変数数]]値値ががああっってて、、そそれれにに対対応応すするる値値ががままたた極極値値ににななるるかかももししれれなないい
しし、、そそのの場場合合、、「「次次とといいうう形形でで並並ぶぶ⼀⼀対対のの極極値値((eeiinn  PPaaaarr  nnääcchhsstt  aauuffeeiinnaannddeerr  ffoollggeennddeenn  
AAeeuußßeerrsstteenn))」」はは無無意意味味なな⾔⾔葉葉ととななるるだだろろううしし、、そそれれゆゆええ「「[[⼀⼀対対ののううちち]]⼀⼀⽅⽅がが最最⼤⼤でで他他⽅⽅
がが最最⼩⼩ででななけけれればばななららなないい」」とといいうう⾔⾔いい⽅⽅もも成成りり⽴⽴たたなないいかかららででああるる。。  
  
§§111133        [[111122 をを受受けけてて]][[  
  [[定定理理]]    xx がが正正((ppoossiittiivv))のの⽅⽅向向にに増増加加ししたたとときき函函数数 FFxx ががととるる極極値値((eeiinn  ääuußßeerrsstteerr  WWeerrtthh))  
をを FFcc ととしし((§§9988))、、xxががささららにに正正((ppoossiittiivvee))のの増増加加ををししたたととききここのの函函数数 FFxxががととるる次次((nnääcchhsstt))のの
極極値値をを FF((cc++γγ))ととすするる。。併併せせてて、、ここのの関関数数がが閉閉区区間間[[cc,,  cc++γγ]]でで連連続続性性のの法法則則にに従従ううこことともも知知
らられれてていいるるととすするる。。ささててそそののとときき、、⼆⼆つつのの極極値値((AAeeuußßeerreesstt))  すすななわわちち FFcc  とと FF((cc++γγ))のの⼀⼀⽅⽅
がが「「最最⼤⼤」」でで、、他他⽅⽅がが「「最最⼩⼩」」ででああるるたためめににはは、、負負のの((nneeggaattiivv))⽚⽚側側増増加加にに関関すするる FF((cc++γγ))とと
いいうう極極値値ががななけけれればばななららなないい（（正正とと負負のの両両側側増増加加ででああるる必必要要ははなないい））。。  
（（証証明明））  
11.. 値値 FFcc がが正正のの増増加加ににつついいててのの最最⼤⼤でで、、FF((cc++γγ))がが負負のの増増加加ににつついいててのの最最⼩⼩ででああるるケケーースス

ににつついいてて、、[[FFcc  とと FF((cc++γγ))のの⼀⼀⽅⽅がが「「最最⼤⼤」」でで、、他他⽅⽅がが「「最最⼩⼩」」ででああるるここととをを]]証証明明すす
れればば⼗⼗分分ででああるる（（他他のの場場合合のの証証明明はは同同様様にに処処理理ででききるる））。。関関数数 FFxx はは閉閉区区間間  [[cc,,  cc  ++γγ]]
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でで連連続続性性のの法法則則にに従従ううかからら、、§§6600 にによよるるとと、、函函数数 FFxx  がが cc かからら cc++γγににかかけけてて((vvoonn  xx==cc  
bbiiss  xx==cc  ++γγ))ととるるすすべべててのの値値ののななかかににはは、、最最⼤⼤ででああるるよよううなな値値がが⼀⼀つつ、、最最⼩⼩ででああるるよようう
なな値値がが⼀⼀つつ存存在在すするる。。ななおおここのの場場合合、、最最⼤⼤ととははそそれれよよりり⼤⼤ききいいももののがが他他にになないいとといいうう
意意味味でであありり、、最最⼩⼩ととははそそれれよよりり⼩⼩ささいいももののがが他他にになないいとといいうう意意味味ででああるる。。ささてて[[仮仮にに]]FFcc
ががここののよよううなな最最⼤⼤値値ででなないいとと仮仮定定すすれればば、、cc とと cc  ++γγのの外外側側にになないい[[つつままりり閉閉区区間間  [[cc,,  cc  
++γγ]]のの]]、、ししかかしし cc ででははなないいああるる xxのの値値ががああっってて（（そそれれをを cc++μμγγとと書書ここうう））、、そそれれにに対対
応応すするる FFxx のの値値つつままりり FF((cc++μμγγ))がが上上述述のの最最⼤⼤値値ににななっってていいるる筈筈ででああるる。。ささてて§§9999 ゆゆ
ええにに、、[[⼀⼀つつににはは]]ここのの FF((cc++μμγγ))がが最最⼤⼤[[値値]]ででああるるかか、、[[ままたた⼀⼀つつににはは]]  cc++μμγγをを間間にに
含含むむよよううなな⼀⼀対対のの数数ααととββががああっってて、、くくだだんんのの函函数数がが開開区区間間((αα,,ββ))ののすすべべててのの値値にに対対
ししてて FF((cc++μμγγ))とといいうう[[⼀⼀定定]]値値ををととりり続続けけるるかか、、そそののいいずずれれかかととななろろうう。。[[§§9988 のの「「定定
義義」」のの段段落落 22,,33 をを参参照照]]  

22.. 第第⼀⼀のの場場合合、、すすななわわちち FF((cc++μμγγ))がが最最⼤⼤ででああるる場場合合はは、、「「開開区区間間((cc,,  cc++γγ))ににはは最最⼤⼤もも最最
⼩⼩ももなないい」」とといいうう定定理理のの条条件件にに真真っっ向向かからら⽭⽭盾盾すするる。。  

33.. そそここでで第第⼆⼆のの場場合合をを吟吟味味すするる。。ここのの場場合合、、⼗⼗分分にに⼩⼩ささいい ii ががああっってて、、ここのの ii おおよよびびそそれれ
よよりり⼩⼩ささいいすすべべててのの ii にに対対ししてて、、⽅⽅程程式式 FF（（cc++μμγγ――ii））==FF（（cc++μμγγ））がが成成りり⽴⽴たたななけけ
れればばななららなないい。。ささててここのの式式でで ii はは無無条条件件にに((uunnbbeeddiinnggtt))⼩⼩ささくくででききるるがが、、無無条条件件にに⼤⼤きき
くくすするるここととははででききなないい。。ななぜぜなならら、、ii==μμγγととすするるとと、、表表現現 FF（（cc++μμγγ――ii））はは  ==FFcc だだがが、、
そそれれはは==FF（（cc++μμγγ））ででははなないいののででああるる。。そそれれゆゆええ、、表表現現 FF（（cc++μμγγ――ii））をを  ==  FF（（cc++μμ
γγ））ににすするるとといいうう特特性性((BBeesscchhaaffffeennhheeiitt))はは、、ああるる値値よよりり⼩⼩ささいいすすべべててのの ii のの値値ににはは帰帰属属
すするるがが、、押押しし並並べべててすすべべててのの値値にに帰帰属属すするるののででははなないい。。そそれれゆゆええ、、[[RRZZ..77..§§110099 にによよ
りり]]jjよよりりもも⼩⼩ささいいすすべべててのの ii ははいいまま述述べべたた性性質質をを有有すするる、、とと⾔⾔ええるるよよううなな jjののななかかでで最最
⼤⼤ででああるるよよううなな、、そそんんなな可可測測数数 jjがが存存在在すするる。。  

44.. ささててここのの jjににつついいてて私私ははここうう主主張張すするる。。「「ままずず  jj<<μμγγででああるる。。ししかかしし FF（（cc++μμγγ――ii））
とといいうう値値はは、、FF（（cc++μμγγ））とと等等ししいいううちちでで最最後後ののそそれれででああるる。。ここれれにに対対ししてて、、jjにに数数 jj++
ωωをを代代⼊⼊ししたたとときき得得らられれるる値値  FF((cc++μμγγ――((jj++ωω))))  はは、、ωωををいいくくらら⼩⼩ささくくととっっててもも、、直直
ちちにに  <<FF（（cc++μμγγ））ととななららざざるるをを得得なないい。。」」私私ははそそうう主主張張すするる。。そそここでで  
αα))    jj<<μμγγででああるるここととはは、、すすででにに⾒⾒たたよよううにに  FFcc<<  FF（（cc++μμγγ））かからら明明ららかかででああるる。。  
ββ))    FF（（cc++μμγγ――ii））がが FF（（cc++μμγγ））とと等等ししいい値値をを持持つつここととははくくだだんんのの函函数数のの連連続続性性かか
らら知知らられれるる。。ななぜぜなならら、、ii<<jjででああるるすすべべててのの ii ににつついいてて、、⽅⽅程程式式  FF（（cc++μμγγ――ii））==  FF
（（cc++μμγγ））がが成成りり⽴⽴つつかからら、、ii==jjのの場場合合もも、、つつままりり FF（（cc++μμγγ――jj））==  FF（（cc++μμγγ））もも
成成りり⽴⽴たたななけけれればばななららなないいののででああるる。。最最後後にに、、FF((cc++μμγγ――((jj++ωω))))もも＜＜FF（（cc++μμγγ））
ででななけけれればばななららなないいここととはは、、[[第第⼀⼀にに]]  jjととはは、、そそれれよよりり⼩⼩ささいいすすべべててのの ii がが関関係係 FF（（cc++
μμγγ――ii））==  FF（（cc++μμγγ））をを満満たたすすとと⾔⾔ええるるよよううなな、、そそんんなな数数ののななかかででのの最最⼤⼤ででああるるとと
いいうう前前提提とと、、[[第第⼆⼆にに]]最最⼤⼤値値にに等等ししくくなないいすすべべててのの関関数数値値はは、、ここのの最最⼤⼤値値よよりり⼩⼩ささくく
ななけけれればばななららなないいとと⾔⾔うう事事情情にに、、由由来来ししてていいるる。。  

55..   以以上上かからら、、FF（（cc++μμγγ――jj））がが最最⼤⼤((少少ななくくとともも⽚⽚側側最最⼤⼤))ででああるるここととがが明明ららかかででああるる。。
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ささてて    
      ああのの関関数数ににはは開開区区間間((cc,,cc++γγ))でで極極値値ががなないいとと前前提提ししたたののだだかからら、、ここのの第第⼆⼆のの仮仮説説もも捨捨

ててざざるるをを得得なないい。。そそここでで残残るるののはは、、「「FFcc はは閉閉区区間間[[cc,,  cc++μμγγ]]ののすすべべててのの[[変変数数]]値値ににつつ
いいてて最最⼤⼤値値をを持持たたなないい」」とと認認めめるるここととででああるる。。  

66..     ここれれららのの値値ののななかかににはは、、そそれれよよりり⼩⼩ささいい値値ののなないい値値がが⼀⼀つつ存存在在ししななけけれればばななららなないい。。
そそここででももしし、、そそれれがが FF((cc++γγ))とといいうう値値ででああるるとと認認めめななけけれればば、、そそれれはは FF((cc++μμγγ))とといいうう
表表現現をを持持つつここととににななるるだだろろうう（（たただだししμμγγ＜＜γγ））。。ししかかしし§§9999 よよりり函函数数ののここののよよううなな最最
⼩⼩値値はは最最⼩⼩((MMiinniimmuumm))ででああるるかか、、ささももななくくばば、、数数 cc++μμγγをを含含むむ⼆⼆つつのの限限界界αα,,ββががああ
っってて、、開開区区間間((αα,,ββ))ででののすすべべててのの函函数数値値がが⼀⼀定定のの値値 FF((cc++μμγγ))ををととるるかか、、そそののいいずずれれ
かかででああるる。。FF((cc++μμγγ))がが最最⼩⼩ででああるるとといいうう前前者者のの想想定定をを採採⽤⽤すすれればば、、くくだだんんのの函函数数がが cc
とと cc++μμγγのの wwににししてて、、開開区区間間((cc,,  cc++γγ))にに（（⽚⽚側側ににせせよよ））⼀⼀つつのの最最⼩⼩のの存存在在をを認認めめざざるる
をを得得ななくくななるる。。  

        ししかかししそそれれはは受受けけ⼊⼊れれらられれなないいののでで、、残残るる可可能能性性はは、、FF((cc++γγ))とといいうう値値そそののももののをを
函函数数のの最最⼩⼩値値とと認認定定すするるここととででああるる。。そそれれゆゆええ、、ここのの値値ががままささにに最最⼩⼩ででああるる。。  

77..   ししかかししそそれれがが、、（（両両側側ででははなないいととししててもも、、少少ななくくとともも））xxのの負負のの増増加加にに関関ししててそそううでで  
ななけけれればばななららなないいここととはは容容易易ににわわかかるる。。何何故故ななららそそれれをを否否定定すするるとと、、「「FF（（cc++μμγγ――  
ωω））ががそそれれととそそれれよよりり⼩⼩ささいいすすべべててのの値値にに対対ししてて==  FF（（cc++γγ））ででああるる、、とと主主張張でできき

るるほほどど⼩⼩ささいいωωがが存存在在すするるここととににななろろううかからら。。そそししててすすででにに⾒⾒たたよよううにに、、ここここかからら、、
「「FF（（cc++γγ――jj））とと⾔⾔うう形形式式をを持持つつ最最⼩⼩がが、、つつままりり cc とと cc++γγのの間間にに極極値値がが存存在在すするるここ
ととににななるるかかららででああるる。。  

  
§§111144      
[[定定理理]]      函函数数 FFxx がが開開区区間間((aa,,bb))ののすすべべててのの[[変変数数]]値値 xx ににおおいいてて連連続続性性のの法法則則にに従従いい、、ここ
のの開開区区間間にに複複数数のの極極値値をを持持ちち（（⽚⽚側側かか両両側側かかはは問問わわなないい））、、ししかかももそそのの極極値値[[ででああるる函函数数値値]]
にに対対応応すするる変変数数値値がが、、すすべべててそそのの「「次次」」をを持持つつよよううにに分分布布ししてていいるるななららばば、、私私ははここうう主主張張すす
るる。。隣隣同同⼠⼠ででああるる⼆⼆つつのの極極値値でではは、、両両⽅⽅とともも⽚⽚側側最最⼤⼤ででああるる場場合合ををののぞぞいいてて、、ままたたそそのの間間
((zzwwiisscchheenn))ののすすべべててのの変変数数値値にに対対ししてて⼀⼀定定値値ををととるる場場合合をを除除いいてて（（後後者者のの場場合合、、⼆⼆つつのの極極値値
ははととももにに最最⼤⼤、、なないいししははととももにに最最⼩⼩ででああるる））、、⼀⼀⽅⽅ががかかななららずず最最⼤⼤でであありり、、他他⽅⽅ががかかななららずず
最最⼩⼩ででああるる。。  
((証証明明))  
11..   開開区区間間((aa,,bb))かからら値値 cc ををととるる。。先先のの命命題題[[§§111144]]ゆゆええにに、、FFcc がが両両側側最最⼤⼤((eeiinn  bbeeyyddeerrsseeiittiiggeess  
MMaaxxiimmuumm))なならら、、FFcc のの次次のの((nnääcchhsstt))極極値値、、ししかかもも正正おおよよびび負負のの両両⽅⽅のの増増加加ににおおけけるる次次のの
極極値値はは、、最最⼩⼩((MMiinniimmuumm))ででああるる（（そそののよよううなな両両⽅⽅のの増増加加ににおおけけるる極極値値ががああるるののなならら））。。
逆逆にに FFcc がが両両側側最最⼩⼩なならら、、正正おおよよびび負負のの両両⽅⽅のの増増加加ににおおけけるる次次のの極極値値はは、、最最⼤⼤((MMaaxxiimmuumm))
ででああるる  

22.. FFcc がが単単にに⽚⽚側側最最⼤⼤やや⽚⽚側側最最⼩⼩なならら、、⽚⽚側側極極値値のの概概念念にに照照ららししてて、、「「そそのの ii とと、、そそれれよよりり
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⼩⼩ささいい ii にに対対ししてて FF((cc++ii))==FFcc でであありり、、ままたたそそううでであありり続続けけるるよよううなな」」、、そそんんなな xxのの増増加加 ii
ががななけけれればばななららなないい。。ししかかしし先先にに§§..NNoo..33  でで証証明明ししたたよよううにに、、⽅⽅程程式式 FF((cc++ii))==FFcc をを満満たた
すすよよううなな ii ににはは最最⼤⼤のの ii、、すすななわわちち jjががななけけれればばななららなないい。。ままたた FF((cc++jj++ωω))はは>>FFcc ままたたはは
＜＜FFcc ででななけけれればばななららなないい。。ししたたががっってて、、FF((cc++jj))はは極極値値、、ししかかもも⽚⽚側側極極値値ででななけけれればばなならら
なないい。。  

33.. ししかかししここのの極極値値ががどどんんなな極極値値ででああるるかかはは決決ままららなないい。。同同じじ FFcc ににつついいててもも、、最最⼤⼤ででももああ
りりううるるしし、、最最⼩⼩ででももあありりううるる。。ここののここととはは次次のの実実例例でで納納得得ががいいくくだだろろうう。。FFxx がが xx==00 かか
らら xx==cc ににわわたたっってて aaxxとといいうう値値をを取取りり、、xx==cc でで aacc ににななるるととしし、、たただだ xx==cc かからら xx==cc++jjにに
わわたたっっててはは、、ずずっっとと==aacc でであありり続続けけるるととすするる。。そそののとときき、、aa とと cc がが正正なならら、、値値 aacc がが⽚⽚側側
最最⼤⼤のの例例ででああるる。。  
ここのの場場合合、、xx==cc++jjにに対対すするる次次にに来来るる⽚⽚側側極極値値がが最最⼤⼤ににななっったたりり最最⼩⼩ににななるるここととをを妨妨げげるる
ももののははなないい。。例例ええばば cc++jjよよりり⼤⼤ななるるすすべべててのの値値ににつついいてて FFxx==aaxx==aajjななららばば、、前前者者でであありり、、
FFxx==22aacc++aajj--aaxxななららばば後後者者ででああるる。。  
  
  
  
  
  
  
  
  

[[⾶⾶躍躍とと空空⽩⽩にに関関すするる記記載載((§§111155 かからら§§111188))はは省省略略すするる]]  
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第第⼆⼆部部  導導関関数数（（AAbbggeelleeiitteettee  FFuunnccttiioonneenn））  

  

      [[導導函函数数のの基基本本事事項項]]  

  
§§111199        [[商商のの特特異異性性]]  
[[次次のの話話題題へへ]]  本本編編のの⽬⽬的的ははここうう設設定定さされれてていいたた。。変変数数ととそそれれにに依依存存すするる数数ががああるるとときき、、変変
数数ががささままざざままなな値値ををととるるののにに応応じじてて、、変変数数にに依依存存すするる側側のの数数がが、、依依存存性性のの法法則則のの個個別別のの特特性性
にに即即ししてて((nnaacchh  ddeerr  bbeessoonnddeerreenn  BBeesscchhaaffffeennhheeiitt  ddeess  GGeesseettzzeess  iihhrreerr  AAbbhhäännggiiggkkeeiitt))⾒⾒せせるる独独特特
のの挙挙動動((VVeerrhhaalltteenn))をを詳詳ららかかににすするるこことと、、そそれれがが本本編編のの⽬⽬的的ででああるる。。ささててここここままでで我我々々はは、、変変
数数のの差差((UUnntteerrsscchhiieedd))がが限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるとときき、、[[そそのの変変数数にに]]依依存存すするる数数のの差差もも限限りりななくく
⼩⼩ささくくななるるかか、、そそれれととももそそううななららなないいののかかとといいうう考考察察ににののみみ専専念念ししててききたたがが、、ししかかししすすぐぐわわ
かかるるよよううにに、、⼆⼆つつのの差差ををささららにに精精密密にに⽐⽐較較すするるとときき、、すすななわわちち⼀⼀⽅⽅をを他他⽅⽅でで割割っったたううええでで
((ddiivviiddiieerreenn))、、そそここかからら得得らられれるる商商((QQuuoonnttiieenn))のの特特性性をを注注視視すするるとときき、、我我々々はは数数々々ののささららなな
るる特特異異なな事事実実((EEiiggeennttüümmlliicchhkkeeiitt))をを知知るるにに⾄⾄るるののででああるる。。そそれれははここうういいううここととででああるる。。⼆⼆つつ
のの数数がが限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるとときき、、そそのの⼆⼆つつのの数数のの和和分分((SSuummmmee))  、、差差分分((DDiiffffeerreennzz))、、積積
((PPrrooddeekktt))はは限限りりななくく⼩⼩ささなな数数ににななるるけけれれどどもも、、ここううししたた⼆⼆つつのの数数のの商商[[だだけけ]]はは、、極極めめてて多多
様様なな値値ををととるるとといいうう特特異異性性をを⽰⽰すすののででああるる。。[[つつままりり]]ああるる状状況況でではは、、ここのの商商はは任任意意のの値値ののうう
ちちののああるる定定数数をを取取るるだだろろううしし、、別別のの状状況況でではは、、再再びび変変数数ととななっったたううええでで、、そそれれはは限限りりななくく増増
加加すするるここととももああれればば、、ああるる可可測測数数にに（（望望むむだだけけ））近近づづくくここととももあありり、、[[ささららにに別別のの状状況況でではは]]
そそののどどちちららににももななららなないいここととももああるる。。例例ええばば[[第第⼀⼀のの状状況況のの例例ととししてて]]函函数数  WW==aaxx  をを考考ええるる
とと、、𝚫𝚫WW==aa𝚫𝚫xx  でであありり、、ゆゆええにに商商𝚫𝚫WW//𝚫𝚫xxはは==aa だだがが、、ここのの商商はは xx  ににもも  𝚫𝚫xx  ににもも依依存存ししなないい数数
ででああるる。。だだがが[[第第⼆⼆のの状状況況のの例例ととししてて]]  WW==aaxx22 なならら、、𝚫𝚫WW＝＝((22aaxx++𝚫𝚫xx))	𝚫𝚫xx でであありり、、ゆゆええにに商商
𝚫𝚫WW//𝚫𝚫xxはは＝＝22aaxx++	𝚫𝚫xxででああるる。。そそれれはは、、「「22aaxxににはは依依存存すするるがが、、𝚫𝚫xxににはは依依存存せせずず、、ししかかしし xxにに
はは依依存存すするるよよううなな」」、、そそんんなな数数にに限限りりななくく近近づづくく数数ででああるる。。函函数数 WW==aa//xx でではは𝚫𝚫WW＝＝
−aa𝚫𝚫xx//xx((xx++𝚫𝚫xx))でであありり、、ゆゆええにに商商  𝚫𝚫WW//𝚫𝚫xx  はは＝＝−aa//xx((xx++𝚫𝚫xx))ででああるるがが、、ここれれはは xx がが 00 ででなないい
限限りり−aa//xx22 とといいうう値値にに限限りりななくく近近づづくく。。たただだしし xx==00 ののととききはは⾮⾮可可測測数数ととななるる云云々々[[ここれれがが第第
三三のの状状況況のの例例ででああるる]]。。  
  
§§112200    [[「「導導かかれれたた値値((aabbggeeiitteettee  ZZaahhll))」」とと「「導導かかれれたた函函数数（（aabbggeelleeiitteettee  FFuunnccttiioonn））」」]]  
[[定定義義]]        𝚫𝚫xx がが限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるとときき、、商商  𝚫𝚫FFxx//𝚫𝚫xx  ががああるる数数((ZZaahhll))にに限限りりななくく近近づづくく事事
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例例ががととくくにに注注⽬⽬にに値値すするる。。ここののよよううなな数数をを私私はは「「FFxxかからら導導かかれれたた数数((ddiiee  aabbggeelleeiitteettee  ZZaahhll))」」
とと呼呼ぶぶがが、、ここのの場場合合、、「「函函数数 FFxxかからら、、[[変変数数]]値値 xxににおおいいてて、、正正（（ままたたはは負負））のの𝚫𝚫xxににつついいてて、、
導導かかれれたた数数」」とといいうう⾔⾔いい⽅⽅はは次次のの内内容容をを指指ししてていいるる。。ああるる可可測測なな数数MMががああっってて、、ここののMMにに
つついいててはは、、「「ああるる変変数数値値 xx にに対対ししてて、、そそししてて𝚫𝚫xx のの正正ままたたはは負負のの符符号号にに対対ししてて、、𝚫𝚫xx をを⼗⼗分分⼩⼩
ささくく取取りりささええすすれればば、、差差（（𝚫𝚫FFxx//	𝚫𝚫xx））−MMがが、、そそのの絶絶対対値値ににおおいいてて、、どどんんなな所所与与のの数数よよりりもも
⼩⼩ささくくななりり((wwiirrdd))、、ししかかもも𝚫𝚫xx ををささららにに⼩⼩ささくくししててももそそのの所所与与のの数数よよりり⼩⼩でであありり続続けけるる
((vveerrbblleeiibbeenn))」」とと⾔⾔ええるるなならら、、そそののMMがが「「函函数数 FFxxかからら、、[[変変数数]]値値 xxににおおいいてて、、正正（（ままたたはは
負負））のの𝚫𝚫xxににつついいてて、、導導かかれれたた数数」」ななののででああるる。。[[つつままりり]]xxのの特特定定のの値値にに対対ししてて、、𝚫𝚫xxのの正正まま
たたはは負負のの値値にに対対ししてて、、先先ほほどどのの MM ののよよううなな数数ががああるるののなならら、、そそののとときき私私はは、、「「函函数数 FFxx はは、、
xxのの特特定定のの値値にに対対ししてて、、正正ままたたはは負負のの増増加加分分にに対対ししてて、、つつままりり正正⽅⽅向向ままたたはは負負⽅⽅向向ににつついいてて、、
導導かかれれたた数数をを持持つつ」」とといいうう⾔⾔いい⽅⽅ををすするる。。ささららにに、、ああるる xx のの値値にに対対ししてて、、𝚫𝚫xx のの正正おおよよびび
((ssoowwoohhll  aallss))負負のの値値[[のの両両⽅⽅]]にに対対ししててここののよよううなな数数MMがが[[そそれれぞぞれれ]]⾒⾒つつかかるるなならら、、「「FFxxはは両両
側側ににつついいてて導導かかれれたた値値、、両両⽅⽅向向ににつついいててのの導導かかれれたた値値、、正正負負のの両両増増加加分分ににつついいてて導導かかれれたた値値
ででああるる」」ななどどとと⾔⾔うう。。[[ささららにに]]xxのの⼀⼀定定のの値値にに対対ししてて、、両両⽅⽅向向でで、、つつままりり正正とと負負のの両両⽅⽅向向でで、、
つつままりり𝚫𝚫xxのの正正おおよよびび負負のの両両⽅⽅のの値値にに対対ししてて、、同同じじ((eeiinn  uunndd  eebbeenn  ddiieesseellbbee))数数MMがが FFxxのの導導かか
れれたた値値((aabbggeelleeiitteettee  WWeerrtthh  ddeerr  FFxx))をを表表すすなならら、、私私ははここののMMをを端端的的にに「「値値 xxににおおけけるる FFxxのの導導
かかれれたた値値」」とと呼呼ぶぶ。。ささてて xxのの値値がが変変わわれればば数数 MMもも変変わわるる以以上上、、MM[[そそれれ⾃⾃体体]]ははおおししななべべてて
xxにに依依存存ししなないいででいいるるここととががででききるるだだろろうう。。そそここでで FFxxにに対対すするる「「導導かかれれたた値値」」をを、、xxののどどのの
値値ににつついいててもも[[⼀⼀般般的的にに]]表表わわすすよよううなな xxのの函函数数((FFuunnccttiioonn))をを、、FFxxのの「「導導函函数数((ddiiee  aabbggeelleeiitteettee  
FFuunnccttiioonn))」」とと呼呼びび、、FFxx  ををここのの導導函函数数にに対対すするる元元のの函函数数((ddiiee  uurrsspprrüünngglliicchhee  FFuunnccttiioonn))とと呼呼ぶぶ。。
たたととええばば  22aaxxをを  aaxx22 のの導導函函数数とと呼呼ぶぶ。。ななぜぜなならら、、xxののどどのの値値ににつついいててもも、、𝚫𝚫xxがが限限りりななくく⼩⼩
ささくくななるるとときき、、商商  𝚫𝚫((aaxx22))//	𝚫𝚫xx=={{aa((xx++	𝚫𝚫xx))22−aaxx22}}//	𝚫𝚫xx=22aaxx++aa	𝚫𝚫xx  がが限限りりななくく近近づづくくよよううなな、、しし
かかもも xxににののみみ依依存存すするる数数はは 22aaxx  だだかかららででああるる。。特特定定のの変変数数値値 xxにに対対ししてて商商𝚫𝚫  FFxx//𝚫𝚫xxがが無無限限
にに⼤⼤ききくく((uunneennddlliicchh  ggrrooßß))ななるるとといいうう理理由由でで、、ああるるいいはは𝚫𝚫xx がが限限りりななくく減減少少すするるととききここのの商商
がが限限りりななくく増増加加すするるとといいうう理理由由でで、、函函数数 FFxx ががああるる変変数数値値にに対対ししてて導導函函数数をを持持たたなないい場場合合、、
「「FFxxのの導導函函数数値値はは無無限限にに⼤⼤ききいい((uunneennddlliicchh  ggrrooßß))  」」ななどどとと⾔⾔うう。。たたととええばば、、商商、、{{11//((11−xx−𝚫𝚫xx))  

−11//11−xx}}//𝚫𝚫xxはは xx==11 にに対対ししてて無無限限にに⼤⼤ききくくななるるかからら、、11//11−xxはは xx==11 にに対対ししてて導導函函数数をを持持たた
なないいがが、、「「函函数数 11//11−xx のの導導函函数数はは xx==11 でで無無限限にに⼤⼤ききくくななるる」」ななどどのの⾮⾮本本来来的的なな⾔⾔いい回回ししもも
⾏⾏わわれれるる。。函函数数 FFxxのの導導[[函函]]数数MMがが xxにに依依存存しし、、ここののMMががままたた導導[[函函]]数数をを持持つつ場場合合、、そそれれ
ををMMのの元元のの函函数数 FFxxかからら⾒⾒てて第第⼆⼆階階ののMMのの導導[[函函]]数数とと呼呼ぶぶ。。ここれれとと区区別別ししてて先先のの導導[[函函]]数数
をを「「第第⼀⼀のの」」とと名名付付けけるる。。  
[[訳訳者者。。ここれれ以以後後のの多多変変数数函函数数のの微微分分のの説説明明はは省省略略すするる]]。。  
  
§§112211  
[[注注解解]]        ララググラランンジジュュ、、ララククロロアア、、ココーーシシーーををははじじめめ当当代代のの数数学学者者((MMaatthheemmaattiikkeerr))のの⼤⼤部部
分分はは、、本本質質的的ににははいいまま私私ががししたたののとと同同じじ仕仕⽅⽅でで導導函函数数のの概概念念をを定定義義ししてていいるる。。たただだ注注意意すすべべ
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ききここととががああっってて、、導導函函数数のの概概念念をを⽴⽴ててるるとときき、、総総じじてて彼彼ららはは、、ああるる特特定定のの変変数数値値 xxにに対対ししてて
函函数数 FFxxがが、、「「正正のの増増加加分分ににつついいててだだけけ導導函函数数[[値値]]をを持持つつ場場合合」」とと、、「「負負のの増増加加分分ににつついいててだだ
けけ導導函函数数[[値値]]をを持持つつ場場合合」」とと、、「「正正のの増増加加分分とと負負のの増増加加分分ととでで異異ななるる導導函函数数[[値値]]ををととるる場場合合」」
ににつついいててはは、、黙黙ししてて語語ららなないいののででああるる。。ししかかしし先先のの定定義義にに照照ららせせばばわわかかるるここととだだがが、、函函数数がが
導導函函数数をを持持たたなないい場場合合ががああるるののででああっってて、、私私ははここのの事事実実にに対対ししてて何何⼈⼈もも眼眼をを閉閉ざざすすべべききでで
なないいとと考考ええるる。。  
多多くくのの⼈⼈々々はは、、函函数数 FFxx==((xx22−𝟑𝟑𝒙𝒙++22))33//22++((xx22	−11))  33//22  のの場場合合、、xx==11 ににつついいててももそそのの導導函函数数がが

((33//22))・・((xx22−𝟑𝟑𝒙𝒙++22))11//22((22xx−33))++  ((33//22))・・((xx22	−11))  11//2222xxででああるるここととをを疑疑わわずず、、xx==11 ででそそれれはは 00 にに
ななるるとと主主張張すするる。。ししかかしし私私はは先先のの定定義義ををききちちんんとと踏踏ままええたた上上でで、、「「ここのの函函数数ははそそのの値値[[xx==11]]
にに対対ししててままっったたくく導導函函数数[[値値]]をを持持たたなないい」」とと主主張張すするる。。ななぜぜななららここのの場場合合、、𝚫𝚫FFxxはは正正のの増増加加
分分ににつついいててもも負負のの増増加加分分ににつついいててもも虚虚数数((iimmaaggiinnäärr))ににななるるののでで、、「「𝚫𝚫xxがが限限りりななくく⼩⼩ささくくななっっ
たたとときき、、商商𝚫𝚫FFxx//	𝚫𝚫xxがが限限りりななくく近近づづくく数数MM」」をを云云々々すするるここととががででききなないいかかららででああるる[[訳訳者者。。
𝚫𝚫xx>>00 なならら xx22−𝟑𝟑𝒙𝒙++22＜＜００ととななりり、、𝚫𝚫xx＜＜00 なならら xx22	−11＜＜００ととななるる]]。。  

ささららにに、、[[ああるる変変数数値値にに対対ししててはは]]  正正のの𝚫𝚫xxににつついいててだだけけ導導函函数数値値をを持持ちち、、[[別別のの変変数数値値にに
対対ししててはは]]  負負のの𝚫𝚫xxににつついいててだだけけ導導函函数数値値をを持持つつよよううなな函函数数やや、、[[どどちちららのの導導函函数数値値もも持持つつにに
はは持持つつがが]]  前前者者とと後後者者がが⼀⼀致致ししなないい函函数数ももああるる。。そそここでで導導函函数数をを表表現現すするるにに際際ししてて、、増増加加分分
をを正正ででととっったたののかか負負ででととっったたののかかをを（（必必要要なならら））書書きき添添ええるるののがが筋筋だだろろううがが、、ししかかししたただだでで
ささええ微微分分計計算算ににすすででにに多多くくのの記記号号がが導導⼊⼊さされれてていいるる現現状状でではは、、新新ししいい記記号号をを持持ちち込込んんででそそ
のの数数をを増増ややすすののはは慎慎むむべべききだだとと考考ええるる。。  
  
§§112222  
[[定定理理]]        どどのの変変数数値値にに対対ししててもも、、正正とと負負のの両両⽅⽅のの増増加加分分にに関関ししててままっったたくく同同⼀⼀のの定定数数のの
((eeiinnee  uunndd  eebbeenn  ddiieesseellbbee  bbeessttaannddiiggee))導導函函数数[[値値]]ををももつつよよううなな函函数数がが存存在在すするる。。  

だだががそそううででははなないい函函数数、、つつままりり変変数数がが変変わわるるとと函函数数のの導導函函数数[[値値]]もも変変わわるるよよううなな（（ししかかしし
そそれれででもも xxのの函函数数でであありり続続けけるるよよううなな））、、そそんんなな函函数数ももああるる。。  

後後者者ののよよううなな導導函函数数ののななかかににはは、、ああるる開開区区間間でで((iinnnneerrhhaallbb  ggeewwiisssseerr  GGrreennzzeenn))連連続続性性のの法法
則則((GGeesseettzz  ddeerr  SStteettiiggkkeeiitt))をを守守っってて変変動動しし、、ももししかかすするるとと((wwoohhll  ggaarr))そそれれ⾃⾃体体ももままたた導導函函数数をを
ももつつよよううななももののががああるる。。ししかかしし他他⽅⽅ででははそそううででははなないい場場合合ももああるる。。  
（（証証明明））xxのの函函数数がが aaxxとといいうう形形をを持持つつととせせよよ。。すするるとと、、𝚫𝚫xx𝐅𝐅/𝚫𝚫xx=={{aa((xx++	𝚫𝚫xx))	−	aaxx}}//	𝚫𝚫xx==aa でで
ああるる。。ゆゆええににここのの函函数数[[aaxx]]のの導導函函数数はは、、xxののすすべべててのの変変数数とと、、正正とと負負のの𝚫𝚫xxににつついいてて、、==aa  [[まま
っったたくく同同じじくく⼀⼀定定]]ででああるる。。  

ししかかしし  FFxx==aaxx22  ととすするるとと、、𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱/𝚫𝚫xx=={{aa((xx++	𝚫𝚫xx))22	−	aaxx22}}//	𝚫𝚫xx==22aaxx++aa	𝚫𝚫xx  ととななりり、、変変数数値値がが
変変わわれればばそそれれ[[導導函函数数値値]]もも変変わわるる[[すすななわわちち⼀⼀定定値値ででななくくななるる]]。。ここのの実実例例はは同同時時ににそそのの導導函函
数数もも連連続続ででああるるよよううなな函函数数、、具具体体的的ににはは 22aa とといいうう別別のの導導函函数数ををももつつ函函数数のの例例ににななっってていいるる。。  

ささららにに xx<<22 ででああるるすすべべててのの xxににつついいててはは  FFxx==xx22  、、xx==22 ととそそれれ以以上上のの xxににつついいててはは FFxx==xx33

ととすするるとと、、xx<<22 ででああるるすすべべててのの xxににつついいてて  FFxxはは導導函函数数 22xxをを、、xx==22 ととそそれれ以以上上のの xxににつついい
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てて FFxx はは導導函函数数 33xx22  ををももつつ。。ゆゆええににここのの導導函函数数⾃⾃体体、、xx==22 ににおおいいてて負負のの𝜟𝜟xx ににつついいてて連連続続性性
のの法法則則にに違違反反すす るる 函函 数数 にに なな っっ てて いい るる 。。 ななぜぜなな らら ここ のの 値値 [[==22]] にに おお いい てて はは 、、
𝚫𝚫𝐅𝐅′𝐱𝐱==FFʼ̓((xx	– 	𝚫𝚫xx))	–FFʼ̓xx==22((22	– 	𝚫𝚫xx))	–33・・44==–	88	–22	𝚫𝚫xx..  だだかからら云云々々。。  
  
§§112233        
[[定定理理]]        特特定定のの((⼀⼀価価のの))  変変数数値値 xxにに対対ししてて⼀⼀価価のの函函数数 FFxxをを考考ええ、、ししかかももそそのの導導函函数数値値
をを変変数数のの増増加加分分のの符符号号をを⼀⼀定定ににししてて考考ええるるなならら、、FFxx はは⼀⼀つつのの((eeiinnzziigg))導導函函数数値値ししかか持持たたなな
いい。。  
（（証証明明））ななぜぜなならら、、FFxxがが⼀⼀価価ななののだだかからら、、序序⽂⽂のの§§1111ゆゆええにに、、𝚫𝚫xxとと𝚫𝚫𝑭𝑭𝒙𝒙/𝚫𝚫xxもも⼀⼀価価ででああるる。。
ゆゆええにに[[RRZZ77..§§9922]]、、⼆⼆つつのの異異ななるる（（つつままりり不不等等なな））可可測測数数MMとと NNががああっってて、、商商𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱/𝚫𝚫xxのの
値値がが、、𝚫𝚫xx がが限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるとときき、、望望むむだだけけ MM とと NN[[のの両両⽅⽅]]にに近近づづくくここととははあありりええなな
いい。。  
  
§§112244  
[[補補題題]]        𝚫𝚫xx==00 ののとときき、、商商𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱/	𝚫𝚫𝐱𝐱はは、、そそれれ⾃⾃体体つつねねにに不不定定なな((uunnbbeessttiimmmmtt))表表現現、、すすななわわ
ちち 00//00 ををととららざざるるをを得得なないい。。ななぜぜなならら𝚫𝚫xx==00 なならら𝚫𝚫FFxx==FFxx–	FFxx==00 だだかかららででああるる。。  

ししかかしし函函数数 FFxxがが、、特特定定のの値値 xxににおおいいてて、、ままたた先先ほほどど𝚫𝚫𝐱𝐱ににつついいてて前前提提ししたた符符号号ににつついいてて、、
ああるる「「導導[[函函]]数数」」をを持持つつととししよようう。。つつままりり𝚫𝚫𝐱𝐱がが限限りりななくく減減少少すするるとときき、、差差  𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱/	𝚫𝚫𝐱𝐱– 	𝐌𝐌がが
<11//NNととななりり、、ままたたそそううでであありり続続けけるるよよううなな、、そそんんなな𝚫𝚫𝐱𝐱にに依依存存ししなないい可可測測なな数数MMががああるるとと
ししよようう。。  
  ささてて、、ここのの商商がが値値 xxににおおいいてて連連続続性性のの法法則則にに従従うう数数をを表表ししてていいるるとと考考ええたたいいなならら、、𝚫𝚫𝐱𝐱==00
ののとときき商商𝚫𝚫FFxx//𝚫𝚫𝐱𝐱ががととるる値値ととししてて、、⼀⼀つつそそししててたただだ⼀⼀つつのの値値MMをを当当ててざざるるをを得得なないい。。ななぜぜなな
らら、、𝚫𝚫𝐱𝐱＝＝00 にに対対ししてて商商𝚫𝚫FFxx//𝚫𝚫𝐱𝐱ががととるる値値をを CCととすするるとと、、連連続続性性のの条条件件にに照照ららししてて、、𝚫𝚫𝐱𝐱がが限限りり
ななくく⼩⼩ささくくななるるとときき𝚫𝚫FFxx//𝚫𝚫𝐱𝐱  ――  CC  <<11//NN  でであありり、、ままたたそそううでであありり続続けけななけけれればばななららなないいがが、、
ししかかしし𝚫𝚫𝐱𝐱がが限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるとときき𝚫𝚫FFxx//𝚫𝚫𝐱𝐱  ――  MM  <<11//NN  ととななるるののだだかからら、、CC==MMででななけけれれ
ばばななららなないい。。  
  
§§112255  
[[定定理理]]        11組組のの函函数数  ffxxととφφxxがが、、開開区区間間((aa,,bb))ののすすべべててのの変変数数値値にに対対ししてて同同じじ函函数数 FFxxのの導導
関関数数だだとと考考ええらられれるるなならら、、開開区区間間((aa,,bb))ののすすべべててのの変変数数値値にに対対ししてて ffxx==φφxxがが成成りり⽴⽴つつ。。  
（（証証明明））  
[[題題意意よよりり]]  開開区区間間((aa,,bb))ののすすべべててのの xxのの値値にに対対ししてて、、⽅⽅程程式式  {{FF((xx++	𝚫𝚫xx))	–	FFxx}}//	𝚫𝚫xx==ffxx++ΩΩ11 とと
{{FF((xx++	𝚫𝚫xx))	–	FFxx}}//	𝚫𝚫xx==φφxx++ΩΩ22 がが成成りり⽴⽴つつののだだかからら、、同同じじここのの値値[[xx]]にに対対ししてて⽅⽅程程式式 ffxx++ΩΩ11==
φφxx++ΩΩ22 もも成成りり⽴⽴たたななけけれればばななららなないい。。ししかかしし ffxxととφφxxはは定定数数とと考考ええるるここととががででききるるしし、、ΩΩ
11 ととΩΩ22 はは限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるののだだかからら[[RRZZ77..§§9922]]、、上上のの⽅⽅程程式式がが成成りり⽴⽴つつののはは、、開開区区間間((aa,,bb))
ののすすべべててのの xxのの値値にに対対ししてて ffxx==φφxxででああるる場場合合にに限限るる。。  
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§§112266  
[[補補題題]]          ffxxととφφxxががどどのの xxににつついいててもも同同じじ[[値値]]をを持持つつ函函数数ででははななくくててもも[[つつままりり同同⼀⼀のの函函
数数ででななくくててもも]]、、⽅⽅程程式式  {{FF((xx++	𝚫𝚫xx))	–FFxx}}//	𝚫𝚫xx==ffxx++ΩΩ11  とと  {{FF((xx++	𝚫𝚫xx))	–	FFxx}}//	𝚫𝚫xx==φφxx++ΩΩ22  がが、、
ああるる孤孤⽴⽴ししたた xxのの[[変変数数]]値値にに対対ししてて((ffüürr  ggeewwiissssee  vveerreeiinnzzeelltt  sstteehheennddee  WWeerrtthhee  vvoonn  xx))[[だだけけ]]、、
[[共共にに]]成成りり⽴⽴つつここととははああるる。。たたととええばば  φφxx  ==  ffxx  –  ((xx–11))((xx–𝟐𝟐))((xx–𝟑𝟑))・・・・・・iinn  iinnff・・・・ととすするる
とと、、ffxxととφφxxをを同同じじ函函数数とと⾒⾒做做すすここととははででききなないいがが、、ししかかしし積積  ((xx–11))((xx–𝟐𝟐))((xx–𝟑𝟑))iinn  iinnffははどど
のの[[正正のの整整数数]]値値ににつついいててもも 00 ににななるるかからら、、列列 11,,22,,33,,・・・・・・にに含含ままれれるるすすべべててのの xxににつついいててはは、、
⽅⽅程程式式    {{FF((xx++	𝚫𝚫xx))	–	FFxx}}//	𝚫𝚫xx==ffxx++ΩΩ11  がが成成りり⽴⽴つつなならら、、⽅⽅程程式式  {{FF((xx++	𝚫𝚫xx))	–	FFxx}}//	𝚫𝚫xx==φφxx++ΩΩ
22 もも成成りり⽴⽴つつののででああるる。。  
  
§§112277  
[[定定理理]]        開開区区間間((aa,,bb))ののすすべべててのの変変数数値値にに対対ししてて、、⼀⼀組組みみのの函函数数がが互互いいにに等等ししいい値値ををととるる
((gglleeiicchhggeelltteenn))なならら、、そそのの導導函函数数ももままささににここのの開開区区間間でで互互いいにに等等ししいい値値ををととららななけけれればばなならら
なないい。。ししかかししそそのの逆逆はは成成りり⽴⽴たたなないい。。  
（（前前半半のの証証明明））  開開区区間間((aa,,bb))のの xxののすすべべててのの値値にに対対ししてて  FFxx＝＝ΦΦxxととすするるとと、、ここのの区区間間にに xx++𝚫𝚫xx
ををととるるとと、、FF((xx++	𝚫𝚫xx))==  ΦΦ((xx++	𝚫𝚫xx))ででああるる。。ししたたががっってて FF((xx++	𝚫𝚫xx))	– 𝐅𝐅𝐱𝐱==  ΦΦ((xx++	𝚫𝚫xx))	–𝚽𝚽𝐱𝐱  ででああ
りり、、ささららにに{{FF((xx++	𝚫𝚫xx))	– 𝐅𝐅𝐱𝐱}}//	𝚫𝚫xx  ==  {{ΦΦ((xx++	𝚫𝚫xx))	–𝚽𝚽𝐱𝐱}}//	𝚫𝚫xx  ででああるる。。函函数数 FFxxのの導導函函数数をを FFʼ̓xx,,  	𝚽𝚽𝐱𝐱
のの導導函函数数をを𝚽𝚽ʼ̓xxとと置置くくとと、、{{FF((xx++	𝚫𝚫xx))	– 𝐅𝐅𝐱𝐱}}//	𝚫𝚫xx==  FFʼ̓xx++ΩΩ11 でであありり、、{{ΦΦ((xx++	𝚫𝚫xx))	–𝚽𝚽𝐱𝐱}}//	𝚫𝚫xx＝＝𝚽𝚽ʼ̓xx
＋＋ΩΩ22 でであありり、、FFʼ̓xx++ΩΩ11＝＝𝚽𝚽ʼ̓xx＋＋ΩΩ22  ででななけけれればばななららなないい。。ささてて同同じじ xxににつついいてて、、ΩΩ11 ととΩΩ22 はは
限限りりななくく⼩⼩ささくくすするるここととががででききるるかからら、、FFʼ̓xx＝＝𝚽𝚽ʼ̓xx ででななけけれればばななららなないいしし、、開開区区間間((aa,,bb))のの xx
ののすすべべててのの値値にに対対ししててそそううででななけけれればばななららなないい。。  
（（後後半半のの証証明明））ししかかしし逆逆にに、、開開区区間間((aa,,bb))ののすすべべててのの xxにに対対ししてて⽅⽅程程式式 FFʼ̓xx==𝚽𝚽ʼ̓xxがが成成りりたたっっ
ててもも、、そそれれだだけけでで⽅⽅程程式式 FFxx==𝚽𝚽xxがが成成りり⽴⽴つつわわけけででははなないい。。とと⾔⾔ううののはは、、aa がが xxかかららままっったた
くく独独⽴⽴なな任任意意のの数数だだととすするるとと、、⼆⼆つつのの異異ななるる函函数数 aa++FFxxとと FFxxがが同同じじ導導函函数数をを持持つつかかららででああ
るる。。ななぜぜななららここのの前前提提下下でではは𝚫𝚫((aa++FFxx))//	𝚫𝚫xx==	𝚫𝚫FFxx//	𝚫𝚫xx でであありり、、どどちちららもも同同じじ導導函函数数をを持持つつかか
ららででああるる。。  
  
§§112288  
[[補補題題]]        ああるる⽅⽅程程式式がが、、そそここにに登登場場すするる変変数数 xxののすすべべててのの値値にに対対ししてて、、ああるるいいはは少少ななくくとと
ももああるる開開区区間間のの xxののすすべべててのの値値にに対対ししてて成成⽴⽴すするるなならら、、そそのの変変数数ににつついいててそそのの[[⽅⽅程程式式のの]]各各
辺辺のの導導函函数数をを  [[そそれれぞぞれれ]]作作っっててもも、、[[ここれれらら⼆⼆つつのの導導関関数数のの]]⽅⽅程程式式はは不不成成⽴⽴ににははななららなないい。。
たたととええばば⼀⼀般般にに((11++xx))33==11++33xx++33xx22++xx33  ででああるるがが、、ややははりり⼀⼀般般にに  33((11++xx))22==33++66xx++33xx22  ななののでで
ああるる。。  

[[ししかかしし]]ああるる⽅⽅程程式式がが xxのの⼀⼀つつままたたはは若若⼲⼲のの孤孤⽴⽴値値((vveerreeiinnzzeellttsstteehheennddeenn  WWeerrtthhee))ににつついい
ててだだけけ成成⽴⽴ししてておおりり、、そそここででそそのの[[両両辺辺のの]]導導函函数数をを[[そそれれぞぞれれ]]ととるる場場合合、、そそのの議議論論はは成成りり⽴⽴
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たたなないい。。たたととええばば  ((xx–33))  ((xx–55))xx22==((xx–33))  ((xx–55))xx44  はは xx==00,,  xx==33,,  xx==55 ににつついいててはは正正ししいい⽅⽅程程式式
だだ がが 、、 ここ のの⽅⽅程程式式のの両両辺辺のの 導導 函函 数数 をを とと っっ たた [[⽅⽅程程式式 ]]((xx – 55))xx22++((xx – 33))xx22++  22((xx – 33))  
((xx–55))xx==((xx–55))xx44++((xx–33))xx44++  44((xx–33))  ((xx–55))xx33  ははそそううででははなないいかかららででああるる。。実実際際、、ここのの⽅⽅程程式式はは
xx==00 ににつついいててはは成成りり⽴⽴つつがが、、xx==33 ああるるいいはは xx==55 ににつついいててはは成成りり⽴⽴たたなないい。。  
  
§§112299  
[[定定理理]]        先先ほほどどままでで我我々々はは、、数数 WW とと数数 xx ががああっってて、、xx をを変変数数ととみみななししてていいたたののだだっったた。。
[[ししかかしし]]ももしし数数WWがが数数 xxかからら[[⾒⾒かかけけ上上ははととももかかくく]]実実質質的的にに((iinn  ddeerr  TTaatt))独独⽴⽴だだととししたたららどど
ううだだろろううかか。。そそれれがが起起ここるるののはは、、[[たたととええばば]]xxががWWのの表表記記かからら姿姿をを消消すすととかか、、ああるるいいはは xxのの
値値がが変変わわっっててもも WW のの値値がが変変わわららなないいとときき、、そそののいいずずれれかかのの場場合合、、そそうういいううここととがが起起ここるる。。
たたととええばばWW==((aaxx–bbxx))//ccxxののとときき、、xxにに対対すするるWWのの導導函函数数はは 00 ななののででああるる。。  
（（証証明明））WW==FFxxととすするるとと、、[[題題意意よよりり]]FF((xx++	𝚫𝚫𝐱𝐱)＝＝𝐅𝐅𝐱𝐱でであありり、、ゆゆええにに𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱＝＝00 でであありり、、ゆゆええにに  
𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱//	𝚫𝚫𝐱𝐱==00 ででももああるる。。ししたたががっってて商商	𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱//	𝚫𝚫𝐱𝐱	がが限限りりななくく近近づづくく可可測測数数はは 00 ののみみででああるる。。  
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[[⾄⾄るるととこころろ微微分分不不可可能能なな連連続続函函数数（（ボボルルツツァァーーノノ函函数数））]]  
[[ここのの§§113300 かからら§§113355 ままでではは難難読読ののたためめ、、適適宜宜、、単単⼀⼀のの段段落落をを複複数数のの段段落落にに分分割割ししたたこことと

ををおお断断りりししてておおくく。。]]  
  
§§113300        [[函函数数はは、、微微分分可可能能なならら連連続続だだがが、、連連続続だだかかららとといいっってて微微分分可可能能ととはは限限ららなないい]]  
[[定定理理]]      ああるる値値 xxににおおいいてて、、函函数数 FFxxがが正正ままたたはは負負のの増増加加分分ににつついいてて導導函函数数をを持持つつなならら、、
そそのの xx ににおおいいててここのの函函数数はは同同じじ増増加加分分ににつついいてて連連続続((sstteettiigg))ででななけけれればばななららなないい。。ししかかしし逆逆
にに、、ああるる変変数数値値 xxににおおいいてて函函数数ががああるる符符号号[[のの増増加加分分]]ににつついいてて連連続続だだかかららとと⾔⾔っってて、、ここのの函函
数数がが同同じじ条条件件下下でで導導関関数数をを持持つつととはは限限ららなないい。。  
((証証明明  11))    [[前前半半をを証証明明すするる]]。。函函数数 FFxxがが値値 xxににおおいいてて微微分分可可能能でであありり[[訳訳者者。。ボボルルツツァァーー
ノノはは「「⼆⼆階階のの連連続続((sstteettiigg  sseeyynn  vvoomm  zzwweeiitteenn  GGrraaddee))」」とと表表現現ししてていいるる]]、、ししかかもも𝚫𝚫xxににつついいてて前前
提提ししたた符符号号にに関関ししててそそううだだととすするる。。そそののとときき商商  𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱/𝚫𝚫𝐱𝐱	 =  {{FF((xx++𝚫𝚫𝐱𝐱))−−FFxx}}//	𝚫𝚫𝐱𝐱  はは、、𝚫𝚫𝐱𝐱がが限限
りりななくく減減少少すするるににつつれれてて、、そそのの xxでで決決ままるる可可測測のの定定数数MMにに限限りりななくく近近づづくく筈筈ででああるる。。だだがが
ここののここととはは、、商商のの分分⼦⼦すすななわわちち差差分分 FF((xx++𝚫𝚫𝐱𝐱))−−FFxx  ももままたた、、𝚫𝚫𝐱𝐱ととととももにに限限りりななくく減減少少すするる
可可測測数数をを表表わわすすここととをを意意味味すするる。。ななぜぜなならら、、ももししそそううででなないいなならら、、ああのの分分⼦⼦がが[[そそももそそもも]]  可可
測測数数  ででなないいかか、、[[ああのの分分⼦⼦はは可可測測数数ででははああるるがが、、𝚫𝚫𝐱𝐱がが限限りりななくく減減少少ししててもも]]継継続続ししてて＞＞11//NN
でであありり続続けけるるかか、、ああるるいいはは[[ああのの分分⼦⼦はは]]𝚫𝚫𝐱𝐱がが限限りりななくく減減少少すするるににつつれれてて>>11//NNににななっったたりりなな
ららななかかっったたりりすするるかか、、そそうういいううここととににななるるだだろろううがが、、そそのの場場合合、、商商  𝚫𝚫FFxx//𝚫𝚫xx  はは可可測測数数にになな
ららなないいかか、、無無限限にに増増加加すするるかかののいいずずれれかかででああるる。。[[ゆゆええにに商商のの分分⼦⼦すすななわわちち差差分分 FF((xx++𝚫𝚫𝐱𝐱))−−
FFxx  はは、、𝚫𝚫𝐱𝐱ととととももにに限限りりななくく減減少少すするる可可測測数数ででななけけれればばななららなないい]]。。ししかかしし𝚫𝚫xxがが限限りりななくく減減
少少すするるとときき、、差差 FF((xx++𝚫𝚫𝐱𝐱))−−FFxx もも限限りりななくく減減少少すするるとといいううここととはは、、FFxx がが値値 xx ににおおいいてて、、[[⼆⼆
階階ででななくく]]⼀⼀階階でで((iinn  eerrsstteenn  GGrraaddee))、、そそししてて𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱/𝚫𝚫𝐱𝐱にに認認めめたた符符号号ににつついいてて、、連連続続((sstteettiigg))ででああ
るるここととをを意意味味すするる。。  
((証証明明  22))  ししかかしし逆逆にに函函数数のの連連続続性性かからら導導関関数数のの存存在在はは結結論論ででききなないい。。⾔⾔いい換換ええるるとと、、
𝚫𝚫𝐱𝐱ととととももにに  FF((xx＋＋𝚫𝚫𝐱𝐱)−−FFxx  がが限限りりななくく減減少少すするるここととかからら、、[[𝚫𝚫𝐱𝐱ととととももにに]	商商  {{FF((xx++𝚫𝚫𝐱𝐱))−−
FFxx}}//	𝚫𝚫𝐱𝐱  がが⼀⼀定定のの可可測測数数にに限限りりななくく近近づづくくここととはは、、結結論論ででききなないい。。そそのの証証拠拠はは、、§§112200  でで考考
察察ししたた、、xx==11 ににおおけけるる函函数数 11//((11−−xx))ででああるる。。  
[[訳訳者者。。ここのの最最後後のの実実例例はは明明ららかかにに不不適適切切ででああるる。。GGAA 版版のの編編者者ははすすぐぐ後後のの§§113322 にに登登場場すす
るる函函数数::  xx<<11 ににおおいいてて ffxx==((11--xx))ssiinnIInn((11--xx))、、及及びび ff((11))==00 ををももっってて適適切切なな例例ととすするる。。]]  
  
§§113311      [[ああるる変変数数値値でで連連続続ななののにに、、そそのの変変数数値値でで微微分分不不可可能能なな函函数数((第第⼀⼀のの実実例例))]]  
[[定定理理]]	    ああるる値値 xx ににおおいいてて、、函函数数 FFxx はは正正ままたたはは負負のの増増加加分分ににつついいてて導導函函数数をを持持たたなないいのの
にに、、同同じじ条条件件でで連連続続((sstteettiigg))ででああるるととししよようう。。そそうういいううここととがが起起ここりり得得るるののはは、、次次のの⼆⼆つつ場場
合合ののどどちちららかかにに限限らられれるる。。          

そそのの⼀⼀。。𝚫𝚫xxがが限限りりななくく減減少少すするるとときき、、商商	𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱/𝚫𝚫xxがが限限りりななくく増増加加すするる場場合合。。  
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そそのの⼆⼆。。[[𝚫𝚫xx がが限限りりななくく減減少少すするるとときき]]、、差差  [[𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱/𝚫𝚫xx–	MM]]がが望望むむだだけけ[[00 にに]]近近づづくくよよううなな
ああるる可可測測数数MMががたたししかかにに存存在在すするるけけれれどどもも、、たただだ、、ここのの[[𝚫𝚫xxのの減減少少にに伴伴うう差差のの００へへのの]]接接近近
はは維維持持さされれずず((bblleeiibbtt  nniicchhtt  bbeeyy  ddiieesseerr  AAnnnnäähheerruunngg))、、どどんんななにに[[⼩⼩ささいい]]𝚫𝚫xxををととっっててもも、、そそれれ
よよりりももっっとと⼩⼩ささいい𝚫𝚫xxがが⾒⾒つつかかっってて、、差差𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱/𝚫𝚫xx–	MMがが  >>11//NNととななっっててししままうう場場合合。。  

  
（（証証明明１１））[[題題意意よよりり FFxxはは連連続続だだかからら]]、、𝚫𝚫xxとと𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱はは継継続続ししてて((ffoorrttwwäähhrreenndd))可可測測でであありり続続けけ
るる((vveerrbblleeiibbeenn))。。だだががそそののとときき[[つつままりり導導関関数数ががなないい以以上上]]、、そそのの⼀⼀ととそそのの⼆⼆にに代代わわるる第第三三のの
可可能能性性ががなないい[[ここととををままずず証証明明すするる]]。。  

[[そそももそそもも]]𝚫𝚫xxとと𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱はは継継続続ししてて可可測測ななののだだかからら、、商商𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱/𝚫𝚫xxもも継継続続ししてて可可測測ででああるる。。ししたた
ががっってて[[どどんんなな𝚫𝚫xx ををととっっててもも]]ここのの商商よよりりもも（（絶絶対対値値ににおおいいてて））継継続続ししてて⼤⼤ききくくあありり続続けけるる
⼀⼀つつのの可可測測数数ががああるるかか[[いいわわゆゆるる上上界界]]、、そそれれととももここのの商商がが限限りりななくく増増加加ししててししままううののかか、、⼆⼆
つつにに⼀⼀つつででああるる。。[[後後者者のの場場合合、、導導関関数数ががなないいここととはは明明ららかかででああるる（（「「そそのの⼀⼀」」のの可可能能性性））]]。。..  

そそここでで[[前前者者をを仮仮にに採採⽤⽤すするるとと、、つつままりり]]𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱/𝚫𝚫xxよよりりもも継継続続ししてて⼤⼤ききくくあありり続続けけるる⼀⼀つつのの
可可測測数数ががああるるとと仮仮定定すすれればば、、そそののとときき[[RRZZ77..§§110099 よよりり]]「「『『継継続続ししてて𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱/𝚫𝚫xxよよりり⼤⼤ききくくあありり
続続けけるる』』とといいうう性性質質ががそそれれよよりり⼤⼤ききいい[[すすべべててのの]]数数にに帰帰属属すするる」」とと⾔⾔ええるるななかかでで最最⼩⼩ででああるる
よよううなな数数MMがが存存在在すするる[[いいわわゆゆるるボボルルツツァァーーノノ＝＝ワワイイアアシシュュトトララススのの定定理理にによよるる]]。。すするるとと、、
𝚫𝚫xxののああるる値値にに対対ししてて、、ここのの数数MMはは商商𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱/𝚫𝚫xxにに完完全全にに⼀⼀致致すするるかか、、そそれれとともも𝚫𝚫xxののああるる値値にに
対対ししてて、、MMがが、、差差MM–𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱/𝚫𝚫xxががどどんんなな所所与与のの商商 11//NNよよりりもも⼩⼩ささくくななるるほほどどにに、、𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱/𝚫𝚫xxにに
近近づづくくかか、、そそののどどちちららかかででななけけれればばななららなないい。。ななぜぜなならら、、仮仮ににここのの差差がが[[どどんんなな𝚫𝚫xxにに対対ししてて
もも]]継継続続ししてて＞＞11//NN でであありり続続けけるるなならら、、MM ⾃⾃体体ににつついいてて⾔⾔わわれれたたののとと同同様様にに、、「「そそれれよよりり⼤⼤
ききいい数数ははつつねねにに  >>𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱/𝚫𝚫xxでであありり続続けけるる」」とと⾔⾔ええるるよよううなな、、MMよよりり⼩⼩ささいい数数がが[[別別にに]]存存在在すす
るるここととににななっっててししままううかかららででああるる。。[[だだかからら、、𝚫𝚫xxののああるる値値にに対対ししてて、、ここのの数数MMがが商商𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱/𝚫𝚫xx
にに完完全全にに⼀⼀致致すするるかか、、そそれれととももMMとと𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱/𝚫𝚫xxがが、、そそのの差差MM–𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱/𝚫𝚫xxががどどんんなな所所与与のの商商 11//NN
よよりりもも⼩⼩ささくくななりり得得るるほほどど近近づづくくかか、、そそののいいずずれれかかででああるる、、そそししててここのの場場合合、、関関数数はは導導関関数数
をを持持つつ]]。。  

ししかかしし[[題題意意よよりり、、ああるる変変数数値値 xx ににおおいいてて、、函函数数 FFxx はは正正ままたたはは負負のの増増加加分分にに対対ししてて導導函函
数数をを持持たたなないいとといいううののだだかからら]]、、ああるる[[⼩⼩ささなな]]𝚫𝚫xx にに対対ししてて、、差差 MM–𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱/𝚫𝚫xx ががどどんんななにに⼩⼩ささ
かかろろううとと、、ああるるいいはは同同じじここととだだがが、、差差𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱/𝚫𝚫xx–𝐌𝐌がが（（絶絶対対値値ににおおいいてて））どどんんななにに⼩⼩ささかかろろうう
とと、、ももっっとと⼩⼩ささなな𝚫𝚫xx ががああっってて、、𝚫𝚫𝐅𝐅𝐱𝐱/𝚫𝚫xx–𝐌𝐌＞＞11//NN ととななるるほほかかなないい[[第第⼆⼆のの可可能能性性]]。。ななぜぜなな
らら、、ささももななくくばば、、§§112200 のの定定義義にに照照ららししてて、、FFxx はは[[題題意意にに反反ししてて]]導導函函数数ををももちち、、MM ががままささ
ににそそれれににななるるとと認認めめざざるるをを得得ななくくななるるかかららででああるる。。[[ここれれでで第第⼀⼀とと第第⼆⼆以以外外のの可可能能性性ががなないい
ここととがが⽰⽰さされれたた。。]]  
  
（（証証明明２２））  
定定理理がが述述べべるる第第⼀⼀とと第第⼆⼆のの場場合合がが条条件件次次第第でで実実際際にに起起ここるるここととをを、、次次のの⼀⼀対対のの実実例例でで確確認認
すするるここととににししよようう。。  
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[[第第⼀⼀のの場場合合のの実実例例ははここううででああるる]]。。「「yy>>00 でであありり、、ししかかもも⽅⽅程程式式 yy22==11–	xx22 ががつつねねにに成成りり⽴⽴
つつ」」とといいうう法法則則ののももととでで、、数数 yy がが変変数数 xxにに依依存存すするるととせせよよ。。ここのの前前提提ののももととでで、、そそのの絶絶対対値値
がが  >>11 ででははなないいすすべべててのの xx  ≦≦[[つつままりりーー１１≦≦xx≦≦＋＋１１]]にに対対ししててはは、、yy がが可可測測値値をを、、ししかかももたた
だだ⼀⼀つつのの可可測測値値ををととるるここととはは容容易易ににわわかかるる。。ななぜぜなならら、、ままずず記記号号((ZZeeiicchheenn))  aa,,bb,,cc,,dd,,・・・・・・をを
11 よよりり⼤⼤ききいい任任意意のの⾃⾃然然数数ととしし、、次次ののよよううなな法法則則にに従従っってて、、分分⺟⺟ aa,,aabb,,aabbcc,,aabbccdd,,・・・・・・にに対対
ししてて分分⺟⺟αα,,ββ,,γγ,,δδ,,・・・・・・をを選選ぶぶととせせよよ。。すすななわわちち  

            (𝛂𝛂
𝒂𝒂
))22⋜⋜11‒‒  xx22    (𝛂𝛂)𝟏𝟏

𝒂𝒂
))22>>11‒‒  xx22  

            (𝛂𝛂
𝒂𝒂
+ 𝛃𝛃

𝒂𝒂𝒃𝒃
))22⋜⋜11‒‒  xx22        (𝛂𝛂

𝒂𝒂
+ 𝛃𝛃)𝟏𝟏

𝒂𝒂𝒃𝒃
))22>>11‒‒  xx22    

            (𝛂𝛂
𝒂𝒂
+ 𝛃𝛃

𝒂𝒂𝒃𝒃
+ 𝛄𝛄

𝒂𝒂𝒃𝒃𝒄𝒄
))22⋜⋜11‒‒  xx22    		(𝛂𝛂

𝒂𝒂
+ 𝛃𝛃

𝒂𝒂𝒃𝒃
+ 𝛄𝛄)𝟏𝟏

𝒂𝒂𝒃𝒃𝒄𝒄
))22>>11‒‒  xx22            

⼀⼀般般にに        	(𝛂𝛂
𝒂𝒂
+ 𝛃𝛃

𝒂𝒂𝒃𝒃
+ ・・・・・・+ 𝛍𝛍

𝒂𝒂𝒃𝒃・・・・・・𝒎𝒎
))22⋜⋜11‒‒  xx22    					(𝛂𝛂

𝒂𝒂
+ 𝛃𝛃

𝒂𝒂𝒃𝒃
+ ・・・・・・+ 𝛍𝛍)𝟏𝟏

𝒂𝒂𝒃𝒃・・・・・・𝒎𝒎
))22>>11‒‒  xx22    

  

すするるとと[[RRZZ77..§§4488]]、、記記号号αα,,ββ,,γγ,,・・・・・・μμははすすべべてて整整数数かか⼀⼀部部 00 をを意意味味すするるがが、、いいずずれれももたた
だだ ⼀⼀つつのの 値値 をを とと るる 。。 ささ らら にに [[RRZZ77.. §§ 110044,,  §§ 110055]] 、、無無限限のの 数数 表表 現現 ((ddeerr  uunneennddlliicchhee  
ZZaahhlleennaauussddrruucckk))    

αα
𝒂𝒂
++ββ
𝒂𝒂𝒃𝒃
++ γγ
𝒂𝒂𝒃𝒃𝒄𝒄
++・・・・・・＋＋ 𝛍𝛍

𝒂𝒂𝒃𝒃𝒄𝒄・・・・・・𝒎𝒎
++・・・・・・iinn  iinnff..  ははたただだ⼀⼀つつのの可可測測数数をを表表わわしし、、ししかかももそそれれはは⽅⽅

程程式式 yy22==11‒‒xx22 のの yy にに代代⼊⼊ししててもも成成⽴⽴すするる値値ででああるる。。そそここでで私私ははここうう主主張張すするる。。ここののよよううにに定定
めめらられれたた数数 yy はは、、閉閉区区間間[[--11,,++11]]ののすすべべててのの値値ににつついいてて連連続続でで、、ししかかもも開開区区間間((‒‒11,,++11))ののすすべべ
ててのの値値ににつついいてて導導函函数数ままでで持持つつ xxのの函函数数ででああるる、、とと。。  
[[ななぜぜなならら]]⽅⽅程程式式  yy22==11‒‒  xx22 はは xx のの[[上上のの区区間間のの]]すすべべててのの値値にに対対ししてて成成りり⽴⽴つつかからら、、xx のの代代

わわ りり にに xx++𝚫𝚫 xx をを 、、 yy のの代代わわ りり にに yy++𝚫𝚫 yy をを⼊⼊れれ てて もも 、、式式はは 成成 りり⽴⽴つつ。。 すす なな わわちち
((yy++𝚫𝚫𝐲𝐲))22==11‒‒((xx++𝚫𝚫xx))22  、、ししたたががっってて yy22++22yy𝚫𝚫＋＋((𝚫𝚫yy))22==11‒‒  xx22‒‒22xx𝚫𝚫𝐱𝐱‒‒((𝚫𝚫xx))22  だだがが、、[[xx22++yy22==11 ななのの
でで]]引引きき算算すするるとと、、  
yy𝚫𝚫（（22yy++  yy𝚫𝚫））==  ‒‒  𝚫𝚫𝐱𝐱((22xx++𝚫𝚫𝐱𝐱))、、つつままりりここううででああるる。。  

ΔΔyy＝＝‒‒
((𝟐𝟐𝐱𝐱 + 𝚫𝚫𝐱𝐱))𝚫𝚫𝐱𝐱
𝟐𝟐𝐲𝐲 + 𝚫𝚫𝐲𝐲 	  

ままずず第第⼀⼀にに、、ここのの⽅⽅程程式式はは、、函函数数 yy  がが閉閉区区間間[[‒‒11,,++11]]ののすすべべててのの値値ににつついいてて連連続続ででああるるこことと
をを ⽰⽰ しし てて いい るる (( たた だだ しし xx== ‒‒ 11 のの 近近 くく でで はは 𝚫𝚫𝐱𝐱をを正正にに、、 xx==++11 のの 近近 くく でで はは
𝚫𝚫𝐱𝐱をを負負ににととるるももののととすするる)。。ななぜぜなならら xx==‒‒11 ののとときき yy==00  でであありり、、ΔΔyy＝＝((22--𝚫𝚫𝐱𝐱)𝚫𝚫𝐱𝐱//ΔΔyy    つつまま
りり((ΔΔyy))２２＝＝((22--ΔΔxx))ΔΔxx  だだがが、、そそれれはは、、𝚫𝚫𝐱𝐱がが正正ののままままでで限限りりななくく⼩⼩ささくくななるるとときき、、ややははりり
限限りりななくく減減少少すするるつつねねにに可可測測なな数数ががΔΔyy にに対対応応すするるこことと[[すすななわわちち関関数数がが xx==--11 でで連連続続ででああ
るるこことと]]をを物物語語っってていいるるかかららででああるる。。  
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ここのの⽅⽅程程式式((ΔΔyy))２２＝＝((22--ΔΔxx))ΔΔxxはは、、xx==++11 ととしし𝚫𝚫𝐱𝐱をを負負ににととっっててもも登登場場すするる。。ゆゆええにに xx==++11
ででもも  xx==--11 ででもも、、函函数数はは連連続続ででああるる。。  

ししかかしし[[ささららにに]]  ++11 ととーー１１のの間間ののどどのの xxのの値値にに対対ししててもも、、函函数数はは連連続続ででああるる。。ななぜぜななららどど
のの xx ににおおいいててもも、、yy はは 00 ででなないい可可測測なな値値ををももちち、、ΔΔyy＝＝‒‒  {{(𝟐𝟐𝐱𝐱 + 𝚫𝚫𝐱𝐱)𝚫𝚫𝐱𝐱}}//(𝟐𝟐𝐲𝐲 + 𝚫𝚫𝐲𝐲)    のの値値
はは、、明明ららかかにに𝚫𝚫𝐱𝐱ととととももにに限限りりななくく減減少少すするるかかららででああるる。。  

ささてて++11 とと‒‒  11 のの間間のの xxののどどのの値値にに対対ししててもも、、yy はは[[連連続続性性ののみみななららずず]]導導函函数数ままでで持持つつ。。なな
ぜぜなならら、、𝚫𝚫yy//𝚫𝚫𝐱𝐱==‒‒((22xx++𝚫𝚫𝐱𝐱))//((22yy++𝚫𝚫𝐲𝐲))はは明明ららかかにに、、𝚫𝚫𝐱𝐱ととままっったたくく独独⽴⽴なな値値  ‒‒  xx//yy にに限限りりななくく
近近づづくくかかららででああるる。。  

[[だだがが]]⼆⼆つつのの値値  ++11 とと‒‒  11 にに対対ししてて yy はは導導函函数数をを持持たたなないい。。ななぜぜなならら、、xxががここのの値値[[±±11]]
ののとときき yy==00 だだかからら、、ΔΔyy//ΔΔxx＝＝((22--𝚫𝚫𝐱𝐱)//ΔΔyyととななるるがが、、ΔΔxx[[のの絶絶対対値値]]がが限限りりななくく減減少少すするるとときき
ΔΔyy もも限限りりななくく減減少少すするる以以上上、、ここのの式式[[のの右右辺辺]]はは限限りりななくく増増加加すするるかかららででああるる。。[[ししたたががっっ
てて⼆⼆つつのの値値  ++11 とと‒‒  11 にに対対ししてて yy はは導導函函数数をを持持たたなないい]]。。  

ここれれがが、、ΔΔxx[[のの減減少少]]ととととももにに商商ΔΔFFxx//ΔΔxxがが限限りりななくく増増加加すするる函函数数のの実実例例ででああるる。。  
  

    第第⼆⼆のの場場合合のの実実例例ははここううででああるる。。xx のの値値にに依依存存すするる函函数数 yy がが、、次次にに掲掲げげるるよよううなな仕仕⽅⽅でで、、
⼀⼀連連のの xxのの値値にに対対ししててそそれれにに対対応応すするる yy のの値値ををととるるももののととすするる。。  
  

      xx                        yy                                  xx                          yy  

00  かからら  𝟏𝟏
𝟑𝟑
		ままでで          xx                            𝟏𝟏𝟏𝟏

𝟏𝟏𝟏𝟏
  かからら  	𝟑𝟑𝟏𝟏

	𝟑𝟑𝟑𝟑
		ままでで            xx  ‒‒		 𝟏𝟏

𝟖𝟖
  

𝟏𝟏
𝟑𝟑
  かからら  𝟑𝟑

𝟒𝟒
  ままでで                11‒‒xx                            	𝟑𝟑𝟏𝟏

	𝟑𝟑𝟑𝟑
		かからら  𝟏𝟏𝟑𝟑

𝟏𝟏𝟒𝟒
  ままでで                𝟑𝟑𝟏𝟏

𝟏𝟏𝟏𝟏
  ‒‒  xx  

𝟑𝟑
𝟒𝟒
  かからら  𝟕𝟕

𝟖𝟖
  ままでで                xx‒‒ 𝟏𝟏

𝟑𝟑
                            𝟏𝟏𝟑𝟑

𝟏𝟏𝟒𝟒
		かからら  𝟏𝟏𝟑𝟑𝟕𝟕

𝟏𝟏𝟑𝟑𝟖𝟖
		ままでで                xx  ‒‒ 𝟑𝟑𝟏𝟏

𝟑𝟑𝟑𝟑
  

𝟕𝟕
𝟖𝟖
  かからら  𝟏𝟏𝟏𝟏

𝟏𝟏𝟏𝟏
	ままでで                𝟏𝟏

𝟒𝟒
‒‒xx  

  
すすななわわちち⼀⼀般般にに、、  
((2222nn--11))//2222nn    かからら    ((2222nn++11‒‒  11))//  2222nn++11    ままでではは、、  yy==  xx  ‒‒  {{  ((  2222nn‒‒  11  ))//33・・２２２２nn‒‒11  }}    そそししてて  
((2222nn++11‒‒  11))//  2222nn++11      かからら    ((2222nn++22‒‒  11))//  2222nn++22    ままでではは、、    yy=={{  ((  2222nn++22‒‒  11))//33・・２２２２nn  }}  ‒‒  xx  
  
ここのの前前提提ののももととでで、、yy がが閉閉区区間間[[00,,11]]でで連連続続ででああるるここととはは明明ららかかででああるる。。ししかかししここのの最最後後のの値値
[[xx==11]]にに対対ししてて yy はは 11//33 ををととるる[[§§110066]]。。ななぜぜなならら、、xx==11 ととししたたとときき、、nn をを限限りりななくく増増加加ささせせ
るるとときき、、表表現現  xx  ‒‒  {{  ((  2222nn‒‒  11))//33・・２２２２nn‒‒11  }}      とと      {{  ((  2222nn++22‒‒  11))//33・・２２２２nn}}‒‒  xx  がが限限りりななくく近近づづ
くく限限界界[[極極限限、、GGrreennzzeenn]]はは  11//33 だだかかららででああるる。。  

ししかかししここのの函函数数はは xx==11 にに対対ししてて導導函函数数をを持持たたなないい。。ななぜぜなならら、、((2222nn‒‒11))//  2222nn    かからら      
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  ((2222nn++11‒‒  11))//  2222nn++11  ままででのの  xxののすすべべててのの値値にに対対ししてて、、ΔΔyy//ΔΔxx＝＝＋＋１１でであありり、、((2222nn++11‒‒11))//  2222nn++11      
かからら    ((2222nn++22‒‒  11))//  2222nn++22    ままででのの  xx ののすすべべててのの値値にに対対ししてて、、ΔΔyy//ΔΔxx＝＝‒‒  11  ででああるる。。だだががすす
ぐぐわわかかるるよよううにに、、xx==11  ののとときき、、⼗⼗分分⼩⼩ささいい負負ののΔΔxxをを⾒⾒つつけけてて、、商商ΔΔyy//ΔΔxx  がが  ++11 かか‒‒  11 のの
どどちちららかかのの値値ををととるるよよううににししててもも、、ささららにに⼩⼩ささいい負負ののΔΔxxをを⾒⾒つつけけてて、、商商ΔΔyy//ΔΔxx  ががそそれれ
とと異異ななるる値値ををととるるよよううににすするるここととがが可可能能だだかかららででああるる。。  
  

§§113322        [[ああるる変変数数値値でで連連続続ななののにに、、そそのの変変数数値値でで微微分分不不可可能能なな函函数数((第第⼆⼆のの実実例例))]]  

[[注注解解]]        前前節節でで扱扱っったた第第⼆⼆ののケケーーススはは、、函函数数ががああるる変変数数値値ににおおいいててままささにに以以下下のの理理由由でで導導
函函数数をを持持たたなないい事事例例ででああっったた。。すすななわわちち、、[[たたししかかににΔΔxxがが限限りりななくく減減少少すするるとときき]]商商  
{{FF((xx++ΔΔxx))  ‒‒FFxx}}//ΔΔxx  はは、、継継続続ししてて可可測測ななままままでで或或るる可可測測なな定定数数MMにに近近づづくくけけれれどどもも、、たただだ、、
差差  ΔΔFF//ΔΔxx‒‒  MMがが  [[⼀⼀旦旦  ＜＜11//NN  ととななりりささええすすれればば]]、、ささららにに⼩⼩ささいいΔΔxx		でで⼆⼆度度とと  ＞＞１１//NN
ににななららなないい、、ととはは⾔⾔ええなないいとといいううののががそそのの理理由由ででああるる。。ここううししたた事事態態はは、、[[序序⽂⽂でで触触れれたた]]変変
数数ののすすべべててのの値値にに対対ししてて同同じじ内内容容をを語語るるたただだ⼀⼀つつのの法法則則  ((ddiiee  eeiinneemm  eeiinnzziiggeenn  ffüürr  aallllee  
WWeerrtthhee  iihhrreerr  VVeerraannddeerrlliicchheenn  gglleeiicchhllaauutteennddeenn  GGeesseettzzee))  にに従従うう函函数数ででもも起起ここりり得得るる。。すすででにに
何何度度かか取取りり上上げげたた関関数数  ((cc‒‒  xx))ssiinn  lloogg((cc‒‒  xx))  をを、、そそのの証証明明ののたためめににここここでで再再びび取取りり上上げげよようう。。  
  ここのの函函数数ははももちちろろんん、、xx==cc とと xx のの負負のの増増加加分分[[ωω]]ににつついいてて§§3388 でで説説明明ししたた連連続続性性をを有有しし
てていいるる。。ななぜぜなならら、、差差  FF((xx++  ΔΔxx))‒‒  FFxx  はは xx==00 ににおおいいてて  ＝＝ωωssiinnllooggωω  でであありり、、当当然然、、ωωとと
ととももにに限限りりななくく減減少少すするるかかららででああるる。。ししかかししそそれれででももここののとときき導導関関数数はは存存在在ししなないい。。ななぜぜなな
らら商商  {{FF((xx++ΔΔxx))ーーFFxx}}//ΔΔxx==ssiinnllooggωω  はは両両端端のの値値  ++11 とと‒‒  11 のの間間でで無無限限回回ににわわたたっってて振振動動すす
るる((hhiinn  uunndd  hheerrsscchhwwaannkkeenn))かかららででああるる。。ししたたががっってて CCaauucchhyy ⽒⽒のの CCoouurrss  ddʼ̓AAllggèèbbrree  [[CCoouurrss  
ddʼ̓AAnnaallyyssee のの誤誤記記]]にに登登場場すするる若若⼲⼲のの命命題題、、たたととええばばそそのの第第⼆⼆章章§§33 のの命命題題、、「「分分数数のの分分⺟⺟とと
分分⼦⼦がが、、ととももにに、、変変数数 xxのの値値とと同同時時にに限限りりななくく減減少少すするる無無限限にに⼩⼩ささいい量量ででああるるなならら、、xx==00 にに
おおけけるるここのの函函数数のの値値はは有有限限((eennddlliicchh))かか、、00((NNuullll))かか、、無無限限((uunneennddlliicchh))かか、、そそののいいずずれれかかででああ
るる」」とといいうう命命題題はは、、若若⼲⼲のの修修正正をを必必要要ととすするる。。ななぜぜなならら、、ここのの書書きき⽅⽅はは、、商商のの値値がが⼆⼆つつのの限限
界界のの間間ををずずっっとと振振動動すするるゆゆええににここのの値値がが不不定定((uunnbbeessttiimmmmtt))ででああるるケケーーススをを考考慮慮ししてていいなないい
かかららででああるる。。CCaauucchhyy⽒⽒ははここのの命命題題にに証証明明をを与与ええたたがが、、そそののとときき次次ののここととをを、、すすななわわちち「「ああ
るる変変量量((vveerräännddeerrlliicchhee  GGrröößßee))がが別別のの変変量量とと同同時時にに消消失失((vveerrsscchhwwiinnddeenn))すするるなならら、、そそれれはは kkxx  
((11±±εε))[[正正確確ににはは KK・・xxnn((11±±εε))]]とといいうう形形式式でで表表⽰⽰さされれななけけれればばななららなないい（（たただだしし kk  はは 00 でで
なないい定定数数かか、、xx ととととももにに消消失失すするる変変数数をを表表すす））」」をを前前提提ししてていいたた。。ししかかししここのの前前提提がが厳厳密密
((ssttrreennggee))にに説説明明さされれててなないいこことと、、いいややそそももそそもも普普遍遍的的にに正正ししいいととささええ⾔⾔ええなないいここととはは、、ここ
のの明明敏敏なな学学者者なならら⾃⾃らら悟悟るるにに違違いいなないい。。  
  
§§113333          [[⼀⼀変変数数にに限限っってて微微分分可可能能でで、、そそのの⼀⼀変変数数にに限限っってて連連続続なな函函数数]]  
[[定定理理]]        孤孤⽴⽴ししたた⼀⼀変変数数値値にに限限っってて連連続続ででああるる若若⼲⼲のの函函数数ににつついいててははすすででにに⾒⾒たたがが((§§
4466))、、孤孤⽴⽴ししたた⼀⼀変変数数値値にに限限っってて導導函函数数[[値値]]をを持持つつよよううなな函函数数ももああるる。。ままたたああるる⼀⼀変変数数値値にに
おおいいてて連連続続でで、、ししかかももちちょょううどど((eebbeenn))そそのの変変数数値値でで導導函函数数もも持持つつよよううなな函函数数ももああるる。。  
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（（証証明明））  
((22mm++11))//22nn  とといいうう形形式式ををももつつ値値 xx ににおおいいてて[[函函数数]]値値  ((11++11//22nn))  ををととりり、、そそれれ以以外外のの値値ににおお
いいててはは[[函函数数]]値値 FFxx==xx  ををととるる函函数数 FFxx をを考考ええるる。。ここのの場場合合、、§§4466 よよりり FF((xx++ΔΔxx))‒‒FFxx  はは次次のの
四四つつのの値値ししかかととるるここととががででききなないい。。  
  
      xx++ΔΔxx								;;    ++xx//22nn++((11++  11//22nn))  ΔΔxx				  ;;  ‒‒xx//22nn++ΔΔxx										;;				((11++11//22nn))  ΔΔxx  
  
（（たただだしし xxににせせよよ、、xx++ΔΔxxににせせよよ、、((22mm++11))//22nn  とといいうう形形式式ででははなないいととすするる。。ああるるいいはは、、第第⼀⼀
番番⽬⽬なないいししはは第第⼆⼆番番⽬⽬なないいししはは両両⽅⽅ががここのの形形だだととすするる。。））ささてて§§4466 かからら明明ららかかななよよううにに、、ここ
のの函函数数はは xx==00 ににおおいいててののみみ連連続続ででああるる。。ししかかししままささににここのの値値ににおおいいてて函函数数はは導導関関数数もも持持つつ。。
ななぜぜなならら[[xx==00 ののとときき、、上上記記のの四四つつのの値値はは、、ΔΔxx								;;  ++((11++  11//22nn))  ΔΔxx				  ;;  ++ΔΔxx										;;				((11++11//22nn))  ΔΔxx
ととななるるかからら]]、、{{FF((xx++ΔΔxx))ーーFFxx}}//ΔΔxx  はは＝＝１１かか、、==11++11//22nn  かかののいいずずれれかかででああるるがが、、後後者者はは、、
ΔΔxx  をを限限りりななくく減減少少ささせせつつつつ、、nn をを限限りりななくく増増加加ささせせるるとと、、値値 11 にに限限りりななくく近近づづくくかかららででああ
るる。。ゆゆええににままささにに 11 をを、、ΔΔxxがが限限りりななくく減減少少すするるににつつれれてて商商{{FF((xx++ΔΔxx))ーーFFxx}}//ΔΔxxがが限限りりななくく
近近づづくく限限界界((GGrreennzzee))とと考考ええるるここととががででききるる。。  
  
§§113344        [[変変数数とと微微分分不不可可能能性性のの関関連連]]  
[[定定理理]]    函函数数はは[[すすででにに⾒⾒たたよよううにに]]、、孤孤⽴⽴ししたた変変数数値値ににおおいいてて導導函函数数をを持持つつここととももああれればば、、
変変数数値値のの総総体体((IInnbbeeggrriiffff))[[区区間間]]ににおおいいてて導導関関数数をを持持つつここととももあありり、、開開区区間間((aa,,bb))でで導導函函数数をを持持
つつここととももああれればば、、押押しし並並べべてて((dduurrcchhggäännggiigg))すすべべててのの[[変変数数]]値値ににおおいいてて導導関関数数をを持持つつこことともも
ああるる。。そそれれとと同同様様にに、、函函数数はは[[逆逆にに]]、、孤孤⽴⽴ししたた変変数数値値ににおおいいてて導導関関数数をを⽋⽋くく((eerrmmaannggeellnn))ここ
ととももああれればば、、変変数数値値のの総総体体ににおおいいてて導導函函数数をを⽋⽋くくここととももあありり、、開開区区間間((aa,,bb))でで導導函函数数をを⽋⽋くく
ここととももああれればば、、押押しし並並べべててすすべべててのの[[変変数数]]値値ににおおいいてて導導函函数数をを⽋⽋くくここととももああるる  

（（証証明明））  1100 よよりり⼩⼩ささいいすすべべててのの xxににおおいいてて FFxx==xxととしし、、xx==1100 なならら FFxx==2200 ととしし、、1100 よよりり
⼤⼤ききいいすすべべててのの xxににおおいいてて FFxx==11++xxととすするる。。そそののとときき、、1100 よよりり⼩⼩ささいい xxののすすべべててのの値値でで、、  

商商  𝐅𝐅(𝐱𝐱)𝐲𝐲𝐱𝐱)	–	𝐅𝐅𝐱𝐱
ΔΔxx

  ==  (𝐱𝐱)𝐲𝐲𝐱𝐱)	–	𝐱𝐱
ΔΔxx

  ==  11 でであありり、、ゆゆええにに 11 がが導導関関数数でであありり、、同同様様にに 1100 よよりり⼤⼤ききいい xxのの

すすべべててのの値値ににおおいいてて、、𝐅𝐅(𝐱𝐱)𝐲𝐲𝐱𝐱)	–	𝐅𝐅𝐱𝐱
ΔΔxx

  ==  (𝟏𝟏)𝐱𝐱)𝐲𝐲𝐱𝐱)	–	(𝟏𝟏)𝐱𝐱)
ΔΔxx

  ==11 ででああるる。。すすななわわちちここれれららののすすべべててのの値値

ににおおいいてて 11 がが導導関関数数ででああるる。。  
ししかかしし xx==1100  のの場場合合、、ΔΔxxがが正正なならら、、差差  FF((xx++ΔΔxx))ーーFFxxはは==11++1100++ΔΔxxーー2200==  ーー99++ΔΔxx  でで

あありり、、ΔΔxxがが負負なならら、、差差 FF((xx++ΔΔxx))ーーFFxxはは  ==((1100ーーΔΔxx))  ーー2200  ==ーー1100ーーΔΔxx  ででああるる。。ゆゆええにに
ここのの函函数数はは xx==1100 でではは連連続続ででささええななくく、、ままししてて導導関関数数はは持持たたなないい((§§113300))。。  

ささららににああるる開開区区間間ののすすべべててのの値値でで導導函函数数をを⽋⽋くく函函数数ももああれればば、、すすべべててのの値値ににおおいいてて押押しし
並並べべてて導導函函数数をを⽋⽋くく函函数数ももああるるここととはは、、[[そそここににおおいいてて]]連連続続でですすららなないい函函数数ががああるるここととかからら
直直ちちにに明明ららかかででああるる。。  
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§§113355      [[⾄⾄るるととこころろ微微分分不不可可能能でで、、⾄⾄るるととこころろ連連続続なな函函数数]]  

【【補補題題】】    我我々々はは§§111111 でで次次ののよよううなな函函数数 FFxxをを、、すすななわわちち上上昇昇とと下下降降をを繰繰りり返返すす函函数数でで

ああっってて、、たただだ、、xxのの値値にに対対ししててωωををどどんんななにに⼩⼩ささくくととっっててもも、、開開区区間間  ((xx,,xx++ωω))  でで単単調調増増加加

ままたたはは単単調調減減少少ににででききなないいほほどど、、そそれれほほどど頻頻繁繁にに((ssoo  vviieellmmaall))  上上昇昇とと下下降降をを繰繰りり返返すす函函数数をを

考考察察ししたたののだだっったた。。ささててここのの函函数数[[のの存存在在]]はは次次のの事事実実をを、、すすななわわちち「「⾮⾮常常にに多多くくのの変変数数値値でで

連連続続でであありりななががらら[[そそれれとと同同じじ]]⾮⾮常常にに多多くくのの変変数数値値でで導導函函数数をを持持たたなないい函函数数ががあありりううるる」」とと

いいうう事事実実をを証証拠拠⽴⽴てててていいるる。。たただだそそのの趣趣旨旨はは、、どどんんなな⼆⼆つつのの変変数数値値ををととっっててもも、、そそのの間間にに

((zzwwiisscchheenn))、、ここのの函函数数がが導導函函数数をを持持たたなないいよよううなな第第三三のの変変数数値値をを⾒⾒つつけけるるここととががででききるるほほどど、、

そそれれほほどど多多くくのの変変数数値値ににおおいいててここのの関関数数はは導導函函数数をを持持たたなないい、、とといいうう意意味味ででああるる。。  
そそのの理理由由ははここううででああるる。。FFxxのの値値はは、、xxににおおいいてて函函数数たたちち yy11,,  yy22,,  yy33・・・・・・ががととるる値値たたちちののうう

ちちかからら⼀⼀つつをを選選びび、、そそれれをを FFxx ににききちちんんとと当当ててるるここととにによよっってて決決ままるる[[§§111111]]。。そそここでですすぐぐ

わわかかるるよよううににΔΔxxがが限限りりななくく減減少少すするるここととにによよっってて、、商商ΔΔFFxx//ΔΔxx  がが限限りりななくく近近づづくく⼀⼀定定のの

((bbeessttäännddiigg))可可測測数数ななどど存存在在せせずず、、そそれれどどこころろかかここのの商商はは限限りりななくく増増加加すするるののででああるる。。ここのの

ここととはは、、導導函函数数 FFʼ̓xxがが無無限限にに⼤⼤ききいいこことと((uunneennddlliicchh  ggrrooßß))、、すすななわわちち導導函函数数がが存存在在ししなないいここ

とと((nniicchhtt  vvoorrhhaannddeenn))をを意意味味すするる((§§112200))。。すすななわわちち、、ももっっとと⼩⼩ささいいΔΔxxををととっっててもも、、⼗⼗分分⼤⼤きき

いい nn がが⾒⾒つつかかっってて  ((𝟑𝟑
𝟖𝟖
))nn–22((bb–aa))<<  ΔΔxx  ににななっっててししままううののででああるる。。ここのの  ((𝟑𝟑

𝟖𝟖
))nn–22((bb–aa))  をを簡簡単単のの

たためめににααとと表表記記しし、、ままたた xxにに対対すするる函函数数値値 FFxxとと、、  xx++ααにに対対すするる（（よよりり⼤⼤ききいい））函函数数値値 yynn

ととのの差差ををββとと表表記記すするるとと、、xx++  ((𝟑𝟑
𝟖𝟖
))αα  ににはは yynn++11 のの増増加加分分＝＝((𝟏𝟏

𝟖𝟖
))ββ  がが対対応応しし、、xx++  ((𝟑𝟑

𝟖𝟖
))22αα  ににはは

yynn++22 のの増増加加分分＝＝((𝟏𝟏
𝟖𝟖
))22ββ  がが対対応応しし、、⼀⼀般般にに、、xx++  ((𝟑𝟑

𝟖𝟖
))rrαα  ににはは yynn++rr のの増増加加分分＝＝((𝟏𝟏

𝟖𝟖
))rrββ  がが対対応応すするる。。

ささてて、、いいまま挙挙げげたた変変数数値値ににそそれれぞぞれれ対対応応すするる値値がが FFxxのの値値でであありり、、函函数数のの増増加加分分 yynn++rr がが FFxxのの

増増加加分分ななののだだかからら、、すすぐぐわわかかるるよよううにに、、⽐⽐  ΔΔFFxx//ΔΔxx  はは、、xx がが徐徐々々にに⼩⼩ささくくななるるににつつれれてて、、

次次のの⼀⼀連連のの値値、、すすななわわちち    	𝟏𝟏
𝟑𝟑
𝛃𝛃
𝛂𝛂
,,    (( 𝟏𝟏

３３
))22𝛃𝛃
	𝛂𝛂
	,					((𝟏𝟏

𝟑𝟑
))33𝛃𝛃
	𝛂𝛂

、、・・・・・・・・((𝟏𝟏
𝟑𝟑
))rr(			𝛃𝛃

	𝛂𝛂
)  ・・・・・・  ををすすべべててととるるだだろろ

うう。。ととこころろがが		((𝟏𝟏
𝟑𝟑
))rr はは限限りりななくく増増加加すするるかからら、、当当然然、、⽐⽐ΔΔFFxx//ΔΔxxもも限限りりななくく増増加加すするるののででああ

るる。。  

  

[[訳訳者者。。全全訳訳ににははほほどど遠遠いいがが、、ここれれでで、、ボボルルツツァァーーノノにによよるる「「いいたたるるととこころろ微微分分不不可可能能なな連連続続関関
数数」」のの存存在在証証明明はは終終わわっったたももののとと理理解解すするる。。1155tthh..AAuugguusstt..22002200..      KKaanneeddaa..]]  


