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                                                        訳訳者者緒緒言言  
  
ドドイイツツのの数数学学者者 HHeerrmmaann  WWeeyyll  ((ヘヘルルママンン・・ワワイイルル、、11888855--11995555))のの初初期期のの著著作作、、『『連連続続体体（（DDaass  
KKoonnttiinnuuuumm））』』((11991188))のの日日本本語語訳訳をを試試みみるる。。底底本本はは以以下下のの通通りり。。DDaass  KKoonnttiinnuuuumm..  KKrriittiisscchhee  
UUnntteerrssuucchhuunnggeenn  üübbeerr  ddiiee  GGrruunnddllaaggeenn  ddeerr  AAnnaallyyssiiss..  VVoonn  DDrr..  HHeerrmmaannnn  WWeeyyll..    PPrrooffffeessoorr  
ddeerr  MMaatthheemmaattiikk  aa..dd..  EEiiddggeenn..TTeecchhnniisscchheenn  HHoocchhsscchhuullee  ZZüürriicchh..  11991188  ..  ((LLeeiippzziigg..  VVeerrllaagg  
vvoonn  VVeeiitt  ＆＆  CCoommpp))  
  

翻翻訳訳にに際際ししてて私私ががととるる手手続続ききははここううででああるる。。『『連連続続体体』』はは二二つつのの章章でで構構成成さされれそそれれぞぞれれ 88 つつのの
節節をを含含むむがが、、同同書書のの特特定定のの箇箇所所をを指指示示すするるたためめにに（（そそのの必必要要度度はは高高いい））、、章章とと節節のの番番号号をを使使っっ
てて第第 11 章章第第 55 節節なならら[[11--55]]とと表表記記しし、、ささららにに精精度度をを上上げげてて[[11--55--mm]]  ななどどとと表表記記すするる。。ここのの場場合合
mm ととはは、、第第 11 章章第第 55 節節ののすすべべててのの段段落落にに、、aa かからら順順次次アアルルフファァベベッットトをを割割りり振振っったたととききそそのの
段段落落にに付付さされれるる文文字字ででああるる。。すすななわわちち  [[11--55--mm]]はは「「第第 11 章章第第 55 節節段段落落 1133」」をを意意味味すするる。。  
ささてて私私ががととるる第第二二のの手手続続ききははここううででああるる。。WWeeyyll のの『『連連続続体体』』はは非非常常にに読読みみづづららいい本本ででああるる。。
ももちちろろんん「「解解析析のの基基礎礎づづけけ」」とといいうう主主題題のの数数学学的的なな難難ししささががそそのの主主たたるる原原因因ででははああるるがが、、2299 歳歳
のの WWeeyyll はは野野心心的的ににももここのの基基礎礎づづけけをを「「自自然然数数」」とと「「反反復復とと再再帰帰」」だだけけでで実実行行ししよよううととししたたのの
ででああっってて、、そそれれがが本本書書のの読読みみににくくささののももうう一一つつのの原原因因ととななっってていいるる。。すすななわわちち、、「「個個数数」」やや「「分分
数数とと有有理理数数」」はは言言ううにに及及ばばずず、、「「実実数数」」、、「「数数列列のの収収束束」」、、「「連連続続性性」」、、「「連連続続体体」」、、「「関関数数」」、、「「代代数数
的的数数」」、、「「量量一一般般」」、、ささららにに「「面面」」ささええもも、、彼彼はは原原理理的的にに「「自自然然数数」」のの傘傘下下にに置置ここううととすするる。。ととここ
ろろがが「「ももっっとともも単単純純」」なな概概念念ででああるる筈筈のの自自然然数数にによよるる解解析析のの再再構構築築がが、、自自動動的的にに「「ももっっとともも読読
みみややすすいい」」解解析析学学のの基基礎礎づづけけをを与与ええるる保保証証ははななくく、、ここのの方方針針はは逆逆にに WWeeyyll のの議議論論をを極極度度にに難難解解
ににすするる結結果果をを招招いいてていいるる。。読読者者はは、、読読みみすすすすむむ意意欲欲をを削削ぐぐほほどどにに抽抽象象的的なな議議論論をを、、[[11--44--aa]]かからら
[[11--44--gg]]ままでで、、そそししてて[[11--66--aa]]やや[[11--66--gg]]にに見見るるだだろろうう。。（（ちちななみみにに HHiillbbeerrtt 門門下下でで WWeeyyll のの先先輩輩にに
当当たたるる数数学学者者 00ttttoo  HHooeellddeerr はは、、WWeeyyll にに向向かかっってて「「ここのの辺辺のの議議論論、、生生産産的的じじゃゃなないいねね((nniicchhtt  
ffrruucchhttbbaarr))」」とと言言っったたここととががああるる((DDiiee  MMaatthheemmaattiisscchhee  MMeetthhooddee,,11992244,,224499 頁頁))。。  
そそここでで話話をを「「翻翻訳訳上上のの手手続続きき」」にに戻戻すすとと、、私私はは必必要要にに応応じじてて        ののよよううなな空空白白部部分分をを訳訳文文
内内にに置置くく措措置置ををととるるここととににししたた。。そそれれはは WWeeyyll ににおおいいてて曖曖昧昧ににななりりががちちなな、、「「ここここでで視視点点がが変変
わわるる」」、、「「話話題題がが変変わわるる」」、、「「話話者者がが変変わわるる」」等等々々ののここととにに読読者者のの注注意意をを喚喚起起すするるたためめででああるる。。悪悪
文文のの海海ででのの長長時時間間ににわわたたるる＜＜潜潜水水泳泳法法＞＞はは耐耐ええ難難いいののでで、、たたままにに水水面面にに顔顔をを出出ししてて息息をを継継ぐぐのの
はは悪悪いいここととででははなないい。。直直接接文文章章にに当当たたらられれれればば、、私私のの言言わわんんととすするるととこころろははすすぐぐにに了了解解さされれるる
だだろろうう。。  
  第第三三のの手手続続ききににななるるがが、、WWeeyyll のの文文章章をを説説明明不不足足とと判判断断ししたた場場合合、、[[・・・・・・]]とといいうう仕仕方方でで言言葉葉
をを補補ううここととをを躊躊躇躇ししななかかっったた。。ままたた各各段段落落ににはは読読みみややすすささののたためめにに、、{{  ・・・・・・}}とと挟挟むむ形形でで見見出出
しし（（段段落落のの表表題題））をを最最初初にに付付ししたた。。原原注注はは最最後後ににままととめめててああるる。。  
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連連続続体体((DDaass  KKoonnttiinnuuuumm))    
  

（（解解析析ののエエレレメメンンタタのの批批判判的的研研究究））  
  
  

ヘヘルルママンン・・ヴヴァァイイルル  
チチュューーリリッッヒヒ連連邦邦工工科科大大学学  数数学学教教授授  
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                                    内内容容一一覧覧  
  
                                                              前前書書きき  
  

第第一一章章  集集合合とと関関数数（（数数学学的的概概念念形形成成のの分分析析））  
  

[[論論理理部部門門]]  
§§11  性性質質、、関関係係、、存存在在  
§§22  判判断断複複合合のの諸諸原原理理  
§§33  論論理理的的推推論論  公公理理的的方方法法  

                                    [[数数学学部部門門]]    
§§44  集集合合たたちち  
§§55  自自然然数数、、リリシシャャーールルのの二二律律背背反反  
§§66  数数学学的的過過程程のの反反復復    ──解解析析のの悪悪循循環環──  
§§77  代代入入原原理理とと反反復復原原理理  
§§88  エエレレメメンンタタのの最最終終的的定定式式化化    ──観観念念的的要要素素のの導導入入──    

結結びびのの考考察察  
  

  
第第二二章章  数数概概念念とと連連続続体体（（無無限限小小計計算算ののエエレレメメンンタタ））  
§§11  自自然然数数とと個個数数  
§§22  分分数数とと有有理理数数  
§§33  実実数数  
§§44  数数列列  収収束束原原理理    
§§55  連連続続関関数数  
§§66  直直観観的的連連続続体体とと数数学学的的連連続続体体  
§§77  量量とと測測りり  
§§88  曲曲線線とと面面  
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                                前前書書きき  
  
「「解解析析のの楼楼閣閣((ddaass  HHaauuss  ddeerr  AAnnaallyyssiiss))をを支支ええててくくれれるる<<堅堅固固なな岩岩((FFeellss))>>をを、、流流行行りりのの形形式式
主主義義((FFoorrmmaalliissmmuuss))  にに阿阿っってて木木組組みみのの仮仮設設舞舞台台((SScchhaauuggeerrüüsstt))にに差差しし替替ええててややれれ、、おお歴歴々々
ががここっっちちここそそ本本物物のの基基礎礎((FFuunnddaammeenntt))だだとと思思いい込込むむよよううにに、、つついいででにに[[いいままそそうう思思っってていい
なないい]]自自分分ももややががててそそううだだとと思思いい込込むむよよううにに」」・・・・・・・・[[いいややととんんででももなないい]]、、ここのの書書物物のの目目
的的ははそそんんななここととででははあありりまませせんん。。本本書書ははむむししろろ、、「「解解析析のの楼楼閣閣のの肝肝心心なな部部分分がが[[難難儀儀ななこことと
にに]]砂砂上上にに建建っってていいるる((ggeebbaauutt))、、ででももここののぐぐららぐぐららししたた基基礎礎((GGrruunndd))だだっってて、、ももっっととししっっかか
りりししたた強強度度をを持持つつ支支ええ((SSttüüttzzee))にに差差しし替替ええるるここととぐぐららいいははででききそそううだだ」」、、そそううししたた思思いいのの丈丈
をを語語るるののでですす。。[[たただだしし]]ここのの[[新新ししいい]]支支ええがが、、いいまま人人々々がが一一般般にに正正ししいいとと認認めめてていいるる事事柄柄
ををままるるままるる保保存存すするるととはは限限ららずず、、他他にに打打つつ手手ももなないいここととももああっってて、、そそううししたた事事柄柄がが放放棄棄ささ
れれるるここととももなないいととはは言言いい切切れれなないいののでですすがが。。  
  
私私のの研研究究のの中中心心ににああるるののはは、、「「ピピタタゴゴララスス問問題題」」とといいうう呼呼称称ののふふささわわししいい、、例例のの連連続続体体をを
めめぐぐるる理理論論的的問問題題ででああっってて、、私私ははそそれれをを無無理理数数のの算算術術的的理理論論でで[[つつままりり無無理理数数をを算算術術的的にに
処処理理すするるここととにによよっってて]]  解解ここううとといいううののでですす。。そそのの基基本本アアイイデデアアはは第第 11 章章でで展展開開さされれまますす
がが、、今今回回はは、、ここのの第第 11 章章自自体体がが一一つつのの完完結結ししたたままととままりりににななるるよよううにに配配慮慮いいたたししままししたた。。
そそのの第第 11 章章でで立立ててらられれたた一一連連のの原原理理をを使使っってて、、第第 22 章章でではは解解析析とといいうう構構造造体体がが体体系系的的にに
動動きき出出しし、、そそのの[[学学ととししててのの]]最最初初のの活活動動をを果果たたすすののでですす。。[[第第 11 章章のの]]二二つつ目目のの[[数数学学]]部部門門でで
はは、、すすででにに何何度度もも述述べべたた内内容容がが（（姿姿形形はは変変わわるるににせせよよ））繰繰りり返返さされれるるとといいううここととがが起起ここりり
まますすがが、、示示さされれたたイイメメーージジののままととままりりをを毀毀損損ししなないい程程度度ににでですすがが、、繰繰りり返返ししををででききるるだだけけ
簡簡略略ななももののにに抑抑ええままししたた。。ままああそそうういいううここととははああるるににせせよよ、、教教壇壇側側[[教教ええるる側側]]はは言言ううにに及及
ばばずず、、今今日日講講じじらられれてていいるる解解析析のの「「厳厳密密なな((ssttrreenngg))」」エエレレメメンンタタ((GGrruunnddllaaggeenn))をを学学ぶぶ人人々々
にによよっってて[[本本書書がが]]広広くく受受けけ入入れれらられれるるなならら、、そそれれはは筆筆者者のの欣欣快快ととすするるととこころろでであありりまますす。。  
  
[[ここのの分分野野でではは]]諸諸原原理理のの探探求求ににおおいいてて、、或或るる研研究究者者のの成成果果ののううええにに別別のの研研究究者者がが何何かかをを打打
ちち立立ててるる、、とといいうう時時代代ははままだだ到到来来ししてていいまませせんん。。だだかからら自自分分のの思思想想のの体体系系的的表表現現ののななかかにに、、
他他のの研研究究者者のの同同じじ問問題題にに対対すするる立立場場のの紹紹介介やや、、他他のの研研究究者者ととのの意意見見交交換換ななどどをを割割りり込込まませせ
るるののはは適適切切ででははあありりまませせんん。。そそここでで私私ははそそううししたた措措置置はは先先送送りりしし、、そそのの方方面面のの話話題題はは第第 11
章章のの結結びびでで簡簡単単にに触触れれるるにに止止めめままししたた。。  

  
本本書書ははああくくままででもも数数学学的的問問題題のの解解決決をを旨旨ととししまますすがが、、そそれれででもも私私はは哲哲学学的的なな問問いいをを無無視視しし
まませせんん。。たただだしし、、私私はは哲哲学学的的なな問問いいにに携携わわるるににああたたっってて、、そそれれをを感感覚覚主主義義とと形形式式主主義義のの粗粗
雑雑かかつつ表表面面的的なな融融合合にによよっってて処処理理すするるななどどとといいううままねねははししまませせんんででししたた。。（（フフレレーーゲゲがが『『算算
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術術のの基基本本法法則則』』（（イイエエナナ、、11889933））でで胸胸のの空空くくほほどど明明晰晰なな仕仕方方でで攻攻撃撃ししたたににもも拘拘ららずず、、ここのの
ややりり口口ははいいままだだにに数数学学者者界界隈隈でで高高評評価価をを得得てていいるるよよううでですすがが））。。論論理理学学のの認認識識理理論論的的側側面面
ににつついいてて言言ええばば、、私私はは、、フフッッササーールルのの『『論論理理学学研研究究』』（（第第 22 版版、、ハハレレ、、11991133））のの根根底底ににああ
るる一一連連のの見見解解にに同同意意ししまますす。。ままたた論論理理的的ななるるももののにに対対ししてて広広大大なな哲哲学学全全体体のの枠枠組組みみののななかか
ででそそれれがが占占めめるるべべきき位位置置をを正正ししくく指指しし示示すす、、そそののよよううなな深深遠遠なな叙叙述述をを含含むむ彼彼のの『『純純粋粋現現象象
学学とと現現象象学学的的哲哲学学ののたためめののイイデデーーンン』』（（哲哲学学現現象象学学年年報報、、第第一一巻巻、、11991133））ももここここにに挙挙げげてて
おおききままししょょうう。。[[一一方方にに]]  直直接接的的（（直直観観的的））なな所所与与ががあありり、、[[他他方方ににはは]]  幾幾何何学学とと物物理理学学ににおお
いいててここのの所所与与をを構構成成すするるたためめのの、、（（数数学学的的テテリリトトリリーーにに属属すす））形形式式的的なな諸諸概概念念ががああるるわわけけ
でですすがが、、連連続続体体問問題題ににつついいててのの以以下下のの考考察察はは、、両両者者のの関関係係ををめめぐぐるる認認識識論論的的なな問問いいへへのの[[哲哲
学学的的]]寄寄与与ににももななっってていいるるののでですす。。  
  
                              チチュューーリリッッヒヒ  1111 月月  11991177  
                                                                                                    HHeerrmmaannnn  WWeeyyll  
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第第一一章章  
集集合合とと関関数数  

（（数数学学的的なな概概念念形形成成のの分分析析））  
  
  

論論理理部部門門  
  
  

§§11..  性性質質、、関関係係、、存存在在  
  

[[11--11--aa]]                                {{命命題題とと判判断断}}  
判判断断((UUrrtteeiill))はは事事態態((SSaacchhvveerrhhaalltt))をを申申しし⽴⽴ててるる((bbeehhaauupptteenn))。。そそのの事事態態がが現現存存すするるなならら
((bbeesstteehheenn))、、判判断断はは真真((wwaahhrr))でであありり、、事事態態がが現現存存ししなないいなならら。。判判断断はは⾮⾮真真((uunnwwaahhrr))ででああるる。。
事事態態ににつついいてはは、、[[事事態態のの]]包包括括的的カカテテゴゴリリーーででももなないいののにに、、ししばばししばば他他ののカカテテゴゴリリーーをを失失念念
ささせせるるほほどど論論理理学学者者のの⼼⼼をを占占めめててききたた重重要要カカテテゴゴリリーーががああっってて、、性性質質事事態態((EEiiggeennsscchhaafftt--
SSaacchhvveerrhhaalltteenn))[[ののカカテテゴゴリリーー]]ががそそれれででああるる。。          [[ここここでで、、事事態態かかららそそれれをを申申しし⽴⽴てて
るる判判断断にに眼眼をを転転ずずれればば]]、、  対対象象ががここれれここれれのの性性質質をを有有すするる((bbeessiittzztt))とと申申しし⽴⽴ててるる判判断断、、すすなな
わわちち性性質質判判断断((EEiiggeennsscchhaafftt--UUrrtteeiill))とといいううももののががああるる。。たたととええばば、、「「現現在在ににおおけけるる或或るる知知覚覚作作
⽤⽤にによよっってて私私にに与与ええらられれるるここのの葉葉っっぱぱ  [[とといいうう対対象象]]はは、、ここのの緑緑⾊⾊、、すすななわわちちままささににここのの知知
覚覚ににおおいいてて私私にに与与ええらられれるるここのの緑緑⾊⾊  [[とといいうう性性質質]]をを有有ししてていいるる」」[[とといいうう判判断断]]をを、、[[性性質質判判
断断のの]]⼀⼀例例ととししてて挙挙げげるるここととががででききるる。。            [[ささてて次次にに、、判判断断ととそそのの判判断断のの対対象象のの関関
係係にに眼眼をを遣遣れればば]]、、「「或或るる性性質質がが或或るる対対象象カカテテゴゴリリーーにに関関与与的的((bbeezzooggeenn))ででああるる」」ととはは、、いいつつ
ででもも、、[[対対象象]]  aa ががそそののカカテテゴゴリリーーのの対対象象ででああるるととききにに限限っってて、、「「[[対対象象]]  aa ははここれれここれれのの性性質質
ををももつつ」」とといいうう命命題題((SSaattzz))  [[判判断断ででははなないい]]がが有有意意((ssiinnnnvvoollll))ででああるるここととをを謂謂うう。。すすななわわちち、、
[[対対象象]]  aa がが或或るるカカテテゴゴリリーーのの対対象象ででああるるととききにに限限っってて、、上上のの命命題題がが、、  [[最最終終的的ににはは]]  事事態態のの
申申しし⽴⽴ててをを⾒⾒込込みみつつつつもも((ddaammiitt))、、[[ししかかしし]]判判断断をを[[ままだだ申申しし⽴⽴ててるるののででななくくたただだ]]  ⾔⾔明明すするる
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((aauusssspprreecchheenn))ののなならら((nnuurr  ddaannnn))、、私私ははそそののここととをを指指ししてて、、或或るる性性質質ががそそのの対対象象カカテテゴゴリリーー
にに関関与与的的((bbeezzooggeenn))だだとと⾔⾔ううののででああるる。。だだかからら、、「「緑緑⾊⾊ででああるる」」とといいうう性性質質はは「「視視覚覚--物物((SSeehh--
DDiinngg))」」ににはは関関与与的的だだがが、、倫倫理理的的価価値値ににはは⾮⾮関関与与的的ででああるる。。「「ここれれここれれのの倫倫理理的的価価値値はは緑緑⾊⾊でで
ああるる」」はは、、真真ででももななけけれればば偽偽ででももななくく、、[[いいややそそれれ以以前前にに]]  無無意意味味((ssiinnnnllooss))だだかかららででああるる。。
判判断断にに⾄⾄るるののはは有有意意なな命命題題だだけけでであありり、、事事態態にに届届くくののはは真真ななるる判判断断だだけけででああるる((NNuurr  eeiinneemm  
ssiinnnnvvoolllleenn  SSaattzz  eennttsspprreecchhtt  eeiinn  UUrrtteeiill,,  nnuurr  eeiinneemm  wwaahhrreenn  UUrrtteeiill  eeiinn  SSaacchhvveerrhhaalltt..))。。たただだ[[そそうう
はは⾔⾔っっててもも]]、、事事態態[[そそののもものの]]はは端端的的にに((sscchhlleecchhtthhiinn))[[つつままりり判判断断とと独独⽴⽴にに]]在在るる((bbeesstteehheenn))、、
何何かかででははああるるののだだがが。。          ももちちろろんん＜＜事事象象にに即即ししたた思思惟惟((ssaacchhlliicchheerr  DDeennkkeenn))がが無無意意
味味なな命命題題ななどど⽣⽣むむ筈筈ががなないい、、無無意意味味なな命命題題をを⽣⽣むむののはは⾔⾔語語依依存存的的なな思思惟惟((eeiinn  sspprraacchhlliicchhee  
DDeennkkeenn))だだけけだだ＞＞、、とといいううののははあありりそそううなな話話ででああるる。。ししかかししここのの⾒⾒解解のの成成否否ははととももかかくく、、[[有有
意意義義性性のの基基準準ををめめぐぐっってて]]⾔⾔語語がが以以下下ののよよううなな危危険険性性をを孕孕むむここととはは間間違違いいなないい。。すすななわわちち、、
⾔⾔語語がが判判断断のの諸諸成成分分をを表表現現すするる語語彙彙記記号号のの組組みみ合合わわせせ((KKoommbbiinnaattiioonneenn))をを産産んんだだとときき、、[[そそ
れれだだけけででははままだだ]]そそれれがが無無意意味味なな組組みみ合合わわせせにに過過ぎぎなないいとといいうう深深刻刻なな危危険険性性はは排排除除さされれなないい
とといいううこことと。。⽴⽴ちち⼊⼊っってて⾔⾔ええばば((uunndd  zzwwaarr))、、⾔⾔語語がが、、[[真真正正なな((eecchhtt))  判判断断ででももなないいくくせせにに]]、、
形形式式的的・・⽂⽂法法的的((ffoorrmmaall--ggrraammmmaattiisscchh))にに⾒⾒るるかかぎぎりり真真正正なな判判断断のの語語形形成成にに⾒⾒ええるる、、そそんんなな組組
みみ合合わわせせをを⽣⽣みみ出出すす危危険険性性がが排排除除ででききなないいとといいううこことと。。「「対対象象 aa はは性性質質 EE をを持持つつ」」ののよよううなな
形形式式をを持持つつ命命題題でで起起ここりりががちちななここととだだがが、、「「⽂⽂法法的的」」構構造造((““ggrraammmmaattiisscchheerr””  SSttrruukkttuurr))」」をを⾒⾒
るる限限りりでではは無無意意味味なな命命題題とと決決めめつつけけるるここととははででききなないいもものののの、、ささりりととててそそれれがが有有意意味味なな命命
題題とと⾔⾔ええるるかかとといいううととそそううででももなないい、、とといいうう状状態態ががああるるとといいううこことと。。          ここののこことと
はは、、ちちょょううどど判判断断がが、、論論理理的的にに背背理理((wwiiddeerrssiinnnniigg))ででなないいかかららとと⾔⾔っってて、、つつままりり実実質質的的内内実実
((mmaatteerriiaallee  GGeehhaalltt))をを度度外外視視ししてて、、純純粋粋ににそそのの「「論論理理的的((llooggiisscchh))」」構構造造をを⾒⾒るるだだけけでで、、⾮⾮真真
((uunnwwaahhrr))とと認認識識さされれなないい  かかららとと⾔⾔っってて（（§§33 をを参参照照））、、[[でではは]]そそれれがが真真ななるる判判断断のの筈筈だだとと⾔⾔
いい切切れれるるかかとといいううとと、、そそううででももなないいののとと同同様様ででああるる。。          ととこころろがが  [[こことと判判断断ににつついい
ててはは事事情情がが異異ななりり]]、、命命題題、、「「[[対対象象]]  aa はは性性質質 EE をを有有すするる((hhaatt))」」がが  [[ももしし]]判判断断((UUrrtteeiill))をを⾔⾔明明
ししてていいるるののなならら、、そそれれにに対対応応すするる否否定定命命題題「「対対象象 aa はは性性質質 EE をを有有ささなないい」」ににもも、、同同じじこことと
[[すすななわわちち、、ここのの否否定定命命題題がが単単にに否否定定命命題題ででははななくく、、実実はは否否定定判判断断をを⾔⾔明明ししてていいるるとといいううここ
とと]]  がが⾔⾔ええるる。。ししかかももそそのの場場合合ににはは、、「「ここれれらら⼆⼆つつのの判判断断ののううちち、、かかななららずず⼀⼀⽅⽅がが真真でであありり、、
他他⽅⽅がが偽偽((ffaallsscchh))ででああるる」」とといいうう、、形形式式論論理理学学((ddiiee  ffoorrmmaallee  LLooggiikk))のの[[排排中中律律とといいうう名名のの]]申申しし
⽴⽴てて((BBeehhaauuppttuunngg))がが完完全全にに妥妥当当((mmiitt  RReecchhtt))すするるののででああるる..  
  
[[11--11--  bb]]                            {{逆逆理理とと無無意意味味}}  
性性質質判判断断はは、、そそれれがが[[性性質質]]命命題題をを内内蔵蔵すするる((eenntthhaalltteenn))限限りりででののここととだだがが、、周周知知のの＜＜主主語語・・
繋繋辞辞・・述述語語＞＞構構造造((SSuubbjjeekktt--KKooppuullaa--PPrreeddiikkaatt  SSttrruukkttuurr))をを有有しし、、かかつつ、、ここのの種種のの命命題題だだけけ
ががここのの構構造造をを有有すするる。。[[ちちななみみにに、、ここのの構構造造をを持持たたなないい命命題題ににつついいててはは次次のの段段落落でで触触れれるる]]。。
ししかかしし[[直直前前のの段段落落でで命命題題一一般般ににつついいてて見見たたよよううにに]]、、上上のの[[主主語語・・繋繋辞辞・・述述語語構構造造をを持持つつ]]命命
題題ににししててもも、、こことととと次次第第にによよっっててはは((eevveennttuueellll))無無意意味味((ssiinnnnllooss))なな命命題題ととななりりかかねねなないいののでで
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ああっってて、、そそれれををききちちんんとと弁弁ええなないいととナナンンセセンンスス((UUnnssiinnnn))にに陥陥るるここととはは、、実実質質、、ララッッセセルルにに
由由来来すするる有有名名なな＜＜逆逆理理（（PPaarraaddooxxiiee））＞＞をを見見れればば一一目目瞭瞭然然ででああるる。。            或或るる性性質質
語語((EEiiggeennsscchhaaffttsswwoorrtt))のの意意味味ををななすす性性質質をを[[当当のの]]性性質質語語自自体体がが所所有有すするるとときき、、ここのの性性質質語語
はは自自己己言言及及的的((aauuttoollooggiisscchh))とと呼呼ばばれれ、、[[逆逆にに]]  或或るる性性質質語語のの意意味味ををななすす性性質質をを[[当当のの]]性性質質語語
自自体体がが所所有有ししなないいとときき、、ここのの性性質質語語はは他他言言及及的的((hheetteerroollooggiisscchh))とと呼呼ばばれれるる。。たたととええばば
kkuurrzz[[短短いい]]とといいうう言言葉葉はは、、そそれれ自自体体、、短短いい言言葉葉でであありり（（ドドイイツツ語語ででわわずずかか 44 文文字字のの言言葉葉をを
「「短短いい」」とと形形容容すするるののははももちちろろんん正正当当ででああるる○○11 ））、、だだかかららそそれれはは自自己己言言及及的的ででははああるるののだだ
がが 、、 llaanngg[[ 長長 いい ]] とと いい うう 言言 葉葉 自自 体体 はは 長長 くく なな いい のの でで 、、 そそ れれ はは 他他 言言 及及 的的 でで ああ るる 。。 でで はは
hheetteerroollooggiisscchh[[他他言言及及的的]]とといいうう言言葉葉ははどどちちららだだろろううかか。。ももししここのの言言葉葉がが自自己己言言及及的的なならら、、
ここのの言言葉葉ははそそれれ自自体体がが語語るる性性質質をを持持つつかからら他他言言及及的的ににななるるだだろろううしし、、逆逆にに、、ここのの言言葉葉がが他他
言言及及的的なならら、、そそれれははここのの性性質質をを持持たたなないいかからら自自己己言言及及的的ににななるるだだろろうう。。形形式式主主義義
((FFoorrmmaalliissmmuuss))ははここううししてて解解ききががたたいい矛矛盾盾((eeiinn  uunnllöössbbaarree  WWiiddeerrsspprruucchh))にに逢逢着着すするる。。        
だだががここここにに姿姿をを現現ししてていいるるののはは実実はは最最悪悪のの空空理理空空論論((SScchhoollaassttiikk))にに過過ぎぎなないい。。[[ななぜぜなならら]]
すすここしし考考ええれればばわわかかるるここととだだがが、、「「hheetteerroollooggiisscchh とといいうう言言葉葉そそののももののはは自自己己言言及及的的ななのの
かか、、そそれれとともも他他言言及及的的ななののかか」」とといいうう問問いいにに、、そそももそそもも意意味味((SSiinnnn))ななどど認認めめらられれなないいかからら
ででああるる。。      ────  [[たただだ]]ここのの論論考考でではは、、事事態態、、判判断断、、対対象象、、性性質質そそれれぞぞれれのの本本質質のの最最終終
解解明明ににはは立立ちち入入るるままいい。。ここのの課課題題はは形形而而上上学学的的深深度度((mmeettaapphhyyssiisscchhee  TTiieeffee))をを有有しし、、そそれれ
ににつついいててはは斯斯学学のの権権威威にに助助言言をを仰仰ががななけけれればば話話がが始始ままららなないいかかららででああるる。。ままああ、、数数学学者者界界
隈隈でで彼彼ららのの名名前前をを口口ににししよよううももののなならら、、気気のの毒毒そそううにに笑笑わわれれるるののがが落落ちちだだろろううがが  ────  たた
ととええばばフフィィヒヒテテ((FFiicchhttee))ととかかねね。。  
  
[[11--11--cc]]                  {{空空所所ののカカテテゴゴリリーー適適合合性性}}  
性性質質判判断断とと並並んんでで我我々々ににととっってて重重要要ななののはは関関係係判判断断((RReellaattiioonn--UUrrtteeiill))ででああるる。。「「ああのの人人はは私私
のの叔叔父父だだ」」、、「「点点 PP はは BB とと CC のの間間((zzwwiisscchheenn))ににああるる」」、、「「数数 55 はは 44 のの次次ででああるる((ffoollggtt  aauuff))」」
ががそそのの例例ででああるる。。          ささてて[[ここのの§§11 のの段段落落 aa でで]]  性性質質命命題題((EEiiggeennsscchhaaffttssssäättzzee))ににつつ
いいててししたたののとと同同様様なな議議論論をを、、今今度度はは関関係係判判断断ににつついいてて[[正正確確ににはは関関係係命命題題ににつついいてて]]ししななけけ
れればばななららなないい。。最最後後のの例例のの[[55 はは 44 のの次次だだとといいうう]]関関係係づづけけ((BBeezziieehhuunngg))はは、、「「未未確確定定成成分分((ddaass  
UUnnbbeessttiimmmmttee))」」ででああるる  xx とと yy をを含含むむ判判断断図図式式((UUrrtteeiillss--SScchheemmaa))「「xx はは yy のの次次ででああるる」」にに
配配属属((zzuuoorrddnneenn))すするるここととががででききるる。。そそししてて、、[[上上記記のの判判断断図図式式のの]]未未確確定定成成分分にに二二つつのの[[特特定定
のの]]数数がが[[首首尾尾よよくく]]代代入入((eeiinnsseettzzeenn))さされれたたののでで、、確確定定判判断断((eeiinn  bbeessttiimmmmtteess  UUrrtteeiill))がが得得らられれ
たた[[とといいうう次次第第ででああるる]]。。そそののとときき、、我我々々ははたたととええばば「「xx  ==55、、yy==44 ののとときき((ffüürr))、、ここのの判判断断はは
真真((wwaahhrr))だだ」」とと申申しし立立ててるる((bbeehhaauupptteenn))ののででああるる。。            ささててここのの場場合合、、判判断断図図式式
のの未未確確定定成成分分すすななわわちち判判断断図図式式のの「「空空所所たたちち((LLeeeerrsstteellllee))」」はは、、すすべべてて特特定定のの((bbeessttiimmmmtt))対対
象象カカテテゴゴリリーーにに（（いいままのの場場合合はは「「数数」」ののカカテテゴゴリリーーにに））関関与与的的((bbeezzooggeenn))[[ののははずず]]ででああるる。。
図図式式はは、、空空所所がが、、[[そそのの空空所所がが関関与与的的ででああるる]]ここののカカテテゴゴリリーーのの対対象象にによよっってて充充填填((aauussffüülllleenn))
さされれてていいるるととききにに限限っってて、、有有意意なな((ssiinnnnvvoollll))命命題題ををももたたららしし、、ままたた命命題題はは、、そそののととききにに限限
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っってて、、「「そそれれはは真真((wwaahhrr))かか否否かか」」とといいうう問問いい((FFrraaggee))とと向向きき合合うう((ssiicchh  eerrhheebbeenn))ののででああるる。。
[[ちちょょううどど、、性性質質（（緑緑））がが、、そそれれがが関関与与的的ででああるる対対象象((葉葉))にに使使わわれれるるととききにに限限っってて有有意意なな命命
題題ををももたたららしし、、そそししてて云云々々・・・・・・ののよよううにに]]  。。            たただだ簡簡単単ののたためめににここここでではは、、
関関係係をを或或るる判判断断図図式式にに結結びびつつけけたたとときき、、そそのの判判断断図図式式ののすすべべててのの空空所所がが同同じじ((ddiieesseellbbee))対対
象象カカテテゴゴリリーーにに関関与与的的ににななるるよよううなな、、そそののよよううなな関関係係だだけけをを扱扱ううここととににすするる。。ままたた数数学学のの
慣慣例例的的記記法法にに反反すするるがが、、私私はは命命題題「「55 はは 44 にに続続くく」」とと命命題題「「44 はは 55 にに先先立立つつ」」はは 44 とと 55 のの
同同じじ関関係係づづけけをを表表現現すするるとと見見做做すすののでで、、両両者者をを異異ななるる二二つつのの関関係係づづけけとと見見てて、、一一方方がが他他方方
のの「「逆逆((iinnvveerrssee))」」だだななどどとと言言っったたりりししなないい。。            [[たただだ複複数数のの空空所所ににつついいててはは注注
意意がが必必要要でで、、例例のの]]  関関係係づづけけがが結結びびつつけけらられれるる判判断断図図式式はは二二つつのの空空所所をを含含むむがが、、そそれれららがが
「「等等位位((gglleeiicchhbbeerreecchhtteettee))」」のの空空所所ででははなないいここととはは言言ううままででももなないい。。二二つつのの空空所所ににはは或或るる
列列順順序序((RReeiihheennffoollggee))がが指指定定さされれるるしし、、ままたた[[そそももそそもも]]言言語語的的記記号号化化のの道道ををととるる以以上上そそううせせ
ざざるるをを得得なないい。。たただだそそううすするるここととにによよっってて、、先先述述のの二二通通りり[[正正とと逆逆]]のの定定式式化化のの可可能能性性をを残残
ししたたここととににははななろろうう。。ととははいいええ、、ここののよよううなな列列順順序序がが関関係係事事態態((RReellaattiioonn--SSaacchhvveerrhhaalltt))のの
ななかかにに[[事事態態ととししてて]]内内在在ししてて((lliieeggeenn))いいるる訳訳ででなないいここととはは、、言言ううままででももなないい○○22 。。  
  
[[訳訳者者。。たただだしし、、後後でで別別のの理理由由でで空空所所のの列列順順序序がが導導入入さされれるる。。[[11--44--ee]]をを参参照照]]。。  

  
[[11--11--dd]]                {{数数学学ににおおけけるる存存在在判判断断}}  
或或るる対対象象カカテテゴゴリリーー((eeiinnee  bbeessttiimmmmttee  GGeeggeennssttaannddsskkaatteeggoorriiee))  がが「「直直接接的的にに与与ええらられれてて
いいるる((uunnmmiitttteellbbaarr  ggeeggeebbeenn))」」ととすするる。。たたととええばば「「空空間間点点((RRaauummppuunnkktt))」」[[とといいうう対対象象カカテテ
ゴゴリリーー]]がが「「直直観観ににおおいいてて呈呈示示さされれてていいるる((iinn  ddeerr  AAnnsscchhaauuuunngg  aauuffggeewwiieesseenn))」」ととすするる。。
（（当当面面、、議議論論はは空空間間点点ののカカテテゴゴリリーーのの対対象象にに限限定定すするるここととににししよようう。。））[[ささててそそのの]]  空空間間点点
とといいううカカテテゴゴリリーーのの対対象象たたちちににおおいいてて((aann))、、個個別別のの((eeiinnzzeellnn))諸諸性性質質とと個個別別のの諸諸関関係係((RR))がが
[[直直観観にに]]呈呈示示さされれてていいるる、、すすななわわちち個個別別にに((eeiinnzzeellnn))呈呈示示さされれてていいるるととすするる。。ななおおここれれらら諸諸
性性質質とと諸諸関関係係はは、、そそのの[[諸諸性性質質とと諸諸関関係係がが配配属属さされれたた]]判判断断図図式式ののすすべべててのの空空所所ととももどどもも、、
当当該該のの対対象象カカテテゴゴリリーーにに関関与与的的((bbeezzooggeenn))ととすするる（（ちちょょううどど[[前前段段のの二二つつ目目のの実実例例でで]]、、「「間間
ににああるる((lliieeggtt  zzwwiisscchheenn))」」とといいうう関関係係ががそそううででああっったたよよううにに。。））            [[ここここでで話話ををまま
ととめめるるとと]]  或或るる個個別別のの[[関関係係]]RR にに割割りり当当ててらられれたた((ggeehhöörriigg))判判断断図図式式がが、、いいまま関関心心をを向向けけらら
れれてていいるるカカテテゴゴリリーーにに属属しし、、ししかかもも[[直直観観にに]]直直接接示示さされれたた或或るる対対象象にによよっってて充充填填さされれるる
((aauussffüülllleenn))とときき、、そそここかからら性性質質判判断断とと関関係係判判断断ががももたたららさされれ、、ここううししててももたたららさされれるる性性質質
判判断断とと関関係係判判断断はは[[判判断断ででああるるががゆゆええにに]]真真だだっったたりり偽偽だだっったたりりすするる、、とといいううののがが話話のの流流れれ
ででああるる。。      ささててそそれれらら[[性性質質判判断断とと関関係係判判断断]]以以外外ににもも((nneebbeenn))、、数数学学でで大大ききなな役役割割をを果果
たたすすももののととししてて存存在在判判断断((EExxiisstteennttiiaall--UUrrtteeiill))[[おおよよびび存存在在命命題題]]とといいううももののががああるる。。[[たただだしし]]
存存在在((EExxiisstteennzz))のの概概念念はは形形而而上上学学的的なな謎謎（（RRäättsseellnn））にに包包ままれれてていいるるののでで、、ここのの種種のの判判断断にに
つついいててはは以以下下のの内内容容ににととどどめめたたいい。。たたととええばば、、EE((xx)),,  EE’’((xx))  ,,RR((xxyy))をを判判断断図図式式((RR))ののメメンンババーー
ととしし（（xx,,yy はは空空所所））、、ささららにに aa をを[[直直観観にに]]与与ええらられれたた個個別別((eeiinnzzeellnn))のの対対象象ととすするる。。そそののとときき、、
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「「（（いいまま話話題題ににししてていいるるカカテテゴゴリリーーのの））対対象象でで、、EE((xx))とと EE’’((xx))のの両両方方がが妥妥当当すするる((zzuuttrreeffffeenn))
よよううなな、、（（すすななわわちち性性質質 EE とと性性質質 EE’’をを併併せせ持持つつよよううなな））対対象象がが存存在在すするる((eess  ggiibbtt))」」とといいうう
命命題題やや、、「「aa とと関関係係づづけけ((BBeezziieehhuunngg))  RR((xxaa))をを結結ぶぶ対対象象 xx がが存存在在すするる((eess  ggiibbtt))」」とといいうう命命題題
がが、、有有意意味味((ssiinnnnvvoollll))だだととししよようう((ssoolllleenn))。。言言いい換換ええるるとと((dd,,hh..))一一定定のの（（存存在在））事事態態をを[[結結局局
はは]]申申しし立立ててるるここととににははななるるののだだがが、、今今ののととこころろはは((nnuunn))、、ちちょょううどど、、ここれれららのの存存在在事事態態がが
現現存存すするる((bbeesstteehheenn))かか否否かかとといいうう問問いい○○33 ((FFrraaggee))はは立立ててらられれたた((ddiiee  FFrraaggee  iisstt))  [[ででもも答答ええはは
ままだだ出出てていいなないい]]、、とといいうう状状態態だだととししよようう((ssoolllleenn))。。  [[ささてて数数学学ででははおお馴馴染染みみののここととだだがが、、
次次ののよよううなな前前提提がが、、すすななわわちち]]、、或或るるカカテテゴゴリリーー的的本本質質((WWeesseenn))にに与与るる個個別別者者たたちち
((BBeessoonnddeerruunnggeenn))がが、、自自体体的的にに存存在在すするる((aann  ssiicchh  eexxiissttiieerreenndd))限限定定さされれたた対対象象たたちちのの閉閉じじ
たた系系((ggeesscchhlloosssseennee  SSyysstteemm))をを形形成成すするるととせせよよ((ssoolllleenn))、、とといいうう類類のの前前提提((VVoorraauusssseettzzuunngg))
がが立立ててらられれるるののはは、、ままささにに上上ののよよううなな情情況況にに対対応応ししててののこことととと考考ええらられれるる。。        ────  
以以上上のの議議論論はは、、一一つつででははななくく複複数数のの特特定定のの対対象象カカテテゴゴリリーーをを予予想想すするるよよううなな、、いいっっそそうう複複
雑雑ななケケーーススへへとと容容易易にに発発展展ささせせるるここととももででききるる。。（（たたととええばばユユーーククリリッッドドのの幾幾何何学学でで点点[[かか
らら出出発発ししてて、、いいっっそそうう複複雑雑なな]]線線、、面面にに発発展展ささせせるるとといいうう仕仕方方でで行行わわれれたたよよううにに。。））  
  
  
  
  

§§22  判判断断複複合合のの諸諸原原理理  
[[11--22--aa]]                      {{原原的的とと派派生生的的}}  
個個々々のの((eeiinnzzeellnn))性性質質とと個個々々のの関関係係がが、、直直接接にに[[ここここでではは直直観観にに]]与与ええらられれてていいるるととすするる。。ここ
のの性性質質とと関関係係にに対対応応すするる判判断断図図式式((UUrrtteeiillsssscchheemmaattaa))をを単単純純((eeiinnffaacchh))ああるるいいはは原原的的
((uurrsspprrüünngglliicchh))判判断断図図式式とと呼呼ぶぶ。。ここのの場場合合、、当当面面、、判判断断とといいうう言言葉葉をを[[判判断断図図式式をを含含むむ]]広広いい
意意味味ににととっってて、、そそれれをを簡簡潔潔にに「「単単純純判判断断((eeiinnffaacchhee  UUrrtteeiillee))」」とと呼呼ぶぶ手手ももああるる。。ここれれにに同同一一
性性((IIddeennttiittäätt))  JJ((xxyy))（（xx とと yy はは同同一一ででああるる、、xx==yy））をを追追加加すするるとと、、以以下下のの諸諸原原理理をを介介ししてて、、
ここれれらら[[一一連連]]のの単単純純判判断断図図式式たたちちかからら、、複複合合的的((zzuussaammmmeennggeesseettzztt))判判断断図図式式たたちちがが[[次次ののよよ
ううなな仕仕方方でで]]導導かかれれるる○○44 ((ssiicchh  aabblleeiitteenn))。。  
  
11 判判断断図図式式 UU かかららはは、、そそのの否否定定((NNeeggaattiioonn))𝐔𝐔"がが導導かかれれるる。。たたととええばば、、UU((xxyy))がが「「xx はは yy にに  
続続くく」」をを意意味味すするるなならら、、𝐔𝐔"((xxyy))はは「「xx はは yy にに続続かかなないい」」をを意意味味すするる。。  
  
22 複複数数のの空空所所をを有有すするる判判断断図図式式のの場場合合、、ここれれららのの各各空空所所をを互互いいにに重重ねねるる((zzuurr  DDeecckkuunngg  
bbrriinnggeenn))こことと、、つつままりり同同一一視視すするる((iiddeennttiiffiizziieerreenn))ここととにによよっってて、、新新ししいい判判断断図図式式をを得得るるここ
ととががででききるる。。たたととええばば、、関関係係判判断断図図式式((RReellaattiioonnssuurrtteeiill--SScchheemmaa))NN((xxyy))、、「「xx はは yy のの甥甥ででああ
るる」」かからら、、NN((xxxx))、、「「xx はは xx 自自身身のの甥甥ででああるる」」をを得得るるよよううにに。。  
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33 「「かかつつ((uunndd))」」をを使使っってて二二つつのの判判断断をを互互いいにに連連結結すするる((vveerrkknnüüppffeenn))ここととががででききるる。。────  
実実例例ははここううででああるる。。EE((xx))がが「「xx はは赤赤いい」」でであありり、、EE’’((xx))がが「「xx はは球球形形ででああるる」」ででああるるなならら、、
「「xx はは赤赤くくてて球球形形ででああるる」」はは EE((xx))・・EE’’((xx))とと表表記記さされれるる。。VV((xxyy))がが「「xx はは yy のの父父ででああるる」」でで
あありり、、NN((xxyy))がが「「xx はは yy のの甥甥ででああるる」」だだととすするるとと、、[[xx,,yy,,zz]]三三人人のの関関係係づづけけをを言言明明すするる合合成成判判
断断「「xx はは yy のの父父でであありり、、そそししてて yy はは zz のの甥甥ででああるる」」はは、、VV((xxyy))・・NN((yyzz))とと表表記記さされれるる。。二二つつ
のの判判断断 VV とと NN ににつついいてて、、一一方方のの空空所所をを他他方方のの空空所所とと部部分分的的にに重重ねねるるここととにによよっってて、、ままたた
「「かかつつ((uunndd))」」とといいうう連連結結をを発発動動ささせせるるここととにによよっってて、、二二つつのの判判断断かからら新新たたなな合合成成判判断断がが
生生じじたたののででああるる。。どどううすすれればば当当初初のの二二つつのの判判断断のの空空所所をを重重ねねるるここととががででききるるののかかとといいううとと、、
記記号号的的にに表表現現すすれればば、、上上のの実実例例ででもも見見たたよよううにに、、重重ななるる空空所所にに同同じじ文文字字((BBuucchhssttaabbeenn))をを置置
けけばばよよろろししいい。。            一一般般にに、、「「かかつつ」」のの連連結結をを使使ううここととにによよっってて、、二二つつのの与与ええらら
れれたた判判断断かからら一一つつででははななくく複複数数のの新新ししいい判判断断がが打打ちち立立ててらられれるる。。そそれれはは片片方方のの判判断断のの空空所所
たたちちをを他他方方のの判判断断のの空空所所たたちちにに、、全全然然重重ねねなないいかか、、部部分分的的にに重重ねねるるかか、、全全部部重重ねねるるかか、、やや
りり方方にによよっっててささままざざままででああるる。。ももちちろろんん、、或或るる判判断断をを次次ののよよううなな仕仕方方ででそそれれ自自体体とと「「かかつつ」」
でで連連結結すするるここととささええ可可能能ででああるる。。NN((xxyy))・・NN((yyxx)),,「「xx はは yy のの甥甥でであありり、、同同時時にに yy はは xx のの甥甥
ででああるる」」ののよよううにに。。  
  
44 「「かかつつ」」にによよるる連連結結にに次次いいでで、、「「ままたたはは((ooddeerr))」」にによよるる連連結結がが登登場場すするる。。ここのの連連結結ににはは    
++  とといいうう記記号号がが使使わわれれるる。。たたととええばば EE((xx))  ++  EE’’((xx))でで「「xx はは赤赤いい、、ままたたはは xx はは球球形形ででああるる」」
をを、、VV((xxyy))  ++  NN((yyzz))でで「「xx はは yy のの父父ででああるる、、ままたたはは yy はは zz のの甥甥ででああるる」」をを、、NN((xxyy))  ++  NN((yyxx))
でで「「xx はは yy のの甥甥ででああるる、、ままたたはは yy はは xx のの甥甥ででああるる」」をを、、つつままりり「「xx はは yy のの甥甥ままたたはは叔叔父父でで
ああるる」」をを、、とといいうう具具合合にに。。────ここのの種種のの連連結結ででもも、、或或るる判判断断のの空空所所たたちちととももうう一一つつのの判判断断
のの空空所所たたちちががどどうういいうう仕仕方方でで重重ねねらられれてていいるるののかか[[同同一一視視さされれてていいるるののかか]]、、をを示示すす
((AAnnggaabbee))必必要要ががああるる。。  
  
55 たたととええばば三三つつのの空空所所をを持持つつ判判断断をを UU((xxyyzz))でで表表しし、、くくだだんんののカカテテゴゴリリーー[[空空間間点点ののカカテテ  
ゴゴリリーー]]のの特特定定のの対対象象をを aa でで表表すすとと、、ここのの充充填填((AAuussffüülllluunngg))でで得得らられれるる判判断断 UU((xxyyaa))はは二二つつ
のの空空所所だだけけをを持持つつ判判断断ととななるる。。̶̶ ̶̶̶̶ととくくにに、、くくだだんんののカカテテゴゴリリーーのの或或るる所所与与のの対対象象たたちち
をを使使っってて((mmiitttteellss))、、すすべべててのの空空所所をを充充足足すするるとといいうう仕仕方方でで、、空空所所をを含含むむ或或るる判判断断図図式式かからら、、
空空所所をを持持たたなないい充充填填さされれたた判判断断((eeiinn  aauussggeeffüülllltteess  UUrrtteeiill))がが生生ままれれるる。。つつままりり、、或或るる事事態態をを
主主張張すするる本本来来のの意意味味ででのの判判断断がが生生ままれれるる。。  
  
66 ままたたここうういいううここととががああるる。。たたととええばば UU((xxyyzz))をを三三つつのの空空所所をを有有すするる判判断断ととすするるとと、、[[まま  
ずず]]  UU((xxyy※※))＝＝VV((xxyy))をを考考ええるるここととががででききるる。。そそれれはは、、「「（（くくだだんんののカカテテゴゴリリーーににはは、、））関関係係
((RReellaattiioonn))UU  ((xxyyzz))をを成成立立ささせせるるよよううなな、、そそんんなな「「対対象象 zz がが存存在在すするる((eess  ggiibbtt))」」とといいうう意意味味
ででああるる。。ささららにに UU((※※yy※※))はは、、「「UU((xxyyzz))をを妥妥当当((ggeelltteenn))ささせせるるよよううなな、、そそんんなな対対象象 xx とと対対象象 zz
がが存存在在すするる」」とといいうう意意味味ででああるる。。────  [[55 でで、、充充填填にによよっってて空空所所のの数数がが減減少少ししたたよよううにに]]、、
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ここのの原原理理[[66]]のの適適用用にによよっっててもも、、判判断断図図式式のの空空所所のの数数はは減減少少すするる。。ももしし空空所所がが一一つつもも残残ららなな
いいととこころろままでで、、原原理理のの適適用用[[のの繰繰りり返返しし]]をを進進めめるるなならら、、[[55 とと同同様様にに]]ここここででもも本本来来的的なな意意味味
ででのの判判断断がが出出現現しし、、そそここままでで行行けけばば、、ここのの判判断断ににつついいててああとと残残るるののはは「「真真かか偽偽かか」」とといいうう
問問いいだだけけででああるる。。実実例例をを挙挙げげてておおここうう。。VV((xxyy))はは「「xx はは yy のの父父ででああるる」」、、VV((私私、、yy))はは、、「「私私はは
yy のの父父ででああるる」」、、VV((私私、、※※))はは「「私私がが父父ででああるる或或るる人人物物がが存存在在すするる」」、、「「私私はは父父ででああるる」」とといい
うう具具合合にに。。[[実実際際、、最最後後のの判判断断ににつついいててはは真真かか偽偽かかとといいうう問問いいししかか残残ららなないい]]。。  
  
５５..とと 66  ..ににつついいててはは次次のの点点にに注注意意さされれたたいい。。たたととええばば UU((xxyy))・・VV  ((xxyy))==WW((xxyy))かからら、、aa をを或或
るる特特定定のの対対象象だだととすするるとと、、UU((xxaa))・・VV  ((xxaa))==WW((xxaa))はは導導けけるる。。ししかかしし UU((xx※※))・・VV  ((xx※※))==WW((xx
※※))はは導導けけなないい。。むむししろろ、、UU((xxyy))・・VV  ((xxzz))==TT((xxyyzz))ととおおくくここととにによよっってて、、UU((xx※※))・・VV  ((xx※※))==TT((xx
※※※※))がが導導けけるるののででああるる。。[[ちちななみみにに]]、、原原理理 33..とと 44..はは、、否否定定 11..をを使使ううここととにによよっってて、、互互いいにに
行行きき来来すするる（（§§33 をを見見よよ））。。  
  
[[11--22--bb]]              {{論論理理形形式式かからら論論理理構構造造へへ}}  
単単純純図図式式たたちちにに原原理理 11~~66 をを適適用用すするるここととにによよっってて、、新新たたなな判判断断図図式式をを得得るる。。ままたた原原的的[[つつ
ままりり単単純純]]判判断断図図式式たたちちとと、、新新たたにに得得らられれたた判判断断図図式式ととにに、、再再度度、、原原理理 11~~66 をを適適用用すするるここ
ととももででききてて、、そそののとときき[[もも]]新新たたなな判判断断図図式式をを得得るる。。ここのの手手順順はは、、先先へへ先先へへとと望望むむだだけけ繰繰りり
返返しし、、組組みみ合合わわせせるるここととががででききるる。。ここううししてて生生じじるる判判断断図図式式のの無無限限のの集集ままりり((FFüüllllee))ににおおいい
てて、、一一つつのの空空所所をを持持つつ判判断断図図式式をを派派生生性性質質((aabbggeelleeiitteettee  EEiiggeennsscchhaafftteenn))のの判判断断図図式式とと呼呼びび、、
二二つつ以以上上のの空空所所をを持持つつそそれれをを派派生生関関係係((aabbggeelleeiitteettee  RReellaattiioonn))のの判判断断図図式式とと呼呼ぶぶここととににすす
るる。。          空空所所をを持持たたなないい判判断断、、つつままりり本本来来のの意意味味ででのの判判断断、、ししたたががっってて或或るる事事態態をを
申申しし立立ててるる((bbeehhaauupptteenn))判判断断○○55 をを、、そそののとときき想想定定さされれてていいるる事事象象圏圏域域((SSaacchhggeebbiieett))へへのの配配
属属完完了了判判断断((ddiiee  eeiinnsscchhllääggiiggee  UUrrtteeiillee))とと呼呼ぶぶここととににすするる。。ここううししたた配配属属完完了了判判断断のの各各々々にに
つついいてて真真偽偽のの見見極極めめがが終終わわっったた暁暁ににはは、、我我々々はは、、[[そそのの判判断断がが]]立立脚脚ししてていいるる((zzuuggrruunnddee  
ggeelleeggttee))]]カカテテゴゴリリーーのの対対象象たたちちをを、、そそのの対対象象ににおおいいてて((aann))直直接接にに呈呈示示さされれたた性性質質とと関関係係にに
関関ししてて、、完完全全にに知知っったた((vvoollllkkoommmmeenn  KKeennnnttnniiss))ここととににななるるののだだろろうう。。            上上述述のの
諸諸原原理理はは、、「「非非((nniicchhtt))」」、、「「かかつつ((uunndd))」」、、「「ままたたはは((ooddeerr))」」とといいっったた諸諸概概念念おおよよびび存存在在((EExxiisstteennzz))
のの概概念念ににつついいてて、、そそのの論論理理機機能能((llooggiisscchhee  FFuunnkkttiioonn))をを厳厳密密なな仕仕方方でで((iinn  eexxaakktteerr  WWeeiissee))確確
定定ししたた((ffeessttlleeggeenn))ももののででああるる。。配配属属完完了了判判断断はは、、たたととええばば性性質質判判断断とと関関係係判判断断とと存存在在判判断断
にに区区分分さされれ、、肯肯定定判判断断とと否否定定判判断断にに区区分分さされれ、、ああるるいいははそそれれ以以外外のの伝伝統統的的なな[[諸諸々々のの]]仕仕方方
でで区区別別さされれははすするるがが、、そそののとときき配配属属確確定定判判断断はは[[単単にに]]論論理理形形式式((llooggiisscchhee  FFoorrmm))ににししたたががっっ
ててそそうう区区別別さされれたたののででははなないい。。そそううででははななくく配配属属完完了了判判断断はは総総じじてて非非常常にに込込みみ入入っったた
((sseehhrr  ccoommpplleexx))論論理理構構造造((llooggiisscchhee  SSttrruukkttuurr))をを背背負負っったたももののななののででああっってて、、そそのの論論理理構構造造
はは、、判判断断がが、、単単純純判判断断図図式式たたちちにに立立脚脚ししつつつつ((zzuuggrruunnddee  lliieeggeenndd))、、ああのの六六つつのの原原理理のの適適用用
にによよっってて、、どどんんなな仕仕方方でで、、どどんんなな列列順順序序でで、、どどんんなな組組みみ合合わわせせでで生生ままれれたたののかかをを述述べべるる以以
外外ににはは完完全全なな記記述述のの望望めめなないい、、そそんんなな論論理理構構造造ななののででああるる。。我我々々ははいいまま、、「「命命題題ははかかなならら
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ずず主主語語・・述述語語・・繋繋辞辞かかららななるる」」とといいうう古古風風なな理理論論かからら限限りりななくく遠遠いいととこころろににいいるる。。  
  
[[訳訳者者。。WWeeyyll のの『『連連続続体体』』ににはは「「範範囲囲」」をを意意味味すするる名名詞詞がが四四つつ登登場場しし、、GGeebbiieett,,BBeerreeiicchh,,RReeiicchh,,SSpphhäärree がが

そそれれででああるる。。ここれれららははすすべべてて「「領領域域」」にに相相当当すするる意意味味でで使使わわれれてていいるるがが、、異異ななるるドドイイツツ語語ににはは可可能能なな限限りり

異異ななるるにに日日本本語語をを対対応応ささせせるるとといいうう私私のの方方針針にに従従いい、、以以下下ののよよううにに訳訳語語をを割割りり振振るるここととににししたた。。GGeebbiieett

（（圏圏域域））、、BBeerreeiicchh（（領領域域））、、RReeiicchh（（国国））、、SSpphhäärree（（テテリリトトリリーー））。。ちちななみみにに頻頻出出すするるののはは BBeerreeiicchh（（領領域域））

ででああるる]]。。  
  
[[11--22--cc]]                        {{  <<すすべべてて＞＞  とと  <<或或るる（（在在るる））>>  }}  
先先のの諸諸原原理理のの適適用用をを組組みみ合合わわせせたた例例ををいいくくつつかか考考察察ししよようう。。ままずず指指摘摘ししてておおききたたいいののはは、、
普普遍遍性性((AAllllggeemmeeiinnhheeiitt))をを表表現現すするる「「すすべべてて((aallll))」」はは、、11 のの「「否否定定」」とと 66 のの「「存存在在すするる((eess  
ggiibbtt))」」のの組組みみ合合わわせせにに置置きき換換ええざざるるをを得得なないいここととででああるる。。「「どどのの((jjeeddeerr))対対象象ももここれれここれれのの
性性質質をを有有すするる」」のの意意味味はは、、「「ここれれここれれのの性性質質をを有有ささなないい対対象象はは存存在在ししなないい」」ななののででああるる。。
ささてて、、UU((xxyy))をを二二つつのの空空所所 xx,,yy をを持持つつ関関係係のの判判断断図図式式ととすするるとと、、数数学学ににはは次次ののよよううなな形形のの
判判断断がが頻頻出出すするる。。すすななわわちち、、「「どどのの xx にに対対ししててもも、、UU((xxyy))がが成成りり立立つつよよううなな、、或或るる yy がが存存在在
すするる。。」」[[ちちななみみににここのの判判断断にに到到るる論論理理構構造造ははここううででああるる]]。。UU((xxyy))かかららはは、、UU((xx※※))==AA((xx))がが作作
れれるる((bbiillddeenn))。。そそここかかららそそのの否否定定、、𝐀𝐀"((xx))＝＝BB((xx))がが作作れれてて、、ささららににそそここかからら BB((※※))とと𝐁𝐁(※※)$$$$$$$$がが作作
れれるる。。[[ととこころろがが]]  BB((※※))とと𝐁𝐁(※※)$$$$$$$$  はは明明ららかかにに「「空空所所」」をを含含ままずず、、そそれれはは[[或或るる yy がが存存在在すするるとと
いいうう]]申申しし立立てて((BBeehhaauuppttuunngg))ににななっってていいるる。。（（ここのの場場合合、、𝐁𝐁(※※)''''''''  をを	𝐁𝐁" ((xx))つつままりり AA((※※))とと混混
同同せせぬぬこことと!!））    
  
実実例例 AA    対対象象領領域域ととししてて平平面面幾幾何何学学のの点点たたちち((PPuunnkkttee))をを選選ぶぶ。。EE((xxyyzz))はは「「xx とと yy はは zz かか
らら等等距距離離にに((gglleeiicchhwweeiitt  eennttffeerrnntt))ああるる」」をを意意味味すするる。。xxyyzz がが一一直直線線上上ににああるるこことと（（関関係係
GG((xxyyzz))））ををここうう定定義義すするる。。すすななわわちち、、「「pp とと qq がが、、xx かからら等等距距離離でであありり、、yy かかららもも等等距距離離でで
あありり、、zz かかららもも等等距距離離ででああるるよよううなな、、そそののよよううなな二二つつのの異異ななるる点点pp ととqq がが存存在在すするる((eess  ggiibbtt))」」
とと。。そそののとときき、、原原理理 33..とと 11..にに従従いい、、ままたた同同一一性性 JJ をを援援用用すするるここととにによよっってて以以下下をを得得るる。。  
                                    EE((ppqqxx))・・EE((ppqqyy))・・EE((ppqqzz))・・𝐉𝐉(̅(ppqq))＝＝FF((xxyyzzppqq))  
ゆゆええにに FF（（xxyyzz※※※※））＝＝GG  ((xxyyzz))ででああるる。。  
  
実実例例 BB..    対対象象領領域域ととししてて実実数数たたちち((rreeeellllee  ZZaahhlleenn))をを選選びび、、ff((xx))をを実実変変数数のの或或るる関関数数ととすす
るる。。そそここでで、、「「ff はは一一様様連連続続((gglleeiicchhmmääßßiigg  sstteettiigg))ででああるる」」とといいうう判判断断をを[[そそのの論論理理構構造造にに照照
ららししてて]]分分析析ししてて((aannaallyyssiieerreenn))ししててみみるるここととににししよようう。。通通常常のの定定義義にによよれればば、、ここのの判判断断はは
次次ののここととをを意意味味すするる。。すすななわわちち、、「「任任意意のの正正数数εεにに対対ししてて、、或或るる正正数数δδがが、、たただだしし不不等等式式  
II  xx――yy  II＜＜δδをを充充たたすす二二数数 xx、、yy にに対対ししてて、、かかななららずず不不等等式式  IIff((xx))――((yy))II＜＜εεがが成成りり立立つつよようう
なな、、そそののよよううなな正正数数δδがが存存在在すするるこことと((eess  ggiibbtt))」」をを意意味味ししてていいるる。。ここここでで  
                    AA((xxyyεε))はは関関係係 II  xx――yy  II＜＜εεをを意意味味しし、、  
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                    FF((xxyyεε))はは関関係係 IIff((xx))――((yy))II＜＜εεをを意意味味しし、、  
                    PP((xx))はは「「εεはは正正ででああるる」」をを意意味味すするるももののととすするる。。  
ままずず 11..とと 33..にによよっってて、、  
                        AA((xxyyδδ))・・𝐅𝐅'((xxyyεε))＝＝BB((xxyyεεδδ))    をを得得てて  
そそここかからら                BB((※※※※εεδδ))==  𝐂𝐂((εεδδ))  おおよよびびそそのの否否定定  𝐂𝐂'((εεδδ))  をを得得てて  
そそここかからら                𝐂𝐂'((εεδδ))・・PP((δδ))==QQ((εεδδ))..  おおよよびび  QQ((εε※※))＝＝RR((εε))  をを得得るる。。  
そそのの否否定定かからら            𝐑𝐑"((εε))・・PP((εε))==SS((εε))  をを得得てて  
そそここかからら充充たたさされれたた判判断断  UU((xx))==SS((※※))  をを得得るる。。  
ととこころろがが、、                      「「ff はは一一様様連連続続ででああるる」」はは上上のの判判断断のの否否定定をを意意味味すするるののででああるる。。  
  
実実例例 CC    続続いいてて「「ff ははすすべべててのの変変数数値値にに対対ししてて連連続続ででああるる」」とといいうう命命題題のの定定義義をを示示すす。。  

BB((xxyyεεδδ))はは前前にに同同じじ。。  
                              BB((xx※※εεδδ))  ==CC((xxεεδδ))    及及びびそそのの否否定定𝐂𝐂'((xxεεδδ))  

  𝐂𝐂'((xxεεδδ))・・PP((δδ))==QQ((xxεεδδ))..    QQ((xxεε※※))==RR((xxεε))  
𝐑𝐑"((xxεε))・・PP((εε))==SS((xxεε))かからら  SS((εεεε))==VV  

VV のの否否定定𝐕𝐕"がが先先のの主主張張ででああるる。。  
  
上上のの実実例例でで使使用用さされれたた記記号号法法((SSyymmbboolliikk))ににははままだだるるっっここいいとといいうう印印象象がが否否めめなないいがが、、気気にに
すするる必必要要ははなないい。。そそれれにに対対ししてて、、六六つつのの定定義義原原理理((DDeeffiinniittiioosspprriinnzziippiieenn))のの編編成成はは、、そそれれがが
完完全全((vvoollllssttäännddiigg))ででああるるとといいうう我我々々のの認認識識がが間間違違いいででなないい限限りり、、論論理理学学ににととっってて重重大大なな意意
義義をを有有すするる。。  
  
[[訳訳者者。。言言ううままででももななくく、、ここのの段段落落のの実実例例 AA にに登登場場すするる文文字字「「FF」」はは関関係係のの一一例例をを表表すすにに過過ぎぎなないいがが、、[[11--

77--gg]]をを例例外外ととししてて、、次次節節のの「「11--33--bb」」以以降降、、活活字字「「F」」はは一一貫貫ししててそそここでで定定義義さされれるる或或るる特特殊殊なな意意味味でで使使用用

さされれるる。。[[11--33--bb]],,[[11--55--aa]],,[[11--55--bb]],,[[11--55--cc]],,[[11--55--dd]],,[[11--66--aa]],,[[11--66--dd]],,[[22--11--aa]],,[[22--11--bb]],,[[22--66--dd]]]]。。  

  
  
  
  
    §§33..  論論理理的的推推論論((LLooggiisscchheess  SScchhlliieeßßeenn))・・公公理理的的方方法法((AAxxiioommaattiisscchhee  MMeetthhooddee))  
  
[[11--33--aa]]                {{一一般般判判断断・・特特殊殊判判断断・・個個体体}}  
[[第第一一にに]]、、原原理理 55 にに訴訴ええるるここととななくく構構築築さされれたた判判断断○○66   [[つつままりり特特定定のの所所与与のの対対象象のの充充填填をを
経経ずずにに構構築築さされれたた判判断断]]、、ししたたががっってて[[たたととええ空空所所のの充充填填がが行行わわれれてていいよよううとと、、そそのの]]充充填填がが
「「存存在在すするる((eess  ggiibbtt))」」にによよるる充充填填にに限限らられれるる判判断断、、そそんんなな判判断断をを一一般般((ggeenneerreellll))判判断断とと呼呼
ぶぶ。。数数学学がが扱扱うう判判断断ははここののよよううなな[[一一般般]]判判断断にに限限らられれるる[[ののだだがが、、そそののここととはは本本節節後後半半でで確確
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認認すするる]]。。ちちななみみにに、、ここううししたた判判断断がが存存在在判判断断((EExxiisstteennttiiaall--UUrrtteeiill))とともも呼呼ばばれれるるののはは、、[[いいまま
のの説説明明にに照照ららせせばば]]妥妥当当ななここととででははああるる。。          ここれれにに対対ししてて[[第第二二にに]]、、原原理理 55 がが適適用用
さされれてていいるる場場合合、、[[つつままりり]]そそののとときき念念頭頭にに置置かかれれてていいるるカカテテゴゴリリーーのの、、直直接接にに提提示示さされれたた
特特定定のの((eeiinnzzeellmm))  対対象象ががそそのの判判断断にに持持ちち込込ままれれてていいるる((eeiinnggeehheenn))場場合合、、そそのの判判断断はは特特殊殊
((ppaarrttiikkuulläärr))判判断断ででああるる○○77 。。              [[ささららにに第第三三にに]]  EE((xx))をを一一つつのの空空所所をを持持つつ判判断断図図
式式ととすするる。。たただだししそそれれはは、、原原的的[[§§22]]  性性質質とと[[原原的的]]関関係係ととかからら生生じじたた判判断断図図式式ででははああるるもものの
のの、、成成立立にに当当たたっっててはは原原理理 55 のの介介入入をを受受けけてていいなないい[[だだかからら特特殊殊ででははなないい]]判判断断図図式式ととすするる。。
ささててここのの場場合合、、ももししももEE((xx))をを成成りり立立たたせせるる対対象象  xx==aa  がが一一つつ存存在在しし、、ままたた一一つつししかか((eeiinn  uunndd  
nnuurr  eeiinn)) 存存 在在 しし なな いい のの なな らら 、、 aa をを (( ここ のの 対対 象象 のの 諸諸 性性 質質 にに よよ っっ てて 特特 徴徴 づづ けけ 可可 能能 なな
((cchhaarraakktteerriissiieerrbbaarr))))個個体体((IInnddiivviidduuuumm))とと呼呼ぶぶ。。            言言ううままででももななくく、、[[個個体体ににとと
っっててはは]]原原理理 55 がが排排除除さされれてていいるるここととがが本本質質的的ででああるる。。ななぜぜなならら、、かかりりにに原原理理 55 がが介介入入しし
てていいるるととすすれればば、、先先にに JJ をを同同一一性性のの意意味味ににととっったた以以上上[[§§22 冒冒頭頭]]、、空空所所 xx をを含含むむ判判断断図図式式
JJ((xxaa))はは、、対対象象 aa ににだだけけ属属すす[[筈筈のの]]「「aa--ででああるるこことと((aa--sseeiinn))」」とといいうう性性質質をを[[対対象象 aa ででももなないい
くくせせにに]]表表現現すするるここととににななるるだだろろううがが、、そそののとときき個個体体のの概概念念はは意意味味をを失失うう((nniicchhttssssaaggeenndd))
かかららででああるる。。  
  
[[11--33--bb]]                {{＜＜個個体体>>とと<<等等質質的的>>}}  
自自然然数数((nnaattüürrlliicchhee  ZZaahhlleenn))のの算算術術((AArriitthhmmeettiikk))をを例例ににととろろうう。。ままずずここのの算算術術ははたただだ一一つつのの
原原関関係係づづけけ((UUrrbbeezziieehhuunngg))、、すすななわわちち nn’’  がが nn にに直直接接にに続続くく((ffoollggeenn))数数ででああるるとときき成成りり立立
つつ関関係係づづけけ F  ((nn  ,,nn’’))にに、、依依存存ししてていいるる。。すするるとと 11 はは、、「「そそれれ[[11]]がが、、そそのの続続ききででああるるよよううなな、、
そそんんなな[[先先行行すするる]]数数ははなないい（（つつままりり数数のの列列ははそそれれでで始始ままるる））」」とといいうう性性質質 II にによよっってて特特徴徴づづ
けけらられれるる。。つつままりり 11 はは、、  
                          𝐹𝐹	(※𝐱𝐱)$$$$$$$$$$＝＝II((xx))  
とといいうう性性質質にによよっってて特特徴徴づづけけらられれるる。。[[ととこころろがが]]ここのの性性質質 II をを有有すするる数数がが一一つつそそししててたただだ
一一つつ((eeiinnee  nnuudd  nnuurr  eeiinnee))  存存在在すするる((eess  ggiibbtt))とといいううののはは事事実実((TTaattssaacchhee))だだかからら、、そそれれ[[つつまま
りり性性質質 II をを有有すするる一一つつそそししててたただだ一一つつのの数数]]をを  11 とと名名づづけけるる((nneennnneenn))。。ささららにに、、22 はは先先ほほ
どど定定義義さされれたた 11 にに直直接接にに続続くくとといいうう性性質質 IIII にによよっってて特特徴徴づづけけらられれるるがが、、ここのの[[22 をを特特徴徴づづ
けけるる]]性性質質ははここううででああるる。。  
                II((yy))・・F  ((yyxx))＝＝F  22((yyxx))    ::    F22((※※xx))==IIII((xx))  
33,,44 以以下下のの特特徴徴づづけけもも同同様様ででああるる。。ささてて、、[[各各性性質質をを有有すするる数数はは、、上上記記ののよよううにに、、そそれれぞぞれれ
一一つつそそししててたただだ一一つつ存存在在すするるとといいううののだだかからら、、ままずず]]、、どどのの数数もも個個体体((IInnddiivviidduuuumm))ででああるる
ここととががわわかかるる。。[[ととこころろがが]]11,,22,,33  はは[[個個体体ででああるるとと同同時時にに]]直直接接にに呈呈示示さされれたた数数ななののだだかからら、、
命命題題 11++22==33 はは特特殊殊判判断断をを含含むむここととににななるる。。          ししかかしし[[ささららにに]]、、一一つつのの数数をを与与ええ
るるににはは、、実実際際問問題題ととししてて((TTaattssääcchhlliicchh))、、数数列列((ZZaahhlleennrreeiihhee))ににおおいいててそそれれがが占占めめるる位位置置
((SStteelllluunngg)) ○○88 にに 訴訴 ええ るる ((vveerrmmööggee)) 以以 外外 にに 、、 つつ まま りり そそ のの 数数 にに とと っっ てて 特特 徴徴 的的 なな 性性 質質
((EEiiggeennsscchhaafftt))をを挙挙示示すするる((AAnnggaabbee))以以外外にに手手ががなないい。。そそううすするるとと((ddaahheerr))ここうういいうう解解釈釈
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((iinntteerrpprreettiieerreenn))ももああるるののででははなないいだだろろううかか。。つつままりり、、ああのの[[11++22==33 とといいうう]]  命命題題はは、、[[そそれれ
がが、、[[自自然然]]数数列列ににおおいいてて数数たたちちがが占占めめるる位位置置にに注注目目ししてていいるるここととをを重重くく見見れればば]]、、「「II((xx))、、IIII((yy))、、
IIIIII((zz))及及びび xx++yy==zz がが妥妥当当すするるよよううなな三三つつのの数数がが存存在在すするる((eess  ggiibbtt))」」とと解解釈釈すするるここととががでできき、、
そそししててそそのの意意味味でで((ssoo))ここのの命命題題はは[[特特殊殊判判断断やや個個体体判判断断ななららぬぬ]]、、「「一一般般((ggeenneerreellll))」」判判断断をを
含含むむとと解解釈釈ででききるるののででははなないいかかとと。。[[ここれれがが直直前前のの段段落落冒冒頭頭のの、、「「数数学学判判断断はは一一般般判判断断ででああ
るる」」とといいうう発発言言のの根根拠拠ででああるる]]。。          ささてて、、念念頭頭にに置置くくカカテテゴゴリリーーののすすべべててのの対対象象
がが、、（（先先ほほどど厳厳密密にに規規定定ししたた意意味味ででのの））個個体体ででああるるよよううななケケーーススももあありり、、算算術術((AArriitthhmmeettiikk))
ががままささににそそののケケーーススだだっったたののだだがが、、ししかかししそそれれとと対対極極的的にに((ddiiaammeettrraall))、、[[対対象象がが個個体体ででなな
いいよよううなな]]  ここんんななケケーーススががああるる。。すすななわわちち、、[[ややははりり]]たただだ一一つつのの空空所所をを含含むむ判判断断図図式式 EE((xx))
ででははあありり、、[[ややははりり]]  原原理理 55 のの適適用用をを経経るるここととななくく原原性性質質とと原原関関係係かからら生生じじるる判判断断図図式式 EE((xx))
ででははああるるののだだがが、、そそれれににもも拘拘ららずず((iimmmmeerr))、、ここのの判判断断図図式式がが[[当当該該ののカカテテゴゴリリーーのの]]すすべべてて
のの((aallll))対対象象ににつついいてて真真ででああるるかか、、ささももななくくばばいいかかななるる((kkeeiinn))対対象象ににつついいててもも真真ででなないいかか、、
そそののいいずずれれかかででああるるよよううななケケーーススががああるる。。ここのの場場合合、、原原性性質質とと原原関関係係にに関関ししてて、、ここののカカテテ
ゴゴリリーーはは[[個個体体的的とと対対極極的的にに]]  等等質質的的((hhoommooggeenn))とと呼呼んんでで差差しし支支ええなないい。。たたととええばばユユーークク
リリッッドド幾幾何何学学のの空空間間点点ににつついいててもも、、いいまま述述べべたたよよううななここととがが見見らられれるるののでであありり、、我我々々がが幾幾
何何学学ににおおいいてて空空間間をを等等質質○○99 とと呼呼ぶぶののはは、、ままささににここのの理理由由にによよるる。。  
  
[[訳訳者者。。＜＜一一般般的的＞＞とと＜＜性性質質＞＞のの関関係係ににつついいててはは  [[11--44--aa]]  冒冒頭頭をを参参照照せせよよ]]。。  

  

[[11--33--cc]]            {{論論理理学学、、すすななわわちち自自明明性性をを担担保保すするる判判断断構構造造のの探探求求}}  
[[ここここでで論論理理学学((LLooggiikk))にに目目をを転転ずずるるとと]]、、配配属属完完了了判判断断  [[§§22 段段落落 99]]ののななかかににはは、、純純粋粋ににそそ
のの論論理理構構造造  [[だだけけ]]をを根根拠拠ととししてて真真((wwaahhrr))とと認認識識ででききるるよよううなな判判断断がが存存在在すするる。。つつままりり、、どど
んんなな対対象象カカテテゴゴリリーーがが想想定定さされれてていいるるかか、、どどんんなな原原性性質質やや原原関関係係にに立立脚脚すするるととみみななさされれてて
いいるるかか、、ままたた原原理理 55 をを適適用用すするるにに当当たたっっててどどんんなな対対象象がが「「充充填填」」ののたためめにに使使用用さされれたたかか
等等々々をを顧顧慮慮すするるここととななくく、、そそのの論論理理構構造造ののみみをを根根拠拠((GGrruunndd))ととししてて真真とと認認識識ででききるる配配属属完完
了了判判断断がが存存在在すするる。。形形式式的的（（論論理理的的））なな組組みみ立立てて((BBaauu))ゆゆええにに真真ででああるる判判断断、、ししたたががっってて
実実質質的的なな((mmaatteerriiaall))なな内内容容をを欠欠ききななががららもも真真ででああるる判判断断をを、、私私はは（（論論理理的的にに））自自明明
((sseellbbssttvveerrssttäännddlliicchh))なな判判断断とと呼呼ぶぶ。。ままたたそそのの否否定定がが自自明明ででああるるよよううなな判判断断はは背背理理的的
((ssiinnnnwwiiddrriigg))なな判判断断とと呼呼ぶぶ。。          [[ととこころろでで]]  UU・・𝐕𝐕"がが背背理理的的なならら、、判判断断 VV はは UU のの「「論論
理理的的帰帰結結((llooggiisscchhee  FFoollggee))」」ででああるる。。UU  がが真真なならら、、VV ももままたた真真ででああるるここととはは確確実実ななののででああ
るる。。VV がが UU のの論論理理的的帰帰結結でであありり、、逆逆にに UU がが VV のの論論理理的的帰帰結結なならら、、二二つつのの判判断断 UU とと VV はは
同同値値((ssiinnnngglleeiicchh))ででああるる。。        判判断断のの自自明明性性((SSeellbbssttvveerrssttäännddlliicchhkkeeiitt))をを担担保保すするる
((ggeewwaahhrrlleeiisstteenn))よよううなな判判断断構構造造((UUrrtteeiillssssttrruukkttuurreenn))をを調調べべ尽尽くくすすここととがが、、論論理理学学（（つつままりり
推推論論のの理理論論））のの主主要要課課題題ででああるる。。[[ままずず]]一一定定のの「「基基礎礎的的((eelleemmeennttaarr))」」構構造造をを提提起起しし、、そそここ
にに[[順順次次]]細細部部にに関関わわるる「「構構成成((KKoommppoossiittiioonn))」」をを積積みみ重重ねねるるややりり方方ででそそののよよううなな判判断断構構造造
をを導導くくこことと、、そそれれがが論論理理学学ででああるる。。伝伝統統的的論論理理学学ででああれれ、、いいわわゆゆるる数数学学的的論論理理学学ででああれれ、、
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論論理理学学がが果果たたししてて十十分分満満足足ののいいくく形形ででここのの課課題題ををすすででにに実実際際にに解解決決ししてていいるるかかどどううかか、、とと
いいうう点点ににはは[[ここここでではは]]立立ちち入入ららなないい。。[[判判断断のの自自明明性性をを保保証証すするる判判断断構構造造ののななかかかからら]]若若干干
のの実実例例をを挙挙げげるるににととどどめめよようう。。  
  
[[11--33--dd]]                        {{実実例例}}  
UU をを或或るる判判断断ととすするるとと、、U+U"はは自自明明的的でであありり、、U・U"はは背背理理的的ででああるる。。判判断断 UU とと𝑼𝑼1[[二二重重否否
定定]]はは意意味味同同値値ででああるる。。二二つつのの判判断断 UU,,VV のの場場合合、、UU・・VV はは  U"	 + V"		''''''''''とと意意味味同同値値ででああるる。。
UU((xx)),,VV((xx)),,WW((xx))をを[[各各々々]]一一つつのの空空所所をを有有すするる三三つつのの判判断断図図式式ととすするるとと、、三三段段論論法法のの各各式式はは
ここううななるる。。  

                    U・V"(※※)'''''''''''''・・V・W" (※)'''''''''''''・・（（UU・・WW((※※))））    はは背背理理ででああるる  
ちちななみみにに  U・V"(※)''''''''''''	はは次次ののここととをを意意味味すするる。。すすななわわちち UU((xx))がが真真でであありり、、VV((xx))がが真真ででなないい
よよううなな、、そそののよよううなな対対象象 xx はは存存在在ししなないい、、とと。。すすななわわちち、、性性質質 UU をを有有すするるすすべべててのの対対象象
ににはは、、性性質質 VV もも帰帰属属すするるとと。。  
  
[[11--33--ee]]        {{論論理理学学ににおおけけるる「「形形式式的的」」とと  数数学学ににおおけけるる「「形形式式的的」」}}  
論論理理的的推推論論((llooggiisscchheess  SScchhlliieeßßeenn))  にに認認識識技技術術的的((eerrkkeennnnttnniisstteecchhnniisscchh))なな機機能能がが備備わわっっ
てていいるるここととはは想想像像にに難難くくなないい。。誰誰ででもも[[現現にに]]ここのの機機能能はは知知っってていいるるしし、、数数学学ににおおいいてて演演繹繹
的的なな手手続続きき((VVeerrffaahhrreenn))ががどどんんなな役役割割をを果果たたすすかかももよよくく知知っってていいるる。。[[ととこころろでで]]  数数学学的的事事
態態((  SSaacchhvveerrhhaallttee))はは、、極極度度にに単単純純ななそそれれはは別別ととししてて[[一一般般にに]]極極めめてて複複雑雑でであありり、、そそれれをを完完
全全にに意意識識((BBeewwuußßttsseeiinn))にに取取りり込込むむ((GGeeggeebbeennhheeiitt))こことともも、、ああるるいいははそそれれをを偏偏りりののなないい洞洞見見
((ffrreeiiee  EEiinnssiicchhtt))とといいうう形形でで所所有有すするるこことともも、、望望んんででももななかかななかか叶叶わわぬぬここととででああるる。。      
数数学学のの実実情情ははむむししろろここううででああるる。。                  [[たたししかかにに]]数数学学をを形形作作っってていいるるののはは配配属属完完了了
的的でで一一般般的的でで真真ななるる判判断断たたちちででははああるるののだだがが、、[[配配属属完完了了的的でで一一般般的的でで真真ななるる]]そそのの判判断断たた
ちちののななかかににはは、、直直接接的的なな洞洞見見((EEiinnssiicchhtt))とといいうう仕仕方方でで真真とと認認識識さされれるるよよううなな、、ごごくく少少数数のの、、
個個別別のの、、公公理理((AAxxiioommee))とといいうう名名のの判判断断たたちちがが含含ままれれてていいるるとといいううこことと。。そそれれがが数数学学のの実実情情
ででああるる。。たたととええばば、、UU11  ,,UU22,,  UU33  ,,UU44 とといいうう一一連連のの判判断断がが、、いいずずれれもも少少数数のの判判断断、、たたととええばば
UU11  ・・UU22・・UU33  ・・UU44 かかららのの論論理理的的帰帰結結ででああるるとといいうう具具合合ににででああるる。。          [[ささてて]]  判判断断 UU
がが諸諸公公理理かかららのの帰帰結結だだとといいうう事事実実をを示示すすここととががででききるるののはは、、論論理理諸諸法法則則のの特特性性ににつついいててのの
先先般般のの[[§§22 のの]]指指摘摘をを踏踏ままええつつつつ、、「「基基礎礎的的((eelleemmeennttaarr))」」推推論論のの隈隈ななくく分分岐岐ししたた構構造造体体((iinn  
aallllggeemmeeiinneenn  vviieell  vveerrzzwweeiiggtteenn  OOrrggaanniissmmuuss))をを辿辿るるととききでであありり、、そそれれ以以外外にに手手立立ててははなな
いい。。たただだししここのの構構造造体体はは、、伝伝達達とといいうう目目的的もも考考慮慮せせざざるるをを得得なないいががゆゆええにに、、技技巧巧をを凝凝ららしし
てて((kküünnssttlliicchheerrwweeiissee))、、項項とと項項がが連連鎖鎖をを成成すすよよううにに書書きき換換ええてておおくく必必要要ははああるる。。ここここがが数数
学学的的証証明明((BBeewweeiiss))のの出出番番ででああるる。。そそれれはは、、数数学学ででははももははやや判判定定さされれるる事事象象((SSaacchhee))やや事事態態
[[そそののもものの]]がが洞洞見見をを導導くくののででははななくく○○1100、、必必要要ななすすべべててのの洞洞見見はは論論理理的的推推論論にに沿沿っってて配配置置ささ
れれるる、、とといいうう意意味味ででああるる。。                （（たただだしし、、数数学学的的真真理理のの発発見見((AAuuffffiinnddeenn))ややここのの真真理理
にに施施さされれるる解解釈釈((VVeerrsstteehheenn))ままででがが「「形形式式的的」」にに進進むむかかとといいううとと、、そそのの度度合合いいははむむししろろ低低
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くく、、発発見見やや解解釈釈ががむむししろろ「「事事物物にに即即ししてて((ssaacchhlliicchheerr))」」進進むむここととはは言言ううままででももなないい。。私私がが
[[形形式式的的にに進進むむとと]]言言っったたののはは体体系系的的表表現現[[がが形形式式的的にに進進むむ]]のの意意味味ででああるる。。））          たただだ
次次ののここととににはは注注意意をを喚喚起起ししてておおききたたいい。。「「たたととええばば、、点点、、線線、、面面ににつついいててのの、、すすべべててのの((aallllee))
配配属属完完了了的的でで一一般般的的でで真真((wwaahhrr))ななるる判判断断がが、、幾幾何何学学的的諸諸公公理理かからら論論理理的的推推論論にによよっってて導導かか
れれるる」」とといいうう確確信信((ÜÜbbeerrzzeeuugguunngg))はは、、[[ああくくままででもも]]一一個個のの学学問問的的なな思思いい((GGllaauubbee))ななののででああ
っってて、、「「ここううししたた判判断断がが幾幾何何学学的的諸諸公公理理かからら論論理理的的推推論論にによよっってて導導かかれれるる」」ここととをを実実際際にに
洞洞見見((eeiinnsseehheenn))ででききるるとといいうう意意味味ででははなないいしし、、ままししてて、、そそののここととをを論論理理的的諸諸法法則則そそののもものの
かからら論論理理的的ななややりり方方でで「「証証明明((bbeewweeiisseenn))」」ででききるるとといいうう意意味味ででももなないい。。万万一一、、いいつつのの日日かか
[[ここのの思思いいのの内内容容のの]]  証証明明がが成成功功すするるももののなならら((ggeelläännggee))、、そそののとときき、、ここののよよううなな洞洞見見にによよ
っってて一一本本のの道道がが、、すすななわわちち、、すすべべててのの((jjeeddeess))幾幾何何学学的的なな（（つつままりり配配属属完完了了的的でで一一般般的的なな））
判判断断をを、、手手持持ちちのの((mmeetthhooddiisscchh))  或或るる推推論論手手続続ききにによよっってて（（「「有有限限回回のの手手続続きき((iinn  
eennddlliicchhvviieelleenn  SScchhrriitttteenn))」」でで））、、真真とと偽偽にに関関ししてて決決定定((EEnnttsscchheeiiddeenngg))すするるたためめのの通通路路がが開開
かかれれももししよよううがが((wwüürrddee))、、そそののとときき数数学学はは原原理理のの水水準準でで見見てて((pprriinnzziippiieellll  ggeesspprroocchheenn))いいささ
ささかか矮矮小小ななももののにに成成りり下下ががっってて((ttrriivviiaalliissiieerrtt))いいるるここととだだろろうう((wwäärree))。。  
  
[[訳訳者者。。最最後後のの「「注注意意」」のの箇箇所所はは、、後後年年のの KK・・GGööddeell のの高高名名なな否否定定的的成成果果をを想想起起ささせせるる]]。。  

  
[[11--33--ff]]..        {{DDeeddeekkiinndd のの切切断断理理論論ににおおけけるる、、存存在在概概念念のの破破綻綻}}  
近近年年、、公公理理((AAxxiioommee))はは規規約約((FFeessttsseettzzuunnggeenn))ななりりととすするる立立場場ががししききりりにに喧喧伝伝さされれてていいるる。。
ここのの立立場場ははここうう言言ううののででああるる。。たたととええばば、、「「𝐱𝐱𝐧𝐧++𝐲𝐲𝐧𝐧==𝐳𝐳𝐧𝐧    ととななるるよよううなな  [[正正のの]]整整数数 xx≠≠00、、yy
≠≠００、、zz≠≠００  、、nn>>22  はは存存在在ししなないい  とと申申しし立立ててるるフフェェルルママのの定定理理はは、、ここのの判判断断がが算算術術的的諸諸公公
理理かかららのの帰帰結結((FFoollggee))だだ、、とと[[いいうう事事態態をを]]申申しし立立てててて((bbeehhaauupptteenn))いいるるののだだ」」とと、、ここのの立立場場
ははそそうう言言ううののででああるる。。ここれれははいいわわばば、、諸諸公公理理がが「「存存在在((eess  ggiibbtt))」」のの意意味味をを確確定定すするるとといいうう
話話、、[[すすななわわちち]]そそのの存存在在((wweesssseenn  EExxiisstteennzz))がが諸諸公公理理かからら論論理理的的にに帰帰結結((ffoollggeerrnn))ででききるるよようう
ななもものの[[だだけけ]]がが存存在在すするる、、とといいうう議議論論ででああるる。。ここののよよううなな「「仮仮説説演演繹繹ごごっっここ((hhyyppootthheettiisscchh--
ddeedduukkttiivveess  SSppiieell))」」はは、、認認識識ににととっってて有有意意義義なな意意味味((SSiinnnn))をを欠欠くくゆゆええにに、、ままたた公公理理ががどどんん
なな意意味味でで満満たたさされれてていいるるかかとといいうう視視点点をを欠欠くくゆゆええにに、、一一顧顧だだにに値値ししなないい代代物物だだがが、、そそののここ
ととはは措措くくととししててもも、、[[認認識識のの観観点点をを言言うう以以前前ににそそももそそもも]]ここのの立立場場ににはは論論理理的的にに((llooggiisscchh))支支
持持ででききなないい((uunnhhaallttbbaarr))何何かかがが潜潜んんででいいるる。。            一一例例をを挙挙げげるる。。ままずずデデデデキキンントトのの
ややりり方方でで無無理理数数をを定定義義ししててみみよようう。。そそのの定定義義はは、、「「或或るる有有理理数数はは或或るる無無理理数数よよりりいいつつ
((wwaannnn))小小ささいいののかか((kklleeiinneerr  ,,  <<))」」をを直直接接にに確確定定ししてていいるる。。[[そそここでで今今度度はは]]αα,,ββをを二二つつのの実実
数数ととしし、、いいずずれれもも、、そそれれににそそししててそそれれだだけけにに帰帰属属すするる一一つつのの性性質質にによよっってて、、個個体体
((IInnddiivviidduuuumm))ととししてて定定義義さされれてていいるるととししよようう。。そそののとときき[[デデデデキキンントトにによよれればば]]、、有有理理数数γγ
ががああっってて、、αα<<γγかかつつγγ<<ββととななるるなならら、、αα<<ββだだとといいううののででああるる。。ささててそそここでで、、[[公公理理はは規規
約約ななりりとといいうう]]くくだだんんのの立立場場かかららここのの[[γγのの]]「「存存在在((eess  ggiibbtt))」」にに解解釈釈をを施施すすとと、、ここううななるる。。
[[すすななわわちち]]不不等等式式αα<<γγととγγ<<ββをを充充たたすす有有理理数数γγがが存存在在ししなないいここととがが諸諸公公理理かからら帰帰結結すす
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るるとときき、、そそししててそそののととききにに限限っってて、、ββ≦≦αα[[αα<<ββのの否否定定]]はは妥妥当当すするるののだだとと。。ととこころろががそそうう
すするるとと、、判判断断αα<<ββととββ≦≦ααはは完完全全なな二二者者択択一一((AAlltteerrnnaattiivvee))をを構構成成ししなないいだだろろうう。。ななぜぜなならら
ここののよよううなな有有理理数数γγににつついいててはは、、そそのの存存在在とと非非存存在在がが[[どどちちららもも]]数数学学的的諸諸公公理理のの帰帰結結ととなな
ららなないいここととがが十十分分ににあありりううるるかかららででああるる。。          いいまま瞥瞥見見ししたたよよううなな[[デデデデキキンントト流流
のの ]] 思思 考考 方方 式式 がが 自自 らら をを 全全 うう でで きき るる のの はは 、、 諸諸 公公 理理 がが 無無 矛矛 盾盾 ((wwiiddeesspprruucchhffrreeii)) でで 完完 全全
((vvoollllssttäännddiigg))ででああるるここととをを我我々々がが知知っってていいるる((wwiisssseenn))場場合合、、ししかかもも二二つつのの＜＜対対立立すするる
((eennttggeeggeennggeesseettzztt))＞＞配配属属完完了了判判断断 U ととU"ののううちち、、一一方方そそししてて一一方方だだけけがが諸諸公公理理のの論論理理的的
帰帰結結ででああるるよよううとといいうう形形でで、、諸諸公公理理がが無無矛矛盾盾((wwiiddeesspprruucchhssffrreeii))でで完完全全((vvoollllssttäännddiigg))ででああるる
ここととをを知知っってていいるる場場合合にに限限らられれるる。。ととこころろがが我我々々ははここののここととをを思思うう((ggllaauubbeenn))ここととははあありり
得得よよううがが、、そそれれをを知知るる((wwiisssseenn))ここととははなないいののででああるる。。          ままたた、、よよししんんばばここのの思思いい
((GGllaauubbee))がが洞洞見見にに転転じじるるととししててもも、、[[そそももそそもも]]論論理理的的推推論論はは一一定定のの基基本本的的なな論論理理的的推推論論のの
反反復復((IItteerraattiioonn))ででああるる以以上上、、我我々々はは反反復復ににつついいててのの直直観観((AAnnsscchhaauuuunngg  ddeerr  IItteerraattiioonn))をを踏踏
ままええなないいここととににはは、、すすななわわちち、、列列((RReeiihhee))ををななししたた無無限限のの継継続続((FFoorrttggaanngg))ににつついいててのの直直観観をを
踏踏ままええなないいここととににはは、、ここのの洞洞見見にに到到達達すするるここととががででききなないい。。押押しし並並べべてて純純粋粋数数学学((MMaatthheessiiss  
ppuurraa))はは、、自自然然数数ににつついいててのの根根源源的的なな算算術術的的洞洞見見ののううええにに論論理理的的にに構構築築さされれるるももののででああるる
がが、、ここのの自自然然数数ににつついいててのの根根源源的的なな算算術術的的洞洞見見ももままたた、、ままささにに上上記記のの[[反反復復のの]]直直観観にに依依存存
せせざざるるをを得得なないいののででああるる。。  
  
  
  
  
  
                                      数数学学部部門門  
  
                                    §§44..    集集合合たたちち  
  
[[11--44--aa]]        {{無無限限集集合合のの性性質質はは、、どどののよよううにに挙挙示示((AAnnggaabbee))さされれるるののかか？？}}              
有有限限集集合合((eennddlliicchhee  MMeennggee))はは二二通通りりのの仕仕方方でで記記述述((bbeesscchhrreeiibbeenn))ででききるる。。一一つつはは個個別別的的
((iinnddiivviidduueellll))記記述述でであありり、、他他はは一一般般的的((ggeenneerreellll))記記述述ででああるる。。前前者者はは、、そそののすすべべててのの個個々々のの
要要素素((EElleemmeennttee))をを列列挙挙すするるかかたたちちでで行行わわれれ、、後後者者はは、、そそのの集集合合のの要要素素にに帰帰属属((zzuukkoommmmeenn))
しし、、そそれれ以以外外のの対対象象にに帰帰属属ししなないい、、そそののよよううなな諸諸性性質質をを挙挙示示すするる((AAnnggaabbee))かかたたちちでで、、[[つつ
ままりり要要素素的的ででははななくく]]法法則則的的にに((ggeesseettzzmmääßßiigg))行行わわれれるる。。            [[でではは有有限限集集合合ででななくく]]
無無限限集集合合ににつついいててははどどううかかとと言言ええばば（（ちちななみみにに無無限限のの本本質質ははままささにに無無限限集集合合ににああるるののだだ
がが））、、[[ままずず]]  前前者者ののよよううなな[[つつままりり無無限限集集合合をを個個別別的的にに記記述述すするるとといいうう]]  方方法法はは[[当当然然]]あありり
得得なないい。。[[そそここでで]]無無限限集集合合のの一一般般的的記記述述のの出出番番ととななるる訳訳だだがが、、そそのの諸諸要要素素のの「「特特徴徴的的なな性性
質質((cchhaarraakktteerriissttiisscchhee  EEiiggeennsscchhaafftt))」」のの候候補補ととししてて浮浮上上すするるののはは、、原原的的((uurrsspprrüünngglliicchh))性性
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質質とと、、そそのの原原的的性性質質とと原原的的関関係係かからら§§22 でで見見たたややりり方方でで派派生生すするる性性質質ととででああるる。。そそれれららがが
「「挙挙示示可可能能なな((aannggeebbbbaarr))」」諸諸性性質質のの圏圏域域((KKrreeiiss))をを画画定定すするるかかららででああるる。。              ささててそそここ
でで((mmiitthhiinn))[[私私はは次次のの立立場場をを主主張張すするる]]。。  
  
[[11--44--bb]]              {{WWeeyyll のの立立場場  ⇒⇒  集集合合のの立立場場}}  
原原的的性性質質ででああれれ派派生生的的性性質質ででああれれ、、各各性性質質((EEiiggeennsshhaafftteenn))  EE ににはは一一つつのの＜＜集合(E)＞がが対対
応応すするる((eennttsspprreecchheenn))。。            [[そそももそそもも]]「「対対象象 aa はは性性質質 EE をを持持つつ」」とといいうう表表現現
((AAuussddrrüücckk))はは、、別別のの表表現現、、「「[[aa にに]]割割りり当当ててらられれたた((zzuuggeehhöörriigg))、、空空所所をを持持つつ判判断断図図式式 EE((xx))
はは xx==aa でで真真ででああるる」」にに書書きき換換ええらられれるるけけれれどどもも[[§§11]]、、  [[性性質質にに着着目目すするる]]  ここのの表表現現はは、、「「aa
はは集集合合((EE))のの要要素素ででああるる」」とといいううよよううなな、、[[性性質質ででははななくく集集合合にに着着目目すするる]]表表現現とと同同義義
((gglleeiicchhbbeeddeeuuttuunngg))ででああるる。。        [[たただだしし]]二二つつのの性性質質 EE とと EE’’にに同同じじ集集合合((ddiieesseellbbee  
MMeennggee))がが対対応応すするるののはは、、性性質質 EE がが帰帰属属すするるよよううなな（（当当該該ののカカテテゴゴリリーーのの））すすべべててのの対対象象
がが  [[同同時時にに]]  性性質質 EE’’ををももちち、、ままたた逆逆もも成成立立すするるととききにに限限るる。。  
  
[[訳訳者者。。ここのの段段落落ののいいささささかか唐唐突突なな言言辞辞はは、、WWeeyyll ののここここままででのの議議論論かかららのの推推論論、、帰帰結結、、結結論論ででははあありりええなな

いい。。二二つつ先先のの段段落落でで「「立立場場((SSttaannddppuunnkktt))」」とと言言うう言言葉葉がが使使わわれれるるここととかかららわわかかるるよよううにに、、ここのの段段落落のの内内

容容ははむむししろろ WWeeyyll がが採採用用すするる「「集集合合のの立立場場」」のの断断固固たたるる「「宣宣言言」」、、後後出出のの言言葉葉をを借借りりれればば「「外外延延((UUmmffaanngg))」」

主主義義とといいうう立立場場のの断断固固たたるる「「宣宣言言」」とと見見ななけけれればばななららなないい]]。。  

  
[[11--44--cc]]              {{何何がが集集合合のの同同一一性性をを保保証証すするるののかか}}  
[[上上のの段段落落のの最最後後のの文文にに次次ののここととをを言言いい添添ええてておおききたたいい]]。。二二つつのの性性質質のの同同一一性性((IIddeennttiittäätt))
ににおおいいててはは、、（（§§22 のの諸諸原原理理のの援援用用にによよっってて、、原原性性質質たたちちとと原原関関係係たたちち、、並並びびにに個個別別のの指指定定
さされれたた対対象象たたちちかからら、、））ここれれらら二二つつのの性性質質ががどどののよよううにに定定義義((ddeeffiinniieerrtt))さされれてていいるるかかとといい
うう点点がが決決定定的的((eennttsscchheeiiddeenndd))ででああるる。。ここれれにに対対ししてて、、二二つつのの集集合合のの同同一一性性でではは事事情情がが異異なな
りり、、そそここでではは[[前前段段のの最最後後でで見見たたよよううにに]]、、「「一一方方のの集集合合のの要要素素がが他他方方のの集集合合のの要要素素ででももあありり、、
そそのの逆逆もも言言ええるるかかどどううかか」」とといいっったた、、定定義義かからら純純然然たたるる論論理理的的なな仕仕方方だだけけでではは読読みみ取取るるここ
ととのの叶叶わわぬぬ（（ddeerr  aauuss  ddeerr  DDeeffiinniittiioonn  rreeiinn  llooggiisscchh  nniicchhtt  aabbzzuulleesseennddee））、、いいわわばば事事象象側側のの
事事情情((ssaacchhhhaallttiiggee  UUmmssttaanndd))ここそそがが決決定定的的ででああるる。。          ────  ななおお[[ここのの考考ええ方方かからら]]
次次ののここととががささららにに了了解解さされれるる。。[[性性質質ででははななくく集集合合にに依依拠拠すするるここのの方方針針ををととるるなならら]]、、[[11--44--
aa  冒冒頭頭のの]]、、或或るる有有限限集集合合のの個個別別的的なな((iinnddiivviidduuaall))記記述述とと、、[[同同じじ]]そそのの有有限限集集合合のの法法則則的的なな
((ggeesseettzzmmääßßiigg))記記述述のの間間にに[[はは、、たたししかかににそそのの段段落落冒冒頭頭にに述述べべたたよよううなな]]違違いいががああるるににははああるる
がが、、[[集集合合とといいうう]]形形式式かからら見見れればば((ffoorrmmaall  bbeettrraacchhtteett))、、そそのの違違いいはは、、有有限限集集合合のの個個別別的的記記
述述はは[[そそのの同同じじ]]有有限限集集合合のの法法則則的的記記述述のの特特殊殊事事例例((SSoonnddeerrffaallll))  にに過過ぎぎなないい((nnuurr))とといいうう程程
度度のの違違いいにに留留ままるるここととがが了了解解さされれるる。。たたととええばば、、aa,,bb,,cc ををいいまま念念頭頭にに置置いいてていいるるカカテテゴゴリリ
ーーのの三三つつのの対対象象[[つつままりり有有限限集集合合]]だだととすするるとと、、  
                    EE((xx))==JJ((xxaa))++JJ((xxbb))++JJ((xxcc))  
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がが「「aa ままたたはは bb ままたたはは cc ででああるる」」とといいうう派派生生的的性性質質のの、、そそのの判判断断図図式式ににななっってていいるるがが、、ここ
のの派派生生的的＜＜性性質質＞＞ににはは三三つつのの対対象象をを要要素素ととすするる((bbeesstteehheenndd))＜＜集集合合＞＞がが[[ちちゃゃんんとと]]対対応応すす
るるののででああるる。。  
  
[[11--44--dd]]                  {{<<集集合合>>すすななわわちち<<関関数数連連関関>>}}  
ここここでで[[私私がが]]表表明明ししてていいるるののはは、、「「[[集集合合のの]]同同一一性性((IIddeennttiittäätt))」」はは、、定定義義やや意意味味((SSiinnnn))のの類類にに
準準 拠拠 すす るる のの でで はは なな くく 、、 事事 象象 にに 即即 しし たた ((ssaacchhlliicchh)) 妥妥 当当 領領 域域 ((ddeerr  ssaacchhlliicchhee  
GGüüllttiiggkkeeiittssbbeerreeiicchh)) にに 準準 拠拠 すす るる ((mmaaßßggeebbeenndd)) 」」 とと いい うう 立立 場場 ((SSttaannddppuunnkktt)) でで ああ るる 。。            
[[ささてて]]ここのの立立場場はは、、関関係係やや、、関関係係のの判判断断図図式式ににもも拡拡張張すするるここととががででききるる。。どどんんなな性性質質ににもも
そそれれぞぞれれ[[事事象象にに即即ししたた]]集集合合がが対対応応すするるよよううにに、、どどんんなな関関係係ににももそそれれぞぞれれ[[事事象象にに即即ししたた]]
関関数数連連関関((eeiinn  ffuunnkkttiioonnaalleerr  ZZuussaammmmeennhhaanngg))がが対対応応すするる。。他他ににももっっとと簡簡潔潔でで的的確確なな言言葉葉
がが見見つつかかららなないいここととかからら推推すすとと、、そそれれ[[関関数数連連関関]]がが<<関関数数((FFuunnkkttiioonn))、、配配属属((ZZuuoorrddnnuunngg))、、
写写像像((AAbbbbiilldduunngg))>>とといいっったた一一連連のの数数学学的的概概念念のの根根基基((WWuurrzzeell))ををななすすここととははおおののずずかからら
((vvoonn  vvoorrnnhheerreeiinn))明明ららかかででああるる。。          ととはは言言ええ、、[[関関数数連連関関とと言言うう]]代代わわりりにに、、空空所所のの
数数にに配配慮慮ししつつつつ 22,,33,,44・・・・次次元元のの集集合合とと呼呼ぶぶ言言いい方方ももああっってて、、そそののととききににはは、、いいままままでで集集
合合とと呼呼んんででききたたももののはは正正確確ににはは「「一一次次元元集集合合」」とと表表記記さされれるる。。            [[集集合合とと呼呼ぶぶ
かか、、関関数数連連関関とと呼呼ぶぶかか]]どどちちららのの言言葉葉をを選選ぶぶかかにによよっってて、、そそれれにに連連携携すするる表表現現方方式式もも変変わわ
るる。。たたととええばば、、aa,,bb がが二二項項関関係係 RR をを結結ぶぶ場場合合、、「「aa,,bb はは[[RR にに]]対対応応すするる二二次次元元的的集集合合（（RR））
のの要要素素組組  ((EElleemmeenntteennssyysstteemm))ををななすす」」とと言言うう具具合合にに、、[[集集合合のの側側かからら]]表表現現すするるここととももでで
ききるるがが、、「「そそれれららはは関関数数連連関関((RR))をを充充たたすす」」とといいうう具具合合にに[[関関数数連連関関のの側側かからら]]表表現現すするるこことと
だだっっててででききるるののででああるる。。  
  
[[訳訳者者。。ここここかかららししばばららくく抽抽象象的的なな議議論論がが続続くく。。ちちななみみにに要要素素組組((EElleemmeenntteennssyysstteemm))ににつついいててはは  [[11--66--bb]]  

をを参参照照]]。。  

  
[[11--44--ee]]          {{事事物物性性はは空空所所たたちちのの「「順順序序」」をを通通じじてて判判断断にに介介入入すするる}}  
多多次次元元集集合合ににつついいててははももうう一一つつ注注意意すすべべきき重重要要なな点点ががああるる。。UU((xxyy))とと VV((xxyy））をを二二つつのの二二項項
的的判判断断図図式式((bbiinnäärree  UUrrtteeiillsssscchheemmaa))ととすするる。。ささてて、、「「UU  ((aabb))はは成成りり立立つつがが((bbeesstteehheenn))、、VV((aabb))
はは成成りり立立たたなないい、、ああるるいいはは VV((aabb))はは成成りり立立つつがが、、UU((aabb))はは成成りり立立たたなないい」」、、そそんんなな対対象象 xx==aa,,  
yy==bb がが、、所所与与ののカカテテゴゴリリーー内内にに存存在在((eess  ggiibbtt))ししなないいののなならら、、ここれれらら二二つつのの関関係係((RReellaattiioonn))[[すす
ななわわちち関関係係 UU とと関関係係 VV]]ににはは同同じじ関関数数連連関関がが対対応応すするる。。          ささてて二二つつのの判判断断図図式式 UU
とと VV ににつついいてて、、いいまま、、「「  」」内内にに掲掲げげらられれたた要要求求はは、、二二つつのの判判断断図図式式そそれれ自自体体のの間間のの関関係係づづ
けけ((BBeezziieehhuunngg))をを表表現現ししてていいるるののででははななくく、、明明ららかかにに、、そそれれぞぞれれのの空空所所はは一一定定のの仕仕方方でで互互
いいにに完完全全にに重重ねね合合わわせせるるここととががででききるる((mmiitteeiinnaannddeerr  zzuurr  DDeecckkuunngg  ggeebbrraacchhtt))とといいうう、、[[ああ
くくままででもも事事象象にに関関わわるる]]前前提提をを語語っってていいるる。。        ととこころろでで、、一一つつのの判判断断図図式式 UU((xxyy))にに一一
つつのの関関数数連連関関がが、、先先のの要要求求をを満満たたすすよよううなな仕仕方方でで対対応応すするるののなならら、、[[そそれれにに先先立立っってて]]判判断断
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図図式式ににおおいいててはは、、空空所所たたちちがが、、ああららかかじじめめ一一定定のの列列順順序序でで配配列列さされれてていいるるとと想想定定せせざざるるをを
得得なないい。。ここののここととをを「「主主題題配配列列的的((ssuubbjjeekktt--ggeeoorrddnneett))」」とと呼呼ぶぶ。。書書式式のの観観点点かからら、、ここのの順順
序序はは、、簡簡潔潔にに空空所所たたちちをを表表現現すするる活活字字たたちちのの列列のの形形でで（（通通常常のの書書法法にに従従っってて左左かからら右右にに））
示示さされれるるがが、、ここのの取取りり決決めめがが効効力力をを発発揮揮すするるののはは、、主主題題配配列列的的なな二二項項関関係係以以降降ののここととででああ
るる。。対対象象 aa とと bb がが、、別別々々のの((bbeeiiddeenn))判判断断図図式式のの順順序序づづけけらられれたた空空所所にに、、同同じじ列列順順序序でで代代入入
さされれるるとといいううののががそそのの趣趣旨旨ででああるる。。  
  
[[11--44--ff]]                {{  空空所所のの順順序序（（承承前前））}}  
原原的的関関係係ででああろろううがが、、派派生生的的関関係係ででああろろううがが、、[[押押しし並並べべてて]]関関係係のの主主題題配配列列的的なな判判断断図図式式
ににはは、、一一つつのの＜＜関関数数連連関関＞＞がが、、[[そそししてて名名前前ここそそ違違ええ、、中中身身はは同同じじだだがが]]一一つつのの多多次次元元的的集集
合合がが対対応応すするる。。[[そそししてて本本節節第第二二段段落落をを踏踏ままええててここうう言言ええるる]]。。いいまま念念頭頭にに置置いいてていいるるカカテテ
ゴゴリリーーのの或或るる対対象象たたちちがが列列ををななししてていいるるとときき、、（（同同数数のの空空所所をを持持つつ））二二つつのの判判断断図図式式がが関関
数数連連関関をを共共有有すするるののはは、、[[一一方方のの判判断断図図式式にに対対応応すするる]]或或るる関関係係をを有有すするるカカテテゴゴリリーーのの対対象象
たたちち[[のの集集合合]]がが、、列列順順序序をを壊壊ささなないいよよううににししてて、、かかななららずず他他方方のの関関係係ををもも充充たたしし、、ままたたそそ
のの逆逆もも言言ええるるととききでであありり、、ししかかももそそののととききにに限限るる、、とといいううこことと。。  
  
[[11--44--gg]]              {{産産出出のの視視点点のの可可能能性性}}  
ここうういいうう事事情情をを踏踏ままええれればば、、§§22 にに示示ししたた[[判判断断ににままつつわわるる]]一一連連のの原原理理はは、、[[判判断断ななららぬぬ]]一一
次次元元ななららびびにに多多次次元元のの集集合合のの「「産産出出((EErrzzeeuugguunngg))」」をを統統括括すするる原原理理にに変変身身すするる。。否否定定（（原原
理理 11））ににはは集集合合のの圏圏域域でではは補補集集合合((KKoommpplleemmeenntt))のの構構成成がが対対応応しし、、原原理理 33 とと原原理理 44 かかららはは
二二つつのの集集合合のの交交差差((DDuurrcchhsscchhnniitttt))とと和和((SSuummmmee))がが生生じじるる。。たたととええばば、、33 項項関関係係 UU((xxyyzz))ににおお
いいてて、、zz にに所所与与のの対対象象 aa  をを代代入入すするるとと、、そそれれにに対対応応すするる 33 次次元元集集合合かからら断断面面 xx==aa がが生生じじ
るるがが、、そそれれはは 22 次次元元集集合合ににななっってていいるる。。原原理理 66 をを解解析析幾幾何何学学にに倣倣っってて射射映映((PPrroojjeekkttiioonn))原原
理理とと呼呼ぶぶ手手ももああろろうう。。  
  
[[11--44--hh]]          {{<<直直観観的的  ((aannsscchhaauulliicchh))  対対象象>>とと<<観観念念的的  ((iiddeeaall))  対対象象>>}}  
一一次次元元集集合合ででああれれ多多次次元元集集合合ででああれれ、、そそれれはは、、原原的的((uurrsspprrüünngglliicchh))にに与与ええらられれるる対対象象領領域域
のの上上にに((üübbeerr  ddeemm  uurrsspprrüünngglliicchh  ggeeggeebbeenneenn  GGeeggeennssttaannddbbeerreeiicchh))、、[[そそししててここここままででのの論論
述述をを踏踏ままええれればば、、直直観観((AAnnsscchhaauuuunngg))にに与与ええらられれるる対対象象領領域域のの上上にに]]、、観観念念的的対対象象たたちちかからら
ななるる派派生生的的なな集集合合((eeiinn  aabbggeelleeiitteetteess  SSyysstteemm  iiddeeaalleerr  GGeeggeennssttäännddee))をを構構築築ししてていいるる。。原原的的
なな集集合合かからら[[観観念念的的対対象象のの派派生生的的]]集集合合がが成成立立すするる((eennttsstteehheenn))ここのの過過程程をを、、私私はは数数学学的的過過程程
((mmaatthheemmaattiisscchheenn  PPrroozzeeßß))とと呼呼ぶぶ。。                ここののよよううなな概概念念形形成成((BBeeggrriiffffssbbiilldduunngg))ここそそがが
数数学学的的思思考考((mmaatthheemmaattiisscchhee  DDeennkkwweeiissee))のの際際立立っったた特特徴徴ででああるるここととをを、、私私はは心心底底疑疑わわなな
いい。。ここれれららのの対対象象たたちち、、そそししてて[[ここれれららのの対対象象たたちちのの]]新新ししいい集集合合((MMeennggeenn))がが、、原原的的なな対対象象
ななりり集集合合ななりりとと、、徹徹頭頭徹徹尾尾、、性性格格をを異異ににすするるここととにに疑疑問問のの余余地地ははなないい。。そそれれららはは[[原原的的なな対対
象象ななりり集集合合ななりりととはは]]ままっったたくく別別のの[[観観念念的的なな((iiddeeaall))]]存存在在テテリリトトリリーー((EExxiizzsseennzzsspphhäärree))にに
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属属すすののででああるる。。  
  

[[訳訳者者ココメメンントト II]]    目目次次にに掲掲げげらられれたた「「概概念念形形成成((BBeeggrriiffffssbbiilldduunngg))」」とといいうう語語句句がが、、ここここでで初初めめてて本本文文にに

登登場場ししてていいるる。。ここののここととはは、、ここのの箇箇所所でで数数学学的的概概念念形形成成のの理理論論ががワワンンククーールル終終了了ししたたここととをを告告げげてていいるる。。

[[11--44--jj]]のの冒冒頭頭のの文文章章ををみみよよ。。  

[[訳訳者者ココメメンントト IIII  ]]    ここのの段段落落でで、、WWeeyyll がが SSyysstteemm  とといいうう言言葉葉でで集集合合  ((MMeennggee))をを表表現現ししてていいるるここととにに注注

意意せせよよ。。「「数数学学的的過過程程」」ににつついいててはは、、[[11--66--aa]]もも参参照照。。  

[[訳訳者者ココメメンントト IIIIII]]    WWeeyyll のの言言うう「「数数学学的的過過程程」」はは、、一一般般にに「「集集合合化化のの意意識識」」とと総総括括すするるここととががででききるる。。

そそれれににはは二二種種類類ああっってて、、ここここにに言言うう「「原原的的なな集集合合かからら派派生生的的集集合合がが成成立立すするる過過程程」」ががそそのの一一つつででああるるがが、、

WWeeyyll ははももうう一一つつ、、いいわわばば水水平平的的にに、、「「原原的的関関係係にに一一次次元元集集合合をを、、派派生生的的関関係係にに多多次次元元的的集集合合をを対対応応ささせせ

るる過過程程」」もも、、数数学学的的過過程程とと呼呼んんででいいるる((§§66 のの段段落落 11、、ここのの§§44 のの段段落落 22 とと段段落落 66 とと段段落落 77))]]。。要要すするるにに数数

学学的的過過程程ととはは「「集集合合化化意意識識一一般般」」ののここととななののだだろろうう]]。。  

  
[[11--44--ii]]              {{古古代代のの連連続続問問題題、、1199 世世紀紀のの連連続続問問題題}}  
[[話話をを本本筋筋にに戻戻そそうう。。すすででにに見見たたよよううにに]]、、無無限限集集合合をを記記述述((bbeesscchhrreeiibbeenn))ししよよううとと企企ててたた途途
端端にに、、そそのの集集合合のの要要素素たたちちのの特特徴徴ををななすす((cchhaarraakktteerriissttiisscchh))  諸諸性性質質をを挙挙示示((AAnnggaabbee))すするる羽羽
目目ににななるる。。無無数数にに多多くくののももののたたちち((uunneennddlliicchh  vviieellee  DDiinnggee))のの間間にに配配属属関関係係((ZZuuoorrddnnuunngg))をを
樹樹立立ししよよううとと企企ててたた途途端端にに、、関関係係づづけけらられれるる対対象象たたちちをを互互いいにに連連結結すするる関関係係((RReellaattiioonn))をを、、
すすななわわちち法法則則((GGeesseettzz))をを挙挙示示すするる羽羽目目ににななるる。。                [[ととこころろがが性性質質をを挙挙示示ししたた
りり、、法法則則をを挙挙示示ししよよううととすするるとと]]、、  気気ままぐぐれれなな際際限限ななきき無無数数のの個個々々のの収収集集行行為為((WWaahhllaakktt))
にによよっってて、、かかきき集集めめらられれ((zzuussaammmmeennggeebbrraacchhtt))、、つつななぎぎ合合わわさされれ((kkoolllliiggiieerrtt))、、最最後後にに意意識識
のの手手でで全全体体((GGaannzz))へへとと取取りりままととめめらられれたた((üübbeerrbblliicckktt))、、そそんんなな「「収収集集結結果果((VVeerrssaammmmlluunngg))」」
ととししてて無無限限集集合合ををイイメメーージジすするるここととににななりりかかねねなないいがが、、そそれれはは愚愚かかななここととででああるる。。ななぜぜなな
らら無無限限((ddaass  UUnneennddlliicchhee))のの本本質質ににはは「「無無尽尽蔵蔵((UUnneerrsscchhööppfflliicchhkkeeiitt))」」がが潜潜んんででいいるるかかららでで
ああるる。。                そそここでで私私ははここうう考考ええたたいい。。「「性性質質」」かからら「「（（そそのの性性質質をを所所有有すするる物物たたちちのの））
集集合合」」にに[[視視点点をを]]移移動動（（ÜÜbbeerrggaanngg））ししててははどどううだだろろううかか。。そそれれはは畢畢竟竟、、ああかかららささままなな論論理理
的的((rreeiinn  llooggiisscchh))なな視視点点をを捨捨てて、、事事物物のの視視点点((ssaacchhlliicchheess  SSttaannddppuunnkktt))にに立立ててとといいううここととでで
ああるる。。すすななわわちち論論理理的的なな意意味味同同等等性性((SSiinnnneessgglleeiicchhhheeiitt))ででははななくく、、事事物物側側のの一一致致((ssaacchhlliicchhee  
ÜÜbbeerreeiinnssttiimmmmuunngg))にに準準拠拠((mmaaßßggeebbeenndd))せせよよとといいううこことと、、つつままりり事事物物認認識識ににののみみ根根拠拠
（（GGrruunndd））をを置置くく一一致致（（論論理理学学者者のの言言うう「「外外延延((UUmmffaanngg))」」ににおおけけるる一一致致））にに準準拠拠せせよよとといい
ううここととででああるる。。                      私私がが、、デディィリリククレレ以以来来、、解解析析学学ににおおいいてて標標準準的的ととななっってていいるる、、
そそししてて昨昨今今のの流流通通すするる集集合合概概念念がが示示しし合合わわせせたたよよううにに((gglleeiicchhaarrttiigg))同同調調すするる((zzuurr  SSeeiittee  
ttrreetteenn))、、ここののううええななくく曖曖昧昧ななああのの関関数数概概念念にに対対ししてて、、いいまま定定式式化化ししたたここのの厳厳密密なな集集合合概概念念
とと関関数数概概念念ををももっってて抗抗おおううととししてていいるるののはは、、そそうういいうう趣趣旨旨ででああるる。。            ────  数数学学
とといいうう構構造造体体のの主主要要部部分分、、すすななわわちち初初等等幾幾何何学学、、算算術術、、有有理理代代数数にに特特段段のの不不都都合合はは認認めめらら
れれなないいがが  ((iinn  gguutteemm  SSttaanndd))、、解解析析学学とと集集合合論論  ((MMeennggeennlleehhrree))ははそそううででははなないい((例例ええばば§§66
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をを参参照照))。。[[たたししかかにに]]  1199 世世紀紀がが古古典典解解析析学学ののエエレレメメンンタタ((GGrruunnddllaaggeenn))にに加加ええたた周周知知のの批批判判
はは正正当当でであありり、、何何人人ももそそれれにに抗抗ううここととははででききなないいしし、、ここのの批批判判がが思思考考のの厳厳密密性性（（SSttrreennggee））
にに驚驚くくべべきき進進捗捗ををももたたららししたたこことともも間間違違いいなないい。。ししかかしし我我々々がが古古代代人人((AAllttee))のの顰顰にに倣倣いい((aann  
ddiiee  SStteellllee))、、同同じじ[[解解析析学学のの諸諸基基礎礎をを与与ええるるとといいうう]]課課題題ににつついいてて具具体体的的にに挙挙げげたた成成果果とといい
ええばば、、究究極極原原理理((lleettzzttee  PPrriinnzziippiieenn))をを注注視視すするる限限りり、、そそれれはは古古代代人人ののそそれれにに比比べべてて明明晰晰をを
欠欠きき、、抗抗弁弁のの余余地地をを残残すす体体ももののででああるる。。            ────  現現代代のの批批判判的的((kkrriittiisscchh))研研究究のの成成果果
のの大大部部分分がが、、解解析析学学のの最最終終的的基基底底づづけけ((eennddggüüllttiiggee  FFuunnddiieerruunngg))ののたためめのの部部材材((BBaauuzzeeuugg))とと
ししてて、、新新たたにに再再利利用用((vveerrwweetteenn))さされれるるここととをを疑疑ううももののででははなないい。。ししかかしし、、現現状状をを見見るるににつつ
けけててもも、、次次ののここととはは言言っってておおかかななけけれればばななららなないい。。ピピタタゴゴララスス派派にによよるる無無理理数数のの発発見見以以来来、、
懸懸案案ととななっってていいるる大大ききなな課課題題、、すすななわわちち我我々々にに直直接接にに、、（（いいわわばば流流れれゆゆくく((fflliieeßßeennddee))時時間間
とと運運動動とといいうう仕仕方方でで））直直観観的的にに((aannsscchhaauulliicchh))与与ええらられれるる連連続続ななるるもものの((ddaass  SStteettiiggee))をを、、
「「厳厳密密なな((eexxaakktt))」」認認識識のの姿姿にに定定式式可可能能なな内内容容((GGeehhaalltt))ににおおいいてて、、ししかかもも離離散散的的なな「「諸諸階階梯梯」」
((ddiisskkrreettee  SSttaaddiiuumm))のの総総体体ととししてて数数学学的的にに把把握握すするるとといいううここのの課課題題はは、、デデデデキキンントト、、カカンン
トトーールル、、ワワイイエエルルシシュュトトララススのの努努力力ににもも関関わわららずず、、依依然然ととししてて解解決決をを見見てていいなないいののででああるる。。          
どどんんなな規規約約((FFeessttsseettzzuunnggeenn))もも多多かかれれ少少ななかかれれ恣恣意意的的ななももののでであありり、、そそれれををややりりくくりりししたた
ととこころろでで何何のの役役ににもも立立たたなないい（（[[EE・・ママッッハハのの]]「「思思考考経経済済」」ででああろろううがが、、「「有有効効規規約約」」ででああ
ろろううがが））。。我我々々がが追追ううべべききはは、、事事柄柄のの洞洞見見((SSaacchheeiinnssiicchhtt))にに立立脚脚すするる  [[FFiicchhttee 的的なな]]  解解決決のの
道道ででななけけれればばななららなないい。。たただだ私私がが提提起起ししたた集集合合とと関関数数のの概概念念がが、、解解析析とと集集合合論論ののエエレレメメンン
タタ((GGrruunnddllaaggeenn))ににどどうう反反映映さされれるるののかか、、ここのの点点ににつついいててははななおお幾幾許許かかのの考考察察がが必必要要とと思思
わわれれるる。。  
  
[[訳訳者者。。““EEiinnssiicchhtt””はは哲哲学学者者 FFiicchhttee のの好好むむ言言葉葉ででああるる。。]]  

  
[[11--44--jj]]            {{WWeeyyll はは CCaannttoorr のの超超限限集集合合論論をを採採ららなないい}}  
導導入入ととししててのの一一般般論論ははここれれでで終終わわりりににししよようう((SSoovviieell  iimm  aallllggeemmeeiinneenn  vvoorrwweegg))。。[[ささてて]]
我我々々はは[[抽抽象象的的なな演演算算領領域域ででははななくく]]、、特特定定のの演演算算領領域域((bbeessttiimmmmttee  OOppeerraattiioonnssbbeerreeiicchh))かか
らら出出発発ししななけけれればばななららなないい。。[[ななぜぜなならら]]、、実実在在すするる((eexxiissttiieerreenndd))集集合合とと[[実実在在すするる]]配配属属作作用用
((ZZuuoorrddnnuunnggeenn))はは、、[[我我々々がが準準拠拠ししよよううとと心心にに誓誓っったたああのの]]、、事事物物にに即即ししたた連連関関((ssaacchhlliicchhee  
ZZuussaammmmeennhhäännggee))  にによよっってて限限定定さされれてていいるるかかららででああるる。。[[たたししかかにに]]そそのの連連関関はは、、連連関関がが
依依っってて立立つつ原原性性質質たたちちとと原原関関係係たたちち((RReellaattiioonneenn))をを使使っってて[[飽飽くくままででもも判判断断ととししてて]]表表現現ささ
れれるる((aauussddrrüücckkbbaarr))ののだだがが、、[[ししかかしし]]そそのの[[表表現現さされれるる当当のの]]連連関関[[自自体体]]はは所所与与ののカカテテゴゴリリーー
のの対対象象のの間間にに[[いいわわばば事事物物的的にに]]存存在在ししてていいるる((bbeesstteehheenn))ののででああるる。。          ささててそそううすするる
とと、、一一般般集集合合論論((aallllggeemmeeiinnee  MMeennggeennlleehhrree))のの可可能能性性ははささてておおきき((uunnbbeesscchhaaddeett  ddeerr  
MMöögglliicchhkkeeiitt  eeiinneerr  aallllggeemmeeiinneenn  MMeennggeennlleehhrree))  、、すすべべててのの演演算算領領域域にに等等ししくく妥妥当当すするるよよ
ううなな、、[[つつままりり事事物物かかららままっったたくく独独立立とといいうう意意味味でで]]普普遍遍性性をを持持つつカカンントトーールル流流のの「「無無限限のの
基基数数とと順順序序数数のの階階梯梯((SSkkaallaa  uunneennddlliicchheerr--  KKaarrddiinnaall--  uunndd  OOrrddiinnaallzzaahhlleenn))」」ははあありり得得ままいい。。
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[[だだががそそううななるるとと]]集集合合論論にによよっってて埋埋めめらられれたたかかにに見見ええたた有有限限とと無無限限のの間間のの深深淵淵((AAbbggrruunndd))
はは、、再再びび口口をを深深くく開開きき始始めめたたよよううにに見見ええるる。。            デデデデキキンントトがが著著作作『『数数ととはは何何かか』』
でで提提示示ししたた自自然然数数のの集集合合論論的的処処理理はは、、数数学学のの体体系系化化にに関関心心をを持持つつ向向ききににはは有有意意義義ででははああろろ
ううがが○○1111、、ししかかししだだかかららとと言言っってて、、我我々々がが集集合合論論のの基基礎礎概概念念((GGrruunnddbbeeggrriiffffee))をを構構築築すするるとと
きき、、[[そそのの基基礎礎概概念念にに]]先先んんじじてて((bbeerreeiittss))、、反反復復のの直直観観((AAnnsscchhaauuuunngg  ddeerr  IItteerraattiioonn))とと自自然然
数数列列のの直直観観にに立立脚脚ししてていいななけけれればばななららなないい、、とといいうう事事実実にに眼眼をを塞塞ぐぐここととはは許許さされれなないいののでで
ああるる。。  
  
[[訳訳者者。。ここのの最最後後ののくくだだりりはは WWeeyyll 流流のの直直観観主主義義とと見見るるここととががででききるる。。ここのの数数年年後後、、BBrroouuwweerr  へへのの接接近近とと

離離反反ががややっっててくくるる。。ととこころろでで、、ここのの§§44 以以降降((そそししてておおそそららくく§§77 ままでで))のの議議論論がが暫暫定定的的なな議議論論ででああるるここととにに

注注意意せせよよ。。ななぜぜなならら§§88 のの段段落落 22 でで WWeeyyll ははここうう書書くくかかららででああるる。。「「§§44 以以降降はは暫暫定定的的なな内内容容ななののでで全全部部をを

[[旧旧版版ととししてて]]破破棄棄しし、、ああららたためめてて関関係係構構成成のの諸諸原原理理のの最最終終版版ををおお示示ししすするる」」とと]]。。  

  
  
  
  

§§55..  自自然然数数  リリシシャャーールルのの二二律律背背反反  
  
[[11--55--aa]]              {{自自然然数数はは既既にに「「観観念念的的((iiddeeaall))」」なな存存在在ででああるる}}  
自自然然数数((nnaattüürrlliicchhee  ZZaahhlleenn))とと[[普普通通]]呼呼びび習習わわさされれてていいるる[[ああのの]]カカテテゴゴリリーーはは、、[[ああるる意意味味でで]]
観観念念的的なな((iiddeeaall))対対象象ののカカテテゴゴリリーーななののででああっってて、、ここここままでで準準備備ししててききたた一一連連のの考考察察ががここのの
自自然然数数にに適適用用ででききるるののももままささににそそれれがが観観念念的的対対象象だだかかららででああるる((WWiirr  kköönnnneenn  uunnsseerree  
AAuussffüühhrruunngg  iinnssbbeessoonnddeerree  aannwweennddeenn  aauuff  jjeennee  KKaatteeggoorriiee  iiddeeaalleerr  GGeeggeennssttäännddee,,ddiiee  
wwiirr  nnaattüürrlliicchhee  ZZaahhlleenn  nneennnneenn))。。[[実実際際]]  ここのの[[自自然然数数とといいうう]]カカテテゴゴリリーーはは、、二二つつのの自自然然
数数 xx,,yy のの間間にに成成りり立立つつ((bbeesstteehheenn))、、<<yy はは xx にに直直接接にに後後続続すするる((nnääcchhssttffoollggeenn))>>とといいうう原原関関
係係づづけけ F((xxyy))にに立立脚脚すするるかかららででああるる。。たただだしし[[ここのの場場合合のの]]原原関関係係づづけけはは、、直直接接的的にに呈呈示示的的なな
意意 味味 ((SSiinnnn)) をを 持持 つつ 単単 一一 のの 原原 関関 係係 づづ けけ   ((eeiinnzziiggee,,iihhrreemm  SSiinnnn  nnaacchh  uunnmmiitttteellbbaarr  
aauuffzzuuwweeiisseennddee  UUrrbbeezziieehhuunngg))ででああるるここととにに留留意意さされれたたいい。。            ささてて、、ここのの原原関関
係係づづけけにに認認めめらられれるる単単純純なな諸諸事事実実((ddiiee  eeiinnffaacchheenn  TTaattssaacchheenn))はは、、以以下下のの通通りりででああるる。。まま
ずず、、どどのの数数 xx にに対対ししててもも、、そそれれととのの間間にに F((xxyy))がが成成りり立立つつよよううなな、、一一つつそそししててたただだ一一つつのの
yy がが存存在在すするる。。[[ささららにに]]どどんんなな数数ににもも直直接接にに後後続続ししなないいよよううなな、、一一つつそそししててたただだ一一つつのの数数
11 がが存存在在すするる。。たただだしし、、11 以以外外のの数数ににつついいててなならら、、そそれれがが直直接接にに後後続続すするるよよううなな[[別別のの]]数数
がが、、一一つつそそししててたただだ一一つつ存存在在すするる。。最最後後にに、、11 かからら出出発発しし、、各各数数かかららそそれれにに直直接接後後続続すするる
数数にに進進むむここととにによよっってて、、最最終終的的ににはは任任意意のの数数にに到到達達すするるここととががででききるる。。例例のの重重要要なな完完全全帰帰
納納推推論論((SScchhlluußß  ddeerr  vvoollllssttäännddiiggeenn  IInndduukkttiioonn))ははここのの事事情情にに依依拠拠ししてていいるる。。  
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[[訳訳者者。。冒冒頭頭のの<<観観念念的的((iiddeeaall))＞＞とといいうう言言葉葉にに注注意意せせよよ。。自自然然数数もも、、見見方方にによよっっててはは（（つつままりり潜潜在在的的ににはは））、、

すすででにに数数学学的的過過程程をを踏踏ままええたた一一個個のの観観念念的的存存在在ななののだだとと。。]]  

  
[[11--55--bb]]                    {{純純粋粋自自然然数数論論}}  
[[ささてて]]数数学学ののああららゆゆるる分分野野((DDiisszziipplliinn))ににはは次次のの特特性性がが[[ああままねねくく]]認認めめらられれるる。。すすななわわちち、、11))  
どどのの分分野野もも、、本本書書がが当当初初かからら前前提提ししててききたた演演算算領領域域((OOppeerraattiioonnssbbeerreeiicchh))にに立立脚脚ししてていいるる
こことと((zzuuggrruunnddee  lliieeggeenn))、、22))ここのの演演算算領領域域ににはは、、自自然然数数とと、、自自然然数数をを[[相相互互にに]]連連結結すするる関関係係
づづけけ((BBeezziieehhuunngg))  F がが、、かかななららずず紐紐付付けけらられれてていいるるこことと((aassssoozziiiieerrtt))、、33))  ししかかもも[[自自然然数数とと
そそれれをを連連結結すするる関関係係づづけけのの]]ここのの組組みみ合合わわせせかかららななるる((kkoommbbiinniieerrtt))演演算算領領域域ののううええにに、、おお
望望みみととああららばば((eevv..))、、数数学学的的過過程程をを任任意意回回((bbeelliieebbiigg  oofftt))反反復復すするるここととにによよりり、、集集合合のの姿姿ををとと
るるににせせよよ、、関関数数連連関関のの姿姿ををととるるににせせよよ、、新新ししいい((nneeuu))観観念念的的諸諸対対象象((iiddeeaallee  GGeeggeennssttäännddee))
のの国国((RReeiicchh))をを打打ちち建建ててるるここととががででききるるとといいううこことと。。          [[ささてて]]  数数学学的的分分野野のの輓輓近近
のの発発展展ももああっっててかか、、人人々々はは、、数数学学をを<<数数とと空空間間にに関関すするる教教説説>>ととすするる旧旧来来のの理理解解でではは狭狭ききにに
過過ぎぎるるののででははなないいかか、、とといいうう疑疑念念をを抱抱きき始始めめてていいるる。。ししかかしし純純粋粋幾幾何何学学、、位位置置解解析析
((AAnnaallyyssiiss  ssiittuuss))、、群群論論等等々々とといいっったた[[新新ししいい]]分分野野ででささええ、、[[むむししろろ]]そそここでで扱扱わわれれるる対対象象にに
自自然然数数がが初初めめかからら((vvoonn  vvoorrnnhheerreeiinn))関関係係づづけけらられれてていいるる((iinn  BBeezziieehhuunngg  bbrriinnggeenn))  ここととにに
疑疑問問のの余余地地ははなないい。。そそここでで私私ははここここかからら先先、、次次ののよよううにに前前提提すするる((vvoorraauusssseettzzeenn))。。すすななわわ
ちち、、一一つつのの対対象象カカテテゴゴリリーーにに立立脚脚すするるににせせよよ、、複複数数のの対対象象カカテテゴゴリリーーにに立立脚脚すするるににせせよよ、、
以以下下のの研研究究でではは、、ここれれららのの対対象象カカテテゴゴリリーーはは畢畢竟竟、、自自然然数数のの対対象象カカテテゴゴリリーーななののだだ、、とと。。
[[ななおお]]ここここでで私私はは、、[[組組みみ合合わわせせかかららななるる]]複複合合的的領領域域ににつついいててもも、、§§11 ででししたた注注意意をを、、すすなな
わわちち原原的的なな関関係係((RReellaattiioonn))ででああれれ派派生生的的なな関関係係ででああれれ、、関関係係のの判判断断図図式式ののすすべべててのの空空所所はは、、
ああままねねくく、、そそれれにに固固有有なな特特定定のの対対象象カカテテゴゴリリーーにに関関与与的的((bbeezzooggeenn))ででああるる、、とといいうう注注意意をを
繰繰りり返返ししてておおくく。。          ¾¾¾¾ささてて  基基礎礎にに置置かかれれるる演演算算領領域域がが、、本本節節[[§§55]]のの冒冒頭頭でで説説
明明ししたた自自然然数数のの演演算算領領域域だだけけでであありり、、そそれれにに何何一一つつ付付けけ加加ええるる必必要要ががなないいののなならら、、そそののとと
きき我我々々はは純純粋粋数数論論((rreeiinnee  ZZaahhlleennlleehhrree))をを、、ししかかもも数数学学のの核核心心((KKeerrnnssttüücckk))  ととししててのの純純粋粋数数
論論をを手手ににししてていいるる。。純純粋粋数数論論のの一一連連のの概概念念とと事事実実がが、、すすべべててのの数数学学部部門門ににおおいいてて枢枢要要なな役役
割割をを果果たたすすここととにに疑疑問問のの余余地地ははなないい。。  
  
[[11--55--cc]]                        {{反反復復とと再再帰帰}}  
[[ここののよよううにに]]自自然然数数たたちちがが演演算算領領域域にに組組みみ込込ままれれたたここととにによよっってて、、§§22 でで挙挙げげたた一一連連のの定定
義義((DDeeffiinniittiioonnsspprriinnzziippiieenn))にに、、数数学学以以外外でではは眼眼ににししなないい((ssppeezziiffiisscchh  mmaatthheemmaattiisscchh))  或或るる
重重要要なな原原理理がが新新たたにに参参入入すするる。。反反復復原原理理((PPrriinnzziipp  ddeerr  IItteerraattiioonn))、、つつままりり＜＜完完全全帰帰納納法法にに
よよるる定定義義＞＞のの原原理理ががそそれれででああるる。。或或るる演演算算領領域域がが基基礎礎にに置置かかれれててははいいるるがが、、そそれれがが自自然然
数数ででなないいカカテテゴゴリリーーのの領領域域ででああるる場場合合ががああるる。。そそののとときき、、ここのの演演算算領領域域のの対対象象たたちちをを自自
然然数数にに結結びびつつけけてて((VVeerrbbiinndduunngg))くくれれるるののがが、、ここのの[[反反復復]]原原理理ななののででああるる。。純純粋粋数数論論でで、、
たたととええばば F かからら基基本本的的なな算算術術的的関関係係、、  
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mm<<nn    ｜｜  mm++nn==pp  ｜｜    mm・・nn==pp   

  
がが導導けけるるたためめににはは、、ここのの反反復復原原理理がが必必要要ででああるる（（第第二二章章、、§§11 をを参参照照さされれたたいい））。。ままたた幾幾
何何学学ののエエレレメメンンタタ((GGrruunnddllaaggeenn))のの場場合合、、そそここにに反反復復原原理理をを持持ちち込込むむののはは測測定定((MMeesssseenn))をを
根根拠拠づづけけるる((BBeeggrrüünndduunngg))たためめででああるる。。測測定定ととはは、、或或るる三三つつののベベククトトルル  𝔞𝔞, 𝔟𝔟, 𝔠𝔠 のの関関係係	
𝔞𝔞+ 𝔟𝔟= 𝔠𝔠	 かからら、、関関係係 nn𝔞𝔞  ==𝔟𝔟（（nn はは任任意意のの自自然然数数））をを導導くくここととででああるる。。最最初初のの関関係係	 𝔞𝔞+ 
𝔟𝔟= 𝔠𝔠ををσσ((	𝔞𝔞	𝔟𝔟	𝔠𝔠  ))、、二二つつ目目のの関関係係（（nn はは任任意意のの自自然然数数））をを MM((𝔞𝔞	𝔟𝔟	nn))ととおおくくとと、、以以下下のの手手順順
にに従従っってて後後者者  [[MM((𝔞𝔞	𝔟𝔟	nn))]]  をを前前者者  [[σσ((	𝔞𝔞	𝔟𝔟	𝔠𝔠  ))]]  にに再再帰帰的的にに((rreekkuurrssiivv))帰帰着着ささせせるるここととががでで
ききるる。。すすななわわちち、、  
MM((11))はは「「𝔞𝔞  ==𝔟𝔟」」、、つつままりり JJ((𝔞𝔞𝔞𝔞))をを意意味味しし、、  
MM((𝔞𝔞,	𝔟𝔟,	nn++11))はは、、「「MM((𝔞𝔞	𝔵𝔵	nn))・・σσ((𝔞𝔞  𝔵𝔵	𝔟𝔟	))  がが成成りり立立つつよよううなな、、ベベククトトルル𝔵𝔵がが存存在在すするる」」をを意意
味味すするる、、とといいうう具具合合にに。。ななおお、、ここここでで新新たたにに参参入入すするる反反復復原原理理のの一一般般的的定定式式化化はは§§77 にに譲譲
ららざざるるをを得得なないい。。 

  
[[11--55--dd]]    {{<<リリシシャャーールルのの二二律律背背反反>>のの吟吟味味とと<<カカンントトーールルのの対対角角線線論論法法>>のの吟吟味味}}  
周周知知ののよよううににリリシシャャーールルのの二二律律背背反反((RRiicchhaarrddsscchheenn  AAnnttiinnoommiiee))ははカカンントトーールルのの可可算算
((AAbbzzäähhllbbaarrkkeeiitt))のの概概念念にに起起因因すするるがが、、そそのの[[可可算算性性]]概概念念はは自自然然数数列列にに依依存存ししてていいるる。。[[しし
たたががっってて、、自自然然数数領領域域のの上上にに数数学学的的概概念念をを構構築築すするるとと腹腹をを決決めめたた以以上上、、ここのの二二律律背背反反をを瞥瞥
見見ししてておおくくここととはは時時宜宜にに適適っってていいるる]]。。          一一般般ににここのの二二律律背背反反はは次次ののよよううにに説説明明
さされれるる。。「「[[そそももそそもも]]有有限限個個のの活活字字たたちち((BBuucchhssttaabbeenn))のの可可能能なな組組みみ合合わわせせ((KKoommbbiinnaattiioonn))
はは可可算算集集合合をを形形成成すするる。。ととこころろがが各各実実数数はは[[そそれれぞぞれれ]]有有限限個個のの言言葉葉((WWoorrttee))でで定定義義
((ddeeffiinniieerreenn))ででききるるははずずででああるる。。そそううすするるとと実実数数ももままたた可可算算個個ししかか((nnuurr  aabbzzäähhllbbaarr  vviieell))存存
在在ししなないいここととににななるるがが、、そそれれははカカンントトーールルのの古古典典的的定定理理ととそそのの証証明明にに矛矛盾盾すするるののででははなないい
かか、、とと。。          ささててここのの二二律律背背反反をを吟吟味味すするるたためめにに、、[[私私ははままずず]]「「実実数数」」のの概概念念をを「「自自
然然数数たたちちのの[[或或るる]]集集合合((MMeennggee  nnaattüürrlliicchheerr  ZZaahhlleenn))」」とといいうう概概念念にに置置きき換換ええ、、ささららにに立立脚脚
すすべべきき((zzuuggrruunnddee  lleeggeenn))演演算算領領域域ととししてて、、自自然然数数たたちちととそそののたただだ一一つつのの原原的的関関係係 F をを採採用用
すするるここととににすするる。。        ととこころろでで、、自自然然数数ははどどれれももここれれもも個個体体((IInnddiivviidduuuumm))ななののだだかからら、、
[[件件のの演演算算領領域域でで]]派派生生的的性性質質とと派派生生的的関関係係をを構構築築すするる場場合合、、[[所所与与のの対対象象のの充充填填にに関関わわるる]]§§
22 のの原原理理 55 ははままっったたくく無無視視ししてて差差しし支支ええなないい。。そそここでで[[そそのの原原理理 55 のの]]代代わわりりにに、、ままだだ定定式式
化化はは済済んんででははいいなないいけけれれどどもも、、[[前前述述のの]]反反復復原原理理ををここのの演演算算領領域域にに追追加加すするるとと、、次次ののよようう
なな確確認認にに至至るるだだろろうう。。            すすななわわちち、、[[§§11--22--aa のの六六つつのの原原理理ににつついいてて、、ししかかももそそ
のの 55 番番目目をを反反復復原原理理にに置置きき換換ええたた演演算算領領域域ににおおいいてて]]、、  派派生生的的性性質質とと派派生生的的関関係係にに対対応応すす
るる判判断断図図式式たたちちがが産産出出さされれるる訳訳だだがが、、ここのの「「産産出出過過程程((EErrzzeeuugguunnggsspprroozzeeßß))」」をを[[仔仔細細にに]]見見
るるとと、、そそここににはは、、＜＜判判断断図図式式そそののももののたたちちをを「「可可算算なな((aabbggeezzäähhlltt))」」列列((RReeiihhee))のの形形でで順順序序
づづけけるる((oorrddnneenn))規規則則((rreeggeellnn))＞＞がが働働いいてていいるるここととをを確確認認すするるここととががででききるる((EEss  iisstt  ddaannnn  
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ggeewwiißß,,ddaaßß  ssiicchh  ddeerr  EErrzzeeuugguunnggsspprroozzeeßß  ddeerr  UUrrtteeiillsssscchheemmaattaa  ddeerr  aabbggeelleeiitteetteenn  
EEiiggeennsscchhaafftteenn  uunndd  RReellaattiioonneenn  ssoo  rreeggeellnn  llääßßtt,,  ddaaßß  ddiieessee  ddaabbeeii  iinn  eeiinnee  aabbggeezzäähhllttee  
RReeiihhee  ggeeoorrddnneett  wweerrddeenn..))。。            ささてて§§44 にによよれればば、、産産出出さされれるる[[或或るる]]性性質質ににはは一一
次次元元のの[[或或るる]]数数集集合合((eeiinnddiimmeennssiioonnaallee  ZZaahhllmmeennggee))がが[[そそれれぞぞれれ]]対対応応すするる筈筈だだっったたかからら、、
そそれれととままっったたくく同同じじ意意味味合合いいににおおいいてて、、上上述述のの[[産産出出]]過過程程をを通通じじてて、、自自然然数数たたちちののああららゆゆ
るる可可能能なな集集合合たたちちがが、、ここれれままたた((aauucchh))、、可可算算列列((aabbggeezzäähhllttee  RReeiihhee))のの形形でで順順序序づづけけらられれるる
ここととににななっっててししままうう。。私私ににはは、、ここれれここそそががリリシシャャーールルのの二二律律背背反反のの核核心心部部分分((rriicchhttiiggee  
KKeerrnn))ででああるるよよううにに思思わわれれるる。。私私はは[[いいまま]]、、産産出出原原理理をを援援用用ししななががらら、、リリシシャャーールルのの言言うう
「「有有限限的的定定義義」」のの概概念念をを事事物物のの側側かからら明明確確化化((ssaacchhlliicchhee  PPrraazziissiieerruunngg))すするるここととにによよっってて、、
そそのの[[核核心心部部分分のの]]  正正体体をを暴暴きき出出ししたた((hheerraauusssscchhäälleenn))ののででああるる[[すすななわわちち、、自自然然数数たたちちののああ
ららゆゆるる可可能能なな集集合合たたちちがが、、ここれれままたた((aauucchh))、、可可算算列列((aabbggeezzäähhllttee  RReeiihhee))のの形形でで順順序序づづけけらら
れれるるととすするる、、そそのの議議論論のの正正体体をを]]。。            ここれれにに対対ししてて((ddaaggeeggeenn))、、[[リリシシャャーールルもも書書
くくととおおりり]]すすべべててのの数数集集合合たたちちのの可可算算性性  [[つつままりり実実数数集集合合のの可可算算性性]]ははカカンントトーールルのの証証明明でで
反反駁駁さされれるる((wwiiddeerrlleeggtt))ののででははああるるがが、、そそれれはは、、[[私私見見でではは、、カカンントトーールルがが考考ええてていいたたののとと
はは]]ままっったたくく別別のの意意味味合合いいでで、、そそししてて数数学学以以外外ででははままずず眼眼ににししなないいややりり方方でで反反駁駁さされれるるのの
ででああるる。。      [[ここのの場場合合すすべべててはは]]、、私私がが提提示示ししたた演演算算領領域域にに[[そそももそそもも]]次次ののよよううなな特特性性
をを持持つつ二二項項的的数数関関係係 RR((xxyy))がが見見つつかかららなないい[[ここととにに帰帰着着すするる]]。。どどんんなな二二項項的的なな数数関関係係[[ががなな
いいのの]]かかとといいううとと、、以以下下ののよよううででああるる。。（（或或るる派派生生的的性性質質にに対対応応すするるよよううなな））、、どどんんなな（（一一次次
元元のの））数数集集合合をを出出さされれててもも、、そそのの性性質質 RR((xxyy))をを持持ちち出出ししささええすすれればば、、一一つつのの数数 aa がが、、ままたた
そそれれととのの関関係係でで性性質質 RR((xxaa))ととががととれれてて、、そそのの性性質質 RR((xxaa))にに対対応応すするる数数集集合合がが元元のの[[一一次次元元のの]]
数数集集合合とと同同一一((iiddeennttiisscchh))ににななるるよよううににででききるるとといいうう、、そそんんなな特特性性をを持持つつ二二項項的的なな数数関関係係
[[RR((xxyy))]]はは、、[[私私のの演演算算領領域域ににはは]]存存在在ししなないいののででああるる。。つつままりり、、aa ととのの間間にに関関係係づづけけ RR((xxaa))をを
結結ぶぶすすべべててのの[[自自然然]]数数のの集集合合がが、、元元のの[[一一次次元元のの]]数数集集合合とと同同一一ににななるるよよううににででききるるとといいうう、、
そそんんなな特特性性をを持持つつ二二項項的的なな数数関関係係ななどど存存在在ししなないいののででああるる。。            カカンントトーールルががここ
のの命命題題にに施施ししたた証証明明のの決決定定的的なな一一歩歩はは、、ひひととええにに彼彼がが性性質質𝐑𝐑"((xxxx))  にに対対応応すするるよよううなな数数集集合合
をを認認めめたた((bbeettrraacchhtteenn))点点ににああるる。。[[だだがが生生憎憎]]、、ここのの性性質質にに或或るる数数 aa がが求求めめるる仕仕方方でで割割りり当当
ててらられれるる((ggeehhöörreenn))ここととはは、、[[私私のの体体系系でではは]]あありり得得なないい。。          先先程程のの実実例例のの教教ええるるとと
こころろにに従従っってて可可算算性性概概念念をを捉捉ええ直直すすななららばば((FFaasssseenn  wwiirr  ddeenn  BBeeggrriiffff  ddeerr  AAbbzzäähhllbbaarrkkeeiitt  
ddeerr  AAnnwweeiissuunngg  ddiieesseess  BBeeiissppiieellss  ggeemmääßß))、、当当然然ののここととだだがが((nnaattüürrlliicchh))、、「「どどんんなな無無限限集集
合合にに対対ししててででああれれ、、＜＜おお前前ははここれれここれれのの可可算算なな部部分分集集合合をを含含んんででいいななけけれればばななららなないい((iinn  
jjeeddeerr  uunneennddlliicchheenn  MMeennggee  eeiinn  aabbzzäähhllbbaarree  TTeeiillmmeennggee  eenntthhaalltteenn  sseeiinn  mmüüßßttee))」」、、とと決決
めめつつけけるる理理由由ははどどここににももなないいののででああるる。。私私ががここのの結結論論をを前前ににたたじじろろぐぐここととははなないい。。  
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                                                      §§66..  数数学学的的過過程程のの反反復復((IItteerraattiioonn))  
                                  ────  解解析析のの悪悪循循環環  ────  
  
[[11--66--aa]]          {{<<絶絶対対的的演演算算領領域域>>かからら<<第第一一階階演演算算領領域域>>へへ}}  
演演算算領領域域((OOppeerraarrttiioonnssbbeerreeiicchh))  かからら出出発発すするるこことと、、そそれれがが我我々々ののややりり方方だだっったた。。つつままりり、、
[[一一方方でで]]  基基本本カカテテゴゴリリーーとといいうう名名のの一一つつなないいしし複複数数のの対対象象カカテテゴゴリリーーをを持持ちち、、[[他他方方でで]]そそ
ののカカテテゴゴリリーーたたちちのの対対象象たたちちににおおいいてて直直接接的的にに呈呈示示さされれるる個個々々のの「「原原的的」」性性質質おおよよびび「「原原
的的」」関関係係をを持持つつ、、そそんんなな演演算算領領域域かからら出出発発すするるののがが我我々々ののややりり方方だだっったた。。        ささてて[[注注
意意すすべべききはは、、ここのの]]  原原的的関関係係ででああれれ、、[[先先にに§§22 でで告告知知ししたた、、そそししててここここででややががてて触触れれるる]]派派
生生的的関関係係ででああれれ、、関関係係ののどどのの「「空空所所」」もも[[押押しし並並べべてて]]そそれれぞぞれれ特特定定のの対対象象カカテテゴゴリリーーにに関関
与与的的((bbeezzooggeenn))でであありり、、そそししててここののカカテテゴゴリリーーのの対対象象だだけけがが当当該該のの空空所所のの充充填填にに有有意意にに
((ssiinnnnvvoolllleerrwweeiissee))  適適合合すするるののだだっったた。。          ささてて[[話話をを冒冒頭頭にに戻戻すすがが]]、、「「自自然然数数」」のの
カカテテゴゴリリーーととそそれれにに関関与与的的なな原原的的関関係係 F をを併併せせたたももののをを、、絶絶対対的的((aabbssoolluutt))演演算算領領域域とと呼呼
ぶぶここととににすするる。。ここここにに絶絶対対的的とと言言ううののはは、、  ももしし或或るる演演算算領領域域にに立立脚脚((zzuuggrruunnddee  lliieeggeenn))すす
るるののなならら、、当当然然ののよよううにに((iinn  eeiinneemm  oohhnnee  wweeiitteerreess  vveerrssttäännddlliicchhee  SSiinnnnee))ここのの絶絶対対的的演演算算
領領域域ににもも立立脚脚すするる、、とといいううほほどどのの意意味味ででああるる。。        ささてて原原的的なな性性質質とと原原的的なな関関係係かからら、、
派派生生的的なな性性質質とと派派生生的的なな関関係係がが生生じじるるここととははすすででにに見見たたととこころろででああるる[[§§22]]。。ままたた原原的的関関係係
ににはは一一次次元元集集合合がが、、ままたた[[新新たたにに生生ままれれるる]]派派生生的的なな関関係係（（ここここでではは主主題題配配列列的的((ssuubbjjeekktt--
ggeeoorrddnneett))ととすするる））ににはは多多次次元元集集合合がが、、そそれれぞぞれれ数数学学的的過過程程((mmaatthheemmaattiisscchheenn  PPrroozzeeßß))をを
通通じじてて対対応応すするるここととももすすででにに見見たたととこころろででああるる[[§§44]]。。        そそここでで[[先先ほほどど＜＜注注意意すすべべ
ききはは＞＞とと切切りり出出ししたたああのの箇箇所所にに立立ちち帰帰っってて、、再再びび対対象象カカテテゴゴリリーーにに眼眼をを遣遣るるとと]]、、  [[上上記記のの
よよううにに、、数数学学的的過過程程をを通通じじてて生生ままれれるる]]  ここれれららのの[[多多次次元元]]集集合合((eeiinn  ssoollcchhee  MMeennggee))ににはは、、
一一体体どどんんなな[[対対象象]]カカテテゴゴリリーーがが割割りり当当てて((ggeehhöörreenn))らられれるるののだだろろううかか、、とといいうう疑疑問問がが生生まま
れれるる。。            ささてて[[一一般般ににそそれれをを決決めめるる要要素素はは二二つつああっってて]]、、一一つつははそそのの集集合合のの端端緒緒とと
ななるる関関係係((RReellaattiioonn))  [[次次項項 11--66--bb をを参参照照]]  にに備備わわるる空空所所のの個個数数でであありり、、[[ももうう一一つつはは、、ここれれ
ららのの空空所所たたちちがが（（列列のの順順番番  ((RReeiihheennffoollggee))  もも込込みみでで））関関与与的的なな、、そそんんなな対対象象カカテテゴゴリリーーたた
ちち[[のの具具体体的的内内容容]]ででああるる。。          ¾¾¾¾  ここれれららすすべべててのの[[派派生生的的なな]]性性質質とと関関係係、、おおよよびび
そそれれららにに対対応応すするるすすべべててのの集集合合とと関関数数連連関関((ffuunnkkttiioonnaallee  ZZeessaammmmeennhhäännggee))をを、、当当面面、、正正
確確をを期期ししてて＜＜一一階階((11..SSttuuffee))のの＞＞とと表表記記すするる。。  
  
[[訳訳者者。。  

((11))＜＜多多次次元元的的((mmeehhrrddiimmeennssiioonnaall))＞＞とといいうう言言葉葉はは「「関関数数連連関関」」なないいししはは「「派派生生的的」」にに関関わわるる概概念念ででああるる。。

そそのの初初出出はは形形式式上上はは[[11--44--ee]]だだがが、、実実質質的的ににはは[[11--44--dd]]ににすすででにに登登場場しし、、そそここでで定定義義もも与与ええらられれてていいるる。。ここ

のの言言葉葉はは、、以以後後、、[[11--44--ff]]、、[[11--44--gg]]、、[[11--44--hh]]ににもも登登場場すするる。。  

((22))「「多多次次元元的的」」がが、、多多変変数数やや多多変変項項とといいうう意意味味ででななくく、、ああくくままででもも「「派派生生的的」」性性質質とと「「派派生生的的」」関関係係のの

属属性性ででああるるここととにに注注意意さされれたたいい。。  
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((33))「「関関数数連連関関」」とといいうう言言葉葉はは[[11--44--dd]]でで既既出出だだがが、、厳厳密密なな定定義義はは後後でで与与ええらられれるる]]。。  
  
[[11--66--bb]]                      {{高高階階のの演演算算領領域域へへ}}  
[[ととこころろでで多多次次元元のの派派生生的的集集合合ははいいっったたいいどどんんなな((多多次次元元のの))対対象象にによよっってて充充たたさされれてていいるる
ののだだろろううかか]]。。「「集集合合 MM がが  [[ももととのの]]  或或るる集集合合のの要要素素組組((  eeiinn  EElleemmeenntteennssyysstteemm))  aa、、bb・・・・・・
たたちちのの集集合合ででああるる((ddaaßß  aa,,bb・・・・・・eeiinn  EElleemmeenntteennssyysstteemm  eeiinneerr  MMeennggee  bbiillddeenn))」」とといいううここ
ととはは、、集集合合 MM とと、、[[ももととのの  ]]対対象象たたちち[[のの組組]]aa,,  bb  ......  のの、、関関係係((RReellaattiioonn))にに他他ななららなないい。。[[だだ
かからら集集合合 MM をを知知りりたたけけれればば、、ここのの関関係係をを知知れればばよよいい]]。。          活活字字εεででここのの関関係係をを表表
わわすすがが、、当当然然((aallssoo))、、ここのの関関係係[[εε]]のの空空所所のの一一つつをを、、一一階階のの集集合合((MMeennggee))のの或或るるカカテテゴゴリリーー
にに関関与与的的とと設設定定ししてて差差しし支支ええなないい。。ままたた  [[関関係係εεのの]]  そそれれ以以外外のの空空所所たたちちはは、、件件のの[[対対象象]]
カカテテゴゴリリーーのの或或るる集集合合がが有有すするる空空所所たたちち（（なないいししはは集集合合たたちちがが対対応応すするる関関係係がが有有すするる空空所所
たたちち））がが関関与与すするるののとと同同じじ基基本本カカテテゴゴリリーーたたちちにに、、列列をを乱乱すすここととななくく((ddeerr  RReeiihhee  nnaacchh))、、
関関与与的的ととししてて差差しし支支ええなないい。。          ここううししてて[[カカテテゴゴリリーーととししててはは]]、、基基本本カカテテゴゴリリーー
たたちちにに加加ええてて、、[[前前段段でで見見たたああのの]]一一次次元元おおよよびび多多次次元元集集合合たたちちかかららななるる、、ささままざざままななカカテテ
ゴゴリリーーたたちち((ddiiee  vveerrsscchhiieeddeenneenn  KKaatteeggoorriieenn  eeiinn--  uunndd  mmeehhrrddiimmeennssiioonnaalleenn  MMeennggeenn))がが
得得らられれたたののでであありり、、ままたた、、基基本本カカテテゴゴリリーーにに関関与与的的ででああっったた原原性性質質とと原原関関係係にに加加ええてて、、ここ
のの基基本本カカテテゴゴリリーーのの諸諸対対象象とと[[上上述述ののささままざざままなな]]集集合合たたちちをを結結びびつつけけるる、、そそんんなな関関係係εε
((ddiiee  RReellaattiioonnεε,,  dduurrcchh  wweellcchhee  ddiiee  GGeeggeennssttäännddee  jjeenneerr  GGrruunnddkkaatteeggoorriieenn  mmiitt  ddeemm  
MMeennggeenn  vveerrkknnüüppfftt  wweerrddeenn))がが  [[新新たたにに]]  得得らられれたたののででああるる。。ここううししてて演演算算領領域域のの拡拡張張版版
((eeiinn  eerrwweeiitteerrtteerr  OOppeerraattiioonnssbbeerreeiicchh))がが得得らられれたたここととににななるる。。            ささててここのの拡拡張張
さされれたた演演算算領領域域ににはは「「数数学学的的過過程程」」をを適適用用すするるここととががででききるるしし、、そそのの結結果果、、[[数数学学的的過過程程のの
集集合合形形成成機機能能ゆゆええにに]]、、今今度度はは「「二二階階のの集集合合たたちち((MMeennggeenn  22..SSttuuffee))」」がが得得らられれるるだだろろうう。。
ももちちろろんん̶̶̶̶飽飽くくままででももここのの話話ははままだだ一一般般論論ととししてて聞聞いいてて欲欲ししいいののだだがが((aallllggeemmeeiinn  zzuu  
rreeddeenn))  ̶̶̶̶そそれれはは一一次次元元集集合合だだっったたりり多多次次元元集集合合だだっったたりりすするる。。すすななわわちちここれれららのの二二階階
のの集集合合ににおおいいててはは、、[[そそのの集集合合のの要要素素のの]]一一部部のの空空所所はは基基礎礎カカテテゴゴリリーー[[のの要要素素]]にに、、他他のの一一
部部のの空空所所はは一一階階カカテテゴゴリリーー[[のの要要素素]]にに関関係係づづけけらられれてていいるる。。[[ななおお以以上上のの話話をを数数学学的的過過程程のの
側側かからら見見れればば]]、、数数学学的的過過程程ははここうういいうう仕仕方方でで一一回回だだけけででななくく任任意意回回数数だだけけ反反復復すするるこことと
ががででききるる[[とといいううここととででももああるる]]。。  
  
[[訳訳者者。。  

((11)) 段段落落末末尾尾にに置置かかれれたた  ””aallllggeemmeeiinn  zzuu  rreeddeenn””  とといいうう字字句句をを、、読読みみ流流ししててははななららなないい。。ここのの言言葉葉はは、、

本本段段落落[[11--66--bb]]でで導導かかれれたた内内容容がが、、次次のの段段落落[[11--66--cc]]でで語語らられれるる具具体体論論ののたためめのの「「前前座座」」ででああるるここととをを

意意味味すするる。。すすななわわちち WWeeyyll ははここうう言言っってていいるる。。ここここままででのの議議論論かからら、、たたししかかにに、、本本段段落落[[11--66--bb]]のの結結

論論  ̶̶̶̶  ここれれららのの二二階階のの集集合合ににおおいいててはは、、[[そそのの集集合合のの要要素素のの]]一一部部のの空空所所はは基基礎礎カカテテゴゴリリーー[[のの要要素素]]

にに、、他他のの一一部部のの空空所所はは一一階階カカテテゴゴリリーー[[のの要要素素]]にに関関係係づづけけらられれてていいるる  、、とといいうう一一般般的的結結論論  ̶̶̶̶  がが

導導かかれれははすするるもものののの、、正正当当なな（（具具体体的的ににははパパララドドッッククススにに蝕蝕ままれれてていいなないい））高高階階演演算算領領域域にに達達ししたたけけ
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れればば、、前前者者つつままりり「「基基礎礎カカテテゴゴリリーー」」のの削削除除がが必必要要不不可可欠欠でであありり、、そそのの間間のの事事情情をを詳詳ららかかににすするるののがが

次次のの段段落落[[11--66--cc]]ななののだだ、、とと。。  

((22))ここのの段段落落冒冒頭頭のの<<EElleemmeenntteennssyysstteemm==要要素素組組>>とといいうう言言葉葉はは紛紛ららわわししいい。。ままずず aa,,bb,,……のの各各々々、、つつままりり aa

なならら aa,,    bb なならら bb,,・・・・・・ののそそれれぞぞれれはは、、元元をを糺糺せせばば何何ららかかのの集集合合のの要要素素たたちち((EElleemmeennttee))ででははああるる。。だだがが

ここここでで aa,,bb,,……はは一一つつののままととままりりととししてて、、つつままりり組組((SSyysstteemm))ととししてて扱扱わわれれてていいるるここととにに注注意意せせよよ（（現現代代なな

らら((aa,,bb,,cc,,……))とと書書くくととこころろかか））。。そそししててここのの一一つつのの組組((SSyysstteemm))がが、、新新ししいい集集合合 MM のの一一つつのの要要素素((EElleemmeenntt))

だだとといいううののでであありり、、裏裏をを返返せせばば、、集集合合 MM はは組組((SSyysstteemm))たたちちのの集集合合だだとといいううののででああるる。。確確認認すするる。。

EElleemmeenntteennssyysstteemm ととはは、、「「（（或或るる集集合合のの））要要素素たたちちのの一一つつのの組組」」＝＝「「要要素素組組」」でであありり、、ここののよよううなな組組((SSyysstteemm))

たたちちがが集集合合 MM をを構構成成すするるとと。。（（ななおお EEeemmeenntteennssyysstteemm とといいうう言言葉葉はは少少しし先先のの[[11--66--gg]]でで重重要要なな役役割割をを果果たた

すす。。))  

((33))話話がが後後先先ににななっったたがが、、WWeeyyll ははここここでで SSyysstteemm とといいうう言言葉葉をを現現代代的的なな「「体体系系」」とといいうう意意味味ででははななくく、、そそ

ののギギリリシシアア語語源源＝＝ssyynn((一一緒緒にに））＋＋sstt（（立立つつ））＝＝「「共共立立すするる・・並並立立すするる」」にに立立ちち返返っってて、、「「組組」」ああるるいいはは「「対対」」

のの意意味味でで使使っってていいるる。。  

((55))ささららにに WWeeyyll のの『『連連続続体体』』でではは、、SSyysstteemm だだけけででななくく PPaaaarr とといいうう言言葉葉もも「「組組（（対対））」」にに近近いい意意味味をを担担うう

ここととががああるる。。SSyysstteemm（（ごご覧覧ののよよううにに「「組組」」とと訳訳すすがが））  ににつついいててはは[[22--22--jj]]、、[[22--33--mm]]、、[[22--33--nn]]をを、、PPaaaarr にに

つついいててはは  [[22--88--bb]]をを見見らられれよよ]]。。  

  
[[11--66--cc]]          {{高高階階のの演演算算領領域域（（ララッッセセルルのの逆逆理理へへ））}}  
ととこころろがが次次のの事事実実はは無無視視ででききなないい。。[[前前段段のの]]二二階階[[のの演演算算領領域域]]ででののここととだだがが、、[[数数学学的的過過程程
にによよっってて]]  新新たたにに生生ままれれるる集集合合ののななかかにに、、そそれれのの[[ももととににななるる関関係係のの]]空空所所ががどどれれををととっってて
もも基基本本カカテテゴゴリリーーたたちちだだけけにに関関係係的的ででああるるよよううなな、、そそんんなな集集合合ががあありり得得るる。。        そそのの
中中ででもも顕顕著著なな例例ははここううででああるる。。拡拡張張さされれたた演演算算領領域域にに割割りり当当ててらられれるる関関係係 RR はは§§22 のの諸諸原原
理理にに従従っってて構構築築さされれるるがが、、そそのの構構築築にに際際ししてて、、一一階階のの集集合合たたちちかからら成成るるカカテテゴゴリリーーたたちちにに
関関与与的的なな空空所所たたちちのの方方はは、、「「＊＊((存存在在すするる))」」にによよっってて充充填填さされれるるもものののの、、RR 自自体体にに属属すすそそれれ
以以外外のの[[つつままりり二二階階のの集集合合たたちちかからら成成るるカカテテゴゴリリーーたたちちにに関関与与的的なな]]空空所所のの方方はは、、「「＊＊((存存在在
すするる))」」にによよっってて充充填填さされれててなないい場場合合ががそそううででああるる。。ここのの場場合合、、ここのの（（二二階階のの））関関係係 RR がが
存存立立すするる((bbeesstteehheenn))かかどどううかかはは、、或或るる集集合合がが存存在在すするる((eess  ggiibbtt))かかどどううかか、、具具体体的的にに言言ええばば
「「二二階階のの関関係係 RR をを存存立立ささせせるるとといいうう」」役役目目((BBeesscchhaaffffeennhheeiitt))  をを持持つつ一一階階のの関関係係((RReellaattiioonn))
がが存存在在すするる  ((eess  ggiibbtt))かかどどううかかにに掛掛かかっってていいるる((vveerrkknnüüppffeenn))。。だだががここのの一一階階のの関関係係はは[[文文字字
通通りり]]一一階階のの関関係係ななののだだかからら、、ここのの一一階階のの関関係係ととああのの二二階階のの関関係係 RR ははままっったたくく異異質質ででああるる。。
[[だだかからら]]、、ままささにに「「上上記記ののよよううなな役役目目をを持持つつ[[一一階階のの]]関関係係がが存存在在すするるこことと」」ににそそのの存存立立がが依依
存存すするる[[二二階階のの]]関関係係[[RR のの存存在在]]をを、、階階層層のの違違いい((SSttuuffeennuunntteerrsscchhiieeddee))をを顧顧みみずず口口ににすするる輩輩
はは、、果果ててししなないい循循環環((ZZiirrkkeell))にに巻巻きき込込ままれれるるののががオオチチででああるる。。ちちょょううどどララッッセセルルがが、、「「自自らら
をを要要素素にに含含ままなないいすすべべててのの集集合合たたちち、、のの集集合合」」とといいううパパララドドッッククススのの形形でで、、そそのの無無意意味味とと
矛矛盾盾をを暴暴いいたたよよううにに。。（（現現代代のの解解析析学学がが至至るるととこころろででここののよよううなな循循環環にに巻巻きき込込ままれれてていいるる
とといいううののがが私私のの所所見見でであありり、、ここのの件件ははすすぐぐ後後でで詳詳細細にに論論じじるる。。））              [[ささてて、、以以上上
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のの考考察察かかららどどののよよううなな教教訓訓をを引引きき出出すすここととががででききるるだだろろううかか]]。。[[上上記記のの]]関関係係 RR のの形形成成にに
当当たたっっててはは、、「「存存在在すするる」」のの充充填填をを司司どどるる原原理理 66 がが、、[[一一方方でではは]]基基本本カカテテゴゴリリ――にに関関与与的的なな
空空所所にに、、[[他他方方でではは]]一一階階のの集集合合のの或或るるカカテテゴゴリリーーにに関関与与的的なな空空所所たたちちににとといいうう仕仕方方でで、、ひひ
ととししななみみにに適適用用さされれててししままっったた結結果果、、存存在在概概念念((EExxiisstteennzzbbeeggrriiffff))ももままたた、、[[一一方方でではは]]基基本本
カカテテゴゴリリーーのの対対象象たたちちにに、、[[他他方方でではは]]（（一一階階のの））関関係係たたちちににとといいうう仕仕方方でで、、[[ここれれももままたた]]ひひ
ととししななみみにに((iinn  ddeerr  gglleeiicchheerr  WWeeiissee))適適用用さされれててししままっったたののででああるる。。            [[そそここでで、、
前前者者がが存存在在概概念念にに深深くく関関わわりり、、そそれれにに比比ししてて後後者者ががそそううででなないいとといいうう事事実実にに鑑鑑みみ]]、、存存在在
概概念念のの適適用用はは基基本本カカテテゴゴリリーーのの諸諸対対象象にに制制限限すするる((bbeesscchhrräännkkeenn))ののがが自自然然((nnaattüürrlliicchh))だだ
ろろううしし、、ままたた数数学学的的過過程程をを反反復復((IItteerraattiioonn))すするるにに当当たたっっててもも、、二二つつのの充充填填原原理理 55 ををつつねねにに
基基本本カカテテゴゴリリーーにに関関与与的的なな空空所所にに限限っってて使使用用すするるののがが自自然然とといいううももののだだろろうう○○1122 。。              
そそここでで、、ここのの「「狭狭いい手手続続きき((eennggeerree  VVeerrffaahhrreenn))」」をを採採用用ししたた以以上上、、基基本本カカテテゴゴリリーーのの対対象象
たたちちのの集集合合、、おおよよびび基基本本カカテテゴゴリリーーのの対対象象たたちち間間でで成成りり立立つつ関関数数連連関関とと言言ええばば、、当当然然、、そそ
れれはは[[自自動動的的にに]]一一階階のの集集合合おおよよびび一一階階のの関関数数連連関関ののこことととと決決ままっっててししままううしし((eerrsscchhööppfftt))、、
ささららにに二二階階ああるるいいははももっっとと高高階階のの集集合合おおよよびび関関数数連連関関ででもも、、[[低低階階のの集集合合とと関関数数連連関関がが、、
そそれれよよりり]]高高階階のの集集合合とと関関数数連連関関にに顔顔をを出出すす((hhiinnzzuukkoommmmeenn))ここととははななくくななるるののででああるる。。しし
たたががっってて、、[[いいっったたんん]]狭狭いい手手続続ききををととっっててししままええばば、、我我々々はは[[ララッッセセルルがが唱唱ええたた階階層層のの区区別別
そそれれ自自体体にに賛賛同同すするるにに吝吝かかででははなないいがが]]、、たただだ[[ララッッセセルルののよよううにに]]、、或或るる階階層層とと別別のの階階層層がが
異異ななるるかかららとといいっってて、、ここれれららのの階階層層にに対対ししてて[[階階層層がが異異ななるるとといいうう以以上上のの]]区区別別ををここととささらら
持持ちち込込むむ必必要要ははなないいののででああるる。。そそれれももここれれもも、、或或るる集集合合がが割割りり当当ててらられれるるカカテテゴゴリリーーがが決決
ままりりささええすすれればば、、ここのの集集合合がが置置かかれれるる階階層層もも[[件件のの狭狭いい手手続続ききにによよっってて]]自自動動的的にに決決ままるるがが
故故ででああるる。。たたととええばば三三次次元元のの集集合合をを例例ににととるるとと、、初初めめのの二二つつのの空空所所がが基基本本カカテテゴゴリリーーにに関関
与与的的でで、、最最後後のの空空所所がが基基本本カカテテゴゴリリーーのの諸諸対対象象のの一一次次元元集集合合にに関関与与的的なならら、、[[前前者者をを無無視視
ししてて]]ここのの三三次次元元集集合合はは二二階階にに数数ええるるべべききななののででああるる。。̶̶̶̶  
  
[[訳訳者者。。  BB,,RRuusssseell にに対対すするる WWeeyyll のの屈屈折折ししたた関関係係にに注注意意せせよよ。。WWeeyyll はは「「階階層層区区別別」」のの必必要要性性をを認認めめるる

点点ででははララッッセセルルにに一一致致しし、、たただだ、、階階層層区区別別のの「「仕仕方方」」ににつついいてて見見解解をを異異ににすするるののででああるる。。後後者者ににつついいてて付付

言言すすれればば、、WWeeyyll ははララッッセセルルののややりり方方（（タタイイププ理理論論））をを rreecchhtt  aabbssttrruussee  AAuusszzuugg((非非常常ににわわかかりりににくくいい回回避避

策策 )) とと みみ なな しし （（ WWeeyyll のの 論論 文文 、、『『 数数 学学 のの 今今 日日 的的 認認 識識 状状 況況 ((DDiiee  hheeuuttiiggee  EErrkkeennnnttnniissllaaggee  ddeerr  

MMaatthheemmaattiikk))』』,,IIIIII,,11992255 をを見見よよ））、、代代わわっってて上上記記のの「「狭狭いい手手続続きき」」をを提提起起ししたたののででああるる。。[[11--66--gg]]、、[[11--66--

hh]]もも参参照照せせよよ]]。。  
  
[[11--66--dd]]                          {{有有理理数数}}  
[[次次にに]]  ここここままででのの考考察察をを  解解析析ののエエレレメメンンタタ((GGrruunnddllaaggeenn  ddeerr  AAnnaallyyssiiss))にに応応用用すするる作作業業
にに進進むむここととににししよようう。。抹抹消消的的ななここととにに時時間間をを割割くくののはは本本意意ででなないいかからら、、ここととのの起起ここりり((aabb  
oovvoo))つつままりり自自然然数数かからら説説きき起起ここすすののははややめめににししてて[[つつままりり自自然然数数かからら出出発発ししてて有有理理数数にに到到
るるままででのの部部分分はは端端折折るるここととににししてて]]○○1133、、有有理理数数かからら直直にに出出発発すするる。。              そそののとと
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きき、、立立脚脚すするる((zzuuggrruunnddee  lliieeggeennddee))ここととににななるる演演算算領領域域はは[[結結局局]]ここうういいうう形形ををととるるだだろろうう。。
11..「「自自然然数数」」ののカカテテゴゴリリーー、、並並びびににそそれれにに関関与与的的なな二二項項関関係係((bbiinnäärree  RReellaattiioonn))  F。。  22..「「有有
理理数数」」ののカカテテゴゴリリーー○○1144、、並並びびにに[[そそれれにに関関与与的的なな]]三三項項関関係係σσ((xxyyzz))::  xx++yy==zz,,    ππ((xxyyzz))::  xx･･
yy==zz  、、並並びびにに性性質質 PP((xx))::「「xx はは正正ででああるる」」。。ななおお、、[[PP((xx))のの]]空空所所ははここのの[[有有理理数数のの]]カカテテゴゴリリーー
にに関関係係づづけけらられれるるももののととすするる。。  
  
[[11--66--ee]]                        {{実実数数}}  
[[自自然然数数とと有有理理数数ははそそののよよううにに扱扱ううととししてて、、でではは実実数数ははどどうう扱扱っったたももののだだろろううかか]]。。デデデデキキ
ンントトにに倣倣っってて、、実実数数ααをを、、ααよよりりもも小小ささいい有有理理数数たたちちのの集集合合((ddiiee  MMeennggee  ddeerrjjeenniiggeenn  
rraattiioonnaallee,,wweellcchhee  kklleeiinneerr  ssiinndd  aallss  αα))  とと考考ええるる。。つつままりりここうう定定義義すするる。。＜＜実実数数ととはは、、以以
下下のの一一連連のの性性質質をを有有すするる、、有有理理数数たたちちのの（（一一次次元元的的））集集合合ααをを謂謂うう。。すすななわわちち、、aa))    rr をを
[[集集合合]]ααのの要要素素ととすするるとと、、rr--rr’’がが正正ででああるるすすべべててのの有有理理数数 rr’’もも、、[[集集合合]]ααのの要要素素ででああるる。。  bb))  
[[集集合合]]ααののどどのの要要素素 rr にに対対ししててもも、、rr＊＊--rr がが正正ににななるるよよううなな、、そそれれででいいてて要要素素ととししててはは集集合合
ααにに属属すすよよううなな、、そそののよよううなな有有理理数数  rr＊＊がが存存在在すするる。。  cc))  [[集集合合]]ααににはは要要素素がが存存在在しし[[つつままりり
ααはは空空集集合合ででななくく]]、、ままたた[[集集合合]]ααのの要要素素ででなないいよよううなな有有理理数数がが存存在在すするる[[つつままりりααはは全全体体
集集合合ででなないい]]。。  
  
[[11--66--ff]]                        {{大大小小関関係係}}  
[[有有理理数数]]  rr がが[[実実数数とといいうう名名のの集集合合]]ααのの要要素素ででああるる状状態態をを、、言言語語的的ににはは「「rr ははααよよりり小小ささ
いい」」とと表表現現しし、、記記号号的的ににはは rr  <<ααとと表表記記すするる。。  
  
[[11--66--gg]]                            {{  正正ししいい階階層層概概念念にに基基づづくく「「関関数数」」のの概概念念へへ  }}  
ととこころろでで  [[[[11--66--cc でで]]我我々々がが、、演演算算領領域域のの高高階階化化をを論論ずずるる過過程程ででたたどどりり着着いいたた、、ああのの<<狭狭いい
手手続続>>にに照照ららすすとときき]]、、ここのの[[デデデデキキンントトのの実実数数のの定定義義にに登登場場すするる]]  集集合合((MMeennggee))のの概概念念ははどど
うう理理解解ししたたらら良良いいももののだだろろううかか。。        [[そそももそそもも]]数数学学的的過過程程をを一一度度((eeiinnmmaall))運運用用すするる
だだけけでで、、解解析析学学ににたたどどりり着着くくここととははなないい。。[[解解析析学学ににたたどどりり着着くくににはは]]、、実実数数((rreeeellllee  ZZaahhlleenn))
のの研研究究だだけけでではは足足りりずず、、実実数数のの集集合合((MMeennggeenn  rreeeelllleerr  ZZaahhlleenn))のの研研究究、、ささららにに実実数数のの集集合合
のの、、そそのの集集合合どどううししのの関関数数連連関関のの研研究究がが必必要要だだかかららででああるる。。        ささててそそここでで[[先先にに、、演演
算算領領域域のの高高階階化化にに際際ししてて行行っったたよよううにに]]、、我我々々ははここここででもも((nnuunn))[[つつままりり解解析析学学ににたたどどりり着着
くくたためめににもも]]、、「「狭狭いい手手続続きき」」のの反反復復((IItteerraattiioonn))[[とといいううああのの立立場場]]にに就就くくべべききななののかか、、そそれれとと
ももそそれれはは必必要要なないいののかか??    [[訳訳者者。。つつままりり、、或或るる集集合合がが割割りり当当ててらられれるるカカテテゴゴリリーーがが決決ままりり
ささええすすれればば、、そそのの集集合合がが置置かかれれるる階階層層もも自自動動的的にに決決ままるる、、とといいううここととがが反反復復ししてて起起ここるるとと
すするる立立場場にに（（解解析析学学ににたたどどりり着着くく過過程程ででもも））就就くくべべききななののかか、、そそれれととももそそううででははなないいののかか??]]。。            
ももしし、、ここのの[[狭狭いい手手続続ききのの]]反反復復[[のの立立場場]]にに就就かかなないいなならら、、我我々々をを待待ちち受受けけてていいるるののはは[[確確かか
にに]]「「階階層層化化をを容容認認すするる((mmiitt  SSttuuffeennbbiilldduunngg))」」解解析析  [[ででああるるととははいいええ]]、、[[そそれれはは]]一一階階、、二二
階階、、三三階階・・・・・・のの実実数数がが存存在在しし、、同同様様にに一一階階、、二二階階、、三三階階・・・・・・のの関関数数もも存存在在しし、、ししかかもも、、
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たたととええばば二二階階のの関関数数はは一一階階とと二二階階のの変変数数値値にに、、そそししててそそれれにに限限っってて意意味味をを持持つつとといいうう、、そそ
ののよよううなな階階層層形形成成をを容容認認すするる解解析析、、とといいううここととににななるるだだろろうう。。        たたししかかににここんんなな解解
析析学学ででもも我我々々ににななじじみみ深深いい解解析析学学ににななららなないい訳訳ででははなないい。。集集合合とと関関数数連連関関がが（（具具体体的的ににはは、、
「「存存在在すするる((eess  ggiibbtt))」」とといいうう言言葉葉とと結結びびつつききななががらら））話話題題ににななるる場場面面でで、、「「一一階階（（二二階階・・・・・・））」」
とといいううくくだだりりをを無無視視ししててもも差差しし支支ええなないいととすするるなならら、、そそししてて、、二二階階のの性性質質はは、、一一階階のの性性質質
たたちちのの総総体体((GGeessaammmmtthheeiitt))をを踏踏ままええてて初初めめてて((eerrsstt))定定義義可可能能なな筈筈ななののにに、、二二階階のの性性質質がが[[一一
階階のの性性質質たたちちとと独独立立にに]]ああたたかかもも端端かからら一一階階のの性性質質たたちちのの原原的的なな圏圏域域((KKrreeiiss))にに収収ままっってていい
たたかかののよよううにに振振るる舞舞ううなならら、、ここのの解解析析学学もも我我々々ににななじじみみ深深いい解解析析学学にに一一致致ししななくくももなないいのの
ででああるる。。        ととはは言言ええ、、ままささににそそのの振振るる舞舞いいにによよっってて、、一一切切のの定定義義とと証証明明はは悪悪循循環環
((cciirrccuulluuss  vviittiioossuuss))のの渦渦にに巻巻きき込込ままれれるる。。たたととええばば MM をを一一階階のの実実数数たたちちのの、、上上界界をを持持つつ
((bbeesscchhrräännkktt))集集合合ととせせよよ。。ここのの集集合合のの上上限限((oobbeerree  GGrreennzzee))をを構構成成すするるたためめににはは、、「「MM にに属属
すすよよううなな、、ししかかもも rr[[アアーールル]]よよりり大大ききいい一一階階のの実実数数がが存存在在すするるとときき、、そそししててそそのの時時にに限限っっ
てて、、有有理理数数 rr[[アアーールル]]がが要要素素ととししてて属属すすよよううなな、、そそんんなな有有理理数数たたちちのの集集合合γγ[[ガガンンママ]]」」をを構構
成成ししななけけれればばななららなないい。。[[たたししかかにに]]ここのの集集合合γγはは性性質質 aa)),,bb)),,cc))をを有有すするるかからら、、γγはは実実数数でではは
ああるる。。ととこころろがが、、ここのの実実数数のの定定義義ににはは、、＜＜一一階階のの或或るる実実数数＞＞̶̶̶̶つつままりり＜＜有有理理数数たたちちのの一一
階階のの集集合合＞＞ああるるいいはは＜＜一一階階のの原原的的なないいししはは派派生生的的なな性性質質＞＞̶̶̶̶̶̶とと結結びびつつくく形形でで「「存存在在すす
るる((eess  ggiibbtt))」」とといいうう契契機機がが含含ままれれてておおりり、、だだかからら実実数数γγはは[[実実はは]]二二階階のの実実数数ななののででああるる。。
̶̶̶̶[[そそれれにに加加ええてて]]そそれれ以以外外のの集集合合概概念念おおよよびび関関数数概概念念もも混混沌沌ととししたた性性格格をを帯帯びびてておおりり、、
そそれれがが前前述述のの悪悪循循環環をを[[ささららにに]]見見ええににくくくくししてていいるる。。            ここのの悪悪循循環環はは、、解解析析学学
のの構構成成上上ののおお手手軽軽にに除除去去可可能能なな形形式式的的欠欠陥陥ななどどとといいっったた[[甘甘っっちちょょろろいい]]ももののででははなないい。。ここ
のの悪悪循循環環のの根根源源的的なな意意味味のの認認識識ににはは、、どどれれほほどど言言葉葉（（WWoorrtt））をを尽尽くくししててもも読読者者にに伝伝ええるるここ
ととののででききなないい何何かかがが潜潜んんででいいるる。。そそれれどどこころろかか、、解解析析学学のの論論理理的的組組成成がが判判明明にに((ddeeuuttlliicchh))
意意識識さされれれればばさされれるるほほどど、、そそししてて意意識識のの眼眼差差ししががここのの論論理理的的組組成成をを完完全全かかつつ根根源源的的にに明明察察
((dduurrcchhsscchhaauueenn))すすれればばすするるほほどど、、かかええっってて、、昨昨今今のの基基礎礎づづけけのの動動向向をを見見るるににつつけけててもも((bbeeii  
ddeerr  hheeuuttiiggeenn  BBeeggrrüünndduunnggsswweeiissee)) 、、 [[ 解解 析析 学学 とと いい うう ]] ここ のの 巨巨 大大 なな 生生 物物 ((ggeewwaallttiiggee  
OOrrggaanniissmmuuss))がが、、そそのの細細胞胞のの一一つつ一一つつままでで矛矛盾盾のの病病毒毒にによよっってて蝕蝕ままれれてていいるる事事実実がが明明ららかか
ととななるるばばかかりりででああるる。。ここのの病病毒毒のの除除去去ののたためめににはは、、[[形形式式的的なな欠欠陥陥のの手手直直ししななどどででははななくく]]  
徹徹底底管管理理((dduurrcchhggrreeiiffeennddee  KKoonnttrroollllee))がが必必要要ななののででああるる。。  
  
[[訳訳者者。。WWeeyyll はは段段落落末末尾尾でで「「矛矛盾盾のの病病毒毒」」とと「「徹徹底底管管理理」」にに言言及及ししてていいるるがが、、そそれれははおおそそららくく単単ななるる言言葉葉

のの綾綾ででははなないい。。『『連連続続体体』』のの執執筆筆ががススペペイインン風風邪邪((11991188 年年))のの世世界界的的流流行行のの直直前前ででああっったたここととがが、、そそれれにに関関

係係ししてていいなないいだだろろううかか。。ススペペイインン風風邪邪のの発発端端をを 11888899 年年ののロロシシアア風風邪邪にに求求めめ、、第第一一次次世世界界大大戦戦((WWWWII))がが

そそれれをを世世界界中中にに拡拡散散ししたたととすするる有有力力なな説説ががああるる。。そそのの大大戦戦末末期期にに短短期期的的ななががらら兵兵役役ににああっったた WWeeyyll がが、、

ここのの病病気気ににつついいててリリアアルルなな不不安安をを抱抱ええてていいたた可可能能性性はは高高いい]]。。  

[[訳訳者者。。ここのの段段落落中中盤盤のの議議論論はは、、要要すするるにに「「有有界界なな集集合合ははかかななららずず上上限限をを持持つつ」」とといいうう命命題題のの不不成成立立をを語語

っってていいるる。。次次のの段段落落[[11--66--hh]]をを参参照照]]。。  
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[[11--66--hh]]        {{数数学学ににおおけけるる理理念念化化((IIddeeaalliissiieerruunngg))はは応応用用数数学学ににままでで影影響響すするる}}  
[[前前のの段段落落でで批批判判的的にに言言及及ししたたああのの]]「「階階層層化化((SSttuuffeennbbiilldduunngg))」」をを許許容容すするる解解析析学学はは、、[[私私のの
唱唱ええるる＜＜狭狭いい手手続続きき＞＞にに比比べべるるとと]]わわざざととららししくく((kküünnssttlliicchh))使使いいももののににななららなないい
((uunnbbrraauucchhbbaarr))。。そそれれはは解解析析学学本本来来のの認認識識対対象象ででああるる「「数数((ZZaahhll))」」をを見見失失っってていいるる（（[[原原著著]]2211
ペペーージジのの注注  [[つつままりり本本節節最最初初のの脚脚注注]]  をを参参照照））。。明明ららかかにに別別のの方方向向性性がが求求めめらられれてていいるるのの
ででああるる。。すすななわわちち、、存存在在概概念念のの適適用用はは基基本本カカテテゴゴリリーー（（今今のの文文脈脈でではは自自然然数数とと有有理理数数ののカカ
テテゴゴリリーー））にに限限定定しし、、[[決決ししてて]]  性性質質とと関関係係のの組組((SSyysstteemm))やや、、そそれれららにに対対応応すするる集集合合たたちちおお
よよびび実実数数たたちち等等々々のの組組ととのの絡絡みみでではは、、ここれれをを適適用用ししなないいここととがが求求めめらられれてていいるる。。狭狭いい反反復復
操操作作にに就就くくこことと、、そそれれがが唯唯一一自自然然ななややりり方方ななののででああるる。。          [[ししかかししそそれれだだけけででははなな
いい]]。。ももうう一一つつ、、ここれれはは[[数数学学のの]]  応応用用((aannwweennddeenn))分分野野でで決決定定的的なな役役割割をを果果たたすす論論点点ななののだだ
がが、、ここううししたた「「精精度度解解析析((PPrrääzziissiioonnssaannaallyyssiiss))[[  真真のの値値とと測測定定値値のの差差のの極極小小化化にに携携わわるる応応用用
数数学学的的技技法法ののここととかか??]]」」にに登登場場すするるああららゆゆるる概概念念、、事事実実、、量量、、演演算算ののななかかにに、、一一個個のの理理念念
化化((IIddeeaalliissiieerruunnggeenn))をを見見るるこことと、、[[正正確確にに言言ええばば]]そそれれららののななかかにに、、[[概概数数((UUnnggeeffäähhrr--
ZZaahhlleenn))」」演演算算にに携携わわるる近近似似数数学学((AApppprrooxxiimmaattiioonnssmmaatthheemmaattiikk))にに登登場場すするる、、[[概概念念、、事事実実、、
量量、、演演算算とと]]類類似似のの内内容容のの理理念念化化((IIddeeaalliissiieerruunnggeenn))をを見見るるこことと、、ここううししたた可可能能性性をを請請けけ負負
うう((ggaarraannttiieerreenn))ののはは、、[[存存在在概概念念のの適適用用をを基基本本カカテテゴゴリリーーよよりり上上ににままでで拡拡大大ししなないい、、ああのの
狭狭いい]]手手続続ききななののででああるる。。そそのの場場合合、、ももちちろろんん、、上上述述のの「「実実数数たたちちのの有有界界集集合合ははかかななららずず上上
限限をを持持つつ」」とといいうう類類のの命命題題はは放放棄棄((pprreeiissggeebbeenn))せせざざるるをを得得なないいがが  [[11--66--gg]]、、ししかかししここううしし
たた犠犠牲牲をを払払ええばばここそそ、、我我々々はは[[かかつつてて]]迷迷いい込込んんだだ誤誤れれるる道道にに[[二二度度とと]]迷迷いい込込ままなないいでで済済むむ
ののででああるる○○1155。。  
  
[[訳訳者者。。ここのの「「放放棄棄」」ににつついいててはは[[22--44]]もも参参照照]]。。  

  
[[11--66--ii]]              {{関関数数((FFuunnkkttiioonn))ととはは何何かか  ̶̶̶̶  正正当当なな階階層層概概念念をを踏踏ままええてて}}  
ままだだ問問題題がが残残っってていいるる。。[[我我々々はは狭狭いい方方のの手手続続ききをを採採用用すするるここととににししたたけけれれどどもも]]  、、ででははそそ
ののとときき関関数数概概念念のの方方ははどどうう設設定定ししたたももののだだろろううかか。。たたととええばば((eettwwaa))、、独独立立変変数数 tt がが対対象象カカ
テテゴゴリリーー  𝔨𝔨𝔨𝔨  ((たたととええばば自自然然数数））上上をを動動くくよよううなな、、そそししてて  [[関関数数]]値値がが実実数数ととななるるよよううなな、、そそ
ののよよううなな関関数数 xx((tt))をを考考ええよようう。。そそののとときき或或るる二二項項関関係係((bbiinnäärree  RReellaattiioomm))ががああっってて、、そそのの空空
所所 tt  ははカカテテゴゴリリーー  𝔨𝔨𝔨𝔨  にに、、ままたた空空所所 xx はは＜＜有有理理数数たたちちのの一一次次元元集集合合＞＞[[つつままりり実実数数]]にに関関係係
づづけけらられれるる筈筈だだかからら、、そそのの二二項項関関係係をを RR((xxtt))ととおおくく。。[[そそううすするるとと]]ここのの関関係係 RR がが成成立立すするる
よよううににししてて、、カカテテゴゴリリーー[[𝔨𝔨𝔨𝔨]]のの対対象象 tt にに対対ししてて、、いいやや別別のの言言いい方方ををすするるとと、、ここれれららのの対対象象たた
ちちかからら成成るる一一次次元元集集合合のの各各要要素素 tt にに対対ししてて、、性性質質((EEiiggeennsscchhaafftt))  aa))bb))cc))をを持持つつよよううなな[[11--66--
ee]]、、有有理理数数たたちちかかららななるる一一つつそそししててたただだ一一つつのの集集合合 xx[[つつままりり実実数数 xx]]がが、、割割りり当当ててらられれるるここ
ととににななるる筈筈だだかからら、、ここのの「「実実数数」」xx ををももっってて tt のの関関数数ととみみななすす[[とといいううののがが一一つつのの考考ええ方方でで
ああるる]]。。ここれれもも[[ままああ]]関関数数概概念念ににつついいててのの一一つつのの考考ええ方方ででははああるるののだだろろうう[[そそのの不不適適格格性性はは
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次次のの段段落落でで明明ららかかににななるるののだだがが]]。。            ししかかしし次次のの解解釈釈のの方方ががももっっとと自自然然
((nnaattüürrlliicchheerr))にに見見ええなないいだだろろううかか。。すすななわわちち、、実実数数 xx をを或或るる一一つつのの共共通通のの性性質質((eeiinnee  
ggeemmeeiinnssaammee  EEiiggeennsscchhaafftt))でで画画定定さされれるる<<有有理理数数たたちちのの集集合合[[つつままりり実実数数]]>>とと解解すするる点点にに
変変わわりりははなないいがが、、たただだ、、＜＜カカテテゴゴリリーー  𝔨𝔨𝔨𝔨  のの任任意意のの対対象象 tt ををここのの性性質質にに代代入入ししててもも、、xx はは
[[常常にに]]  tt にに従従属属的的((aabbhhäännggiigg))でであありり続続けけるる＞＞とといいううふふううにに関関数数をを解解釈釈すするる方方がが自自然然ででははなな
いいだだろろううかか。。            そそれれははここうう言言いい換換ええててももよよいい。。[[ままずず]]  二二項項関関係係 SS((○○○○))、、すすななわわ
ちち第第一一のの空空所所がが有有理理数数ののカカテテゴゴリリーーにに、、第第二二のの空空所所がが  𝔨𝔨𝔨𝔨  にに関関係係づづけけらられれてていいるる二二項項関関係係
SS((○○○○))かからら、、そそのの第第二二のの空空所所がが対対象象 tt でで充充填填さされれるるここととにによよっってて件件のの性性質質がが生生じじるる
((hheerrvviirrggeehheenn))なならら、、そそののとときき、、xx はは tt にに従従属属的的((aabbhhäännggiigg))とと言言うう。。すすななわわちちそそののとときき、、性性
質質 SS((○○tt))にに対対応応すするる有有理理数数たたちちのの集集合合 xx はは、、tt にに従従属属的的ななりりととさされれるるがが、、ここれれををももっってて「「xx
はは tt のの関関数数((FFuunnkkttiioonn)) ななりり」」ととすするるののででああるる。。            ななおお言言いい添添ええれればば
((iinnssbbeessoonnddeerree))、、帰帰属属すするる集集合合 xx がが実実数数のの性性質質 aa)),,bb)),,cc))をを所所有有すするるとと言言っっててもも、、そそれれはは、、
「「カカテテゴゴリリーー  𝔨𝔨𝔨𝔨  ののすすべべてて((jjeeddeerr))対対象象 tt ににつついいててもも、、そそれれにに帰帰属属すするる集集合合 xx がが実実数数のの性性質質
aa)),,bb)),,cc))をを所所有有すするる」」をを意意味味すするるととはは限限ららなないいののででああっってて、、たたととええばば「「ここののカカテテゴゴリリーーのの対対
象象たたちちのの[[或或るる]]集集合合のの、、そそののすすべべててのの要要素素 tt にに限限っってて((nnuurr))、、そそれれにに帰帰属属すするる集集合合 xx がが実実数数
のの性性質質 aa)),,bb)),,cc))をを所所有有すするる」」とといいうう意意味味ででももあありり得得るる。。  
  
[[訳訳者者。。＜＜𝔨𝔨𝔨𝔨＞＞ははドドイイツツ語語ののフフララククトトゥゥーールルのの kk（（カカーー））のの小小文文字字]]。。		

  
[[11--66--jj]]                    {{最最初初のの関関数数概概念念がが不不適適格格ででああるる理理由由}}  
  [[関関数数ににつついいてて]]  最最初初のの解解釈釈をを採採用用すするるとと、、「「二二つつのの関関数数のの和和ははままたた関関数数ににななるる」」とといいうう命命
題題((SSaattzz))すすらら成成りり立立たたなないい。。たたととええばば二二つつのの関関数数ががそそれれにに立立脚脚すするる関関係係ををそそれれぞぞれれ RR((xxtt)),,  
RR’’((xxtt))ととしし、、ままたた実実数数間間のの関関係係 xx++yy==zz ををΣΣ((xxyyzz))とと表表記記すするるなならら、、二二つつのの関関数数のの和和はは次次のの
関関係係かからら生生ままれれるる。。すすななわわちち、、  RR((xxtt))・・RR’’((yytt))・・ΣΣ((xxyyzz))＝＝RRRR’’ΣΣ((xxyyzztt));;    RRRR’’ΣΣ((※※※※zztt))..  
そそううすするるとと、、和和をを構構築築すするるたためめににはは、、基基本本カカテテゴゴリリーーにに関関係係づづけけらられれてていいなないい空空所所[[zz]]のの充充
填填がが必必要要ににななるるがが、、[[そそのの空空所所がが基基本本カカテテゴゴリリーーにに関関係係づづけけらられれてていいなないい以以上上]]、、そそれれのの充充
填填ににはは＜＜※※（（存存在在すするる））＞＞をを利利用用せせざざるるをを得得なないい。。ととこころろがが「「狭狭いい手手続続きき」」をを遵遵守守すするるとと
決決断断ししたた我我々々ににははそそれれががででききなないいののででああるる。。                    ここれれにに対対ししてて二二つつ目目のの関関数数概概念念をを
ととるるとときき、、二二つつのの関関数数のの和和がが関関数数ににななるるここととはは明明白白ででああるる。。            そそれれにに加加ええてて、、
[[二二つつ目目のの関関数数概概念念をを擁擁護護すするる材材料料ががももうう一一つつ見見つつかかるるののででああっってて、、実実ははそそののここととはは前前節節
[[§§55]]でで既既にに話話題題ににななっってていいるる((ffeerrnneerr  zzeeiiggttee  ssiicchh  iimm  vvoorriiggeenn  PPaarraaggrraapphheenn))。。[[実実際際、、思思いい
出出ししてて頂頂ききたたいいののだだがが]]、、カカンントトーールルはは「「連連続続体体はは加加算算ででなないい」」とといいうう命命題題をを証証明明ししたたののだだ
っったた。。  つつままりり彼彼はは、、「「すすべべててのの自自然然数数 nn にに対対ししてて自自然然数数たたちちのの集集合合 TT をを配配属属すするる
((zzuuoorrddnneenn))関関数数ででああっってて、、ししかかもも自自然然数数たたちちのの任任意意のの((jjeeddee))集集合合 TT ががそそのの関関数数値値ととししてて登登
場場すするる((aauuffttrreetteenn))よよううなな関関数数 TT((nn))はは存存在在ししなないい」」とといいうう命命題題をを証証明明ししたたののだだっったたがが  、、[[よよ
くくよよくく見見るるとと]]ここのの議議論論ににはは、、＜＜関関数数＞＞概概念念をを二二つつ目目のの意意味味ににととるるここととがが[[暗暗黙黙のの]]前前提提ととしし
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てて 含含 まま れれ てて いい るる 。。             [[ ささ らら にに ]] ココ ーー シシ ーー のの 収収 束束 原原 理理 ((CCaauucchhyy’’sscchhee  
KKoonnvveerrggeennzzpprriinnzziipp))ももままたた、、[[関関数数概概念念のの]]二二つつ目目のの解解釈釈をを支支持持すするるがが（（ここれれににつついいててはは第第
二二章章をを参参照照[[22--44--bb]]））、、ここののここととがが解解析析学学をを構構築築すするるにに当当たたっってて決決定定的的意意義義をを有有すするるここととはは
言言ううままででももなないい。。  
  
[[11--66--kk]]                      {{関関数数概概念念のの確確定定}}  
ここれれららのの事事情情をを勘勘案案すすれればば、、次次にに述述べべるる関関数数概概念念にに行行きき着着くくののはは必必然然でであありり、、そそのの重重要要性性
はは一一目目瞭瞭然然ででああるる。。たたととええばば関関係係 RR((uuvv｜｜xxyyzz))をを考考ええよようう。。たただだそそのの[[五五つつのの]]空空所所でではは、、空空
所所 uu,,vv がが従従属属的的((aabbhhäännggiigg))、、空空所所 xx,,yy,,zz がが独独立立的的((uunnaabbhhäännggiigg))ととすするる。。ちちななみみにに  空空所所たた
ちちはは二二ググルルーーププでであありり[[そそれれぞぞれれ]]順順序序づづけけらられれてていいるる。。            ささてて、、[[後後者者のの三三つつのの]]
独独立立的的空空所所たたちちををそそれれぞぞれれ、、当当該該カカテテゴゴリリーーのの任任意意のの対対象象 xx,,yy,,zz でで充充填填すするるとと、、RR はは、、（（順順
序序づづけけらられれたた））「「従従属属的的」」空空所所だだけけをを残残すす関関係係 RR((○○○○｜｜xxyyzz))にに転転ずずるる。。ここのの関関係係 RR((○○○○｜｜xxyyzz))
にに対対応応すするる二二次次元元集集合合ををФФ((xxyyzz))ととすするるとと[[ここれれはは数数学学的的過過程程にによよるる]]、、そそれれがが xx,,yy,,zz にに従従属属
すするる((aabbhhäännggeenn))二二次次元元集集合合、、つつままりり独独立立的的変変数数xx,,yy,,zzのの「「値値((WWeerrttee))」」たたちちのの関関数数((FFuunnkkttiioonn))
ななののででああるる。。[[ここれれががままささにに求求めめるる関関数数概概念念ででああるる]]。。                （（確確かかにに或或るる関関数数値値
((FFuunnkkttiioonnsswweerrtt))、、すすななわわちち[[或或るる充充填填でで]]生生ままれれるる或或るる集集合合はは、、そそのの充充填填にに利利用用さされれたた対対象象
たたちち  ̶̶̶̶  つつままりり独独立立的的変変数数のの[[或或るる一一組組のの]]値値たたちち̶̶̶̶にに従従属属的的ででははああるるけけれれどどもも、、ここのの
[[一一つつ一一つつのの]]集集合合がが帰帰属属すするる((aannggeehhöörreenn))カカテテゴゴリリーーそそれれ自自体体((aann  ssiicchh))はは、、[[独独立立的的変変数数のの
値値たたちちのの如如何何にに拘拘ららずず]]  一一定定ででああるる((bbeessttiimmmmtt))。。すすななわわちち、、RR ににおおいいてて uu とと vv がが関関与与づづけけ
らられれてていいたたののとと同同じじ対対象象カカテテゴゴリリーーにに、、そそのの空空所所たたちちもも関関与与づづけけらられれるるよよううなな二二次次元元的的集集
合合たたちちののカカテテゴゴリリーー））。。  我我々々のの定定義義にによよれればば、、関関係係づづけけ((BBeezziieehhuunnggeenn))  
                  RR((uuvv｜｜xxyyzz))    とと      ((uu,,vv::  ФФ((xxyyzz))))  
はは同同義義((gglleeiicchhbbeeddeeuutteenndd))ななののででああるる。。  
  
[[訳訳者者。。文文末末のの「「我我々々のの定定義義」」ととはは、、[[11--66--bb]]ででのの関関係係εεのの定定義義ののここととだだろろううかか]]。。  

  
[[11--66--ll]]                  {{ももっっとともも簡簡単単なな関関数数のの例例}}  
実実例例。。RR ととししてて関関係係づづけけεε((xxXX))のの否否定定  	𝛆𝛆"((xxXX))  をを考考ええるる。。[[ままずず]]  或或るる対対象象カカテテゴゴリリーーをを考考
ええ、、空空所所 xx ははここのの対対象象カカテテゴゴリリーーにに関関与与的的ととししてておおくく。。[[そそここでで]]  そそのの対対象象カカテテゴゴリリーーにに帰帰
属属すするる要要素素((EElleemmeennttee))たたちちをを一一次次元元集集合合とと見見立立てててて、、ここれれらら一一次次元元集集合合たたちちののカカテテゴゴリリーー
にに空空所所 XX はは関関与与的的ととすするる。。そそここでで xx をを従従属属側側、、XX をを独独立立側側とと見見ななすすとと、、ここれれ[[	𝛆𝛆"((xxXX))]]かからら、、
各各集集合合  XX  にに対対ししてて  XX  のの補補集集合合	𝐗𝐗"  をを値値ににととるる関関数数ФФ((XX))がが得得らられれるる。。        ちちななみみにに
ここのの関関数数はは、、独独立立「「パパララメメーータターー((AArrgguummeenntt))」」とと関関数数値値ととがが同同じじカカテテゴゴリリーーにに属属すす一一変変数数
関関数数ののななかかでで、、ももっっとともも簡簡単単なな例例をを与与ええるる。。  
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                                          §§77  代代入入原原理理とと反反復復原原理理  
[[11--77--aa]]  
すすででにに§§55 でで言言及及ししてておおいいたた反反復復原原理理（（PPrriinnzziipp  ddeerr  IItteerraattiioonn））にに最最終終的的かかつつ全全面面的的なな定定
式式化化ををももたたららすすももののががああるるととすすれればば、、そそれれはは、、先先程程来来[[§§66]]、、我我々々がが目目をを向向けけてていいるるああのの＜＜
自自然然なな関関数数概概念念＞＞をを措措いいててはは考考ええらられれなないい。。  任任意意のの演演算算領領域域かからら出出発発すするるとといいうう、、[[§§55 でで
一一度度はは着着手手ししたたもものののの＜＜§§77 にに譲譲るる＞＞とといいうう形形でで中中断断ししたた、、ああのの]]一一般般的的考考察察にに、、ここのの自自然然
なな関関数数概概念念をを擁擁ししてて再再びび挑挑戦戦すするるここととににししよようう。。[[たただだしし関関数数のの]]反反復復原原理理をを語語るるにに前前にに、、
[[集集合合のの]]代代入入原原理理((PPrriinnzziipp  ddeerr  SSuubbssttiittuuttiioonn))にに触触れれてておおくく必必要要ががああるる。。  
  
[[11--77--bb]]              {{代代入入原原理理のの具具体体的的なな適適用用例例}}  
77..    SS((xx  ww  UU))  とと RR((uu  vv││xx  yy  zz))  ははいいずずれれもも関関係係((RReellaattiioonn))ととすするる。。ななおお（（SS のの））空空所所 UU はは
二二次次元元集集合合たたちちののカカテテゴゴリリーーにに関関与与的的でであありり、、ししかかししそそのの二二次次元元集集合合たたちちのの空空所所たたちちはは、、
[[関関係係]]  RR のの空空所所 uu,,vv にに割割りり当当ててらられれてていいるる[[ののとと同同じじ]]カカテテゴゴリリーーにに関関与与的的ととすするる。。ままたた RR
のの空空所所 xx とと、、同同じじくく xx とと表表記記さされれたた SS のの空空所所 xx はは、、どどちちららもも同同じじ対対象象カカテテゴゴリリーーにに関関与与
的的ととすするる。。            [[ささてて]]  関関係係  RR のの空空所所 uu  vv がが  [[xx  yy  zz にに対対ししてて]]  従従属属的的ででああるるととすす
るるとと、、[[ままずず]]  関関係係 RR かからら関関数数ФФ((xxyyzz))がが生生ままれれるる。。ここのの関関数数[[ФФ((xxyyzz))]]のの値値((WWeerrtt))はは、、[[前前述述
のの UU にに 関関 すす るる 仮仮 定定 にに よよ りり ]] 、、 空空 所所 UU にに 帰帰 属属 すす るる ○○1166 集集 合合 [[ たた ちち のの ]] カカ テテ ゴゴ リリ ーー
((MMeennggeennkkaatteeggoorriiee))にに割割りり振振らられれるるここととににななるるがが、、ここれれはは（（四四つつのの空空所所 xx  yy  zz  ww をを持持つつ））
関関係係 SS((xx,,ww,,  ФФ((xxyyzz))))がが構構成成さされれたたここととをを意意味味すするる。。  
  
[[11--77--cc]]                {{代代入入原原理理のの一一般般的的有有効効性性}}  
前前段段落落でではは[[代代入入]]原原理理をを具具体体例例にに絞絞っってて定定式式化化ししたたののだだがが、、そそれれはは分分かかりりややすすささをを意意図図しし
ててののここととででああるる。。だだががここのの原原理理がが一一般般的的にに有有効効ででああるるここととはは明明白白だだろろうう。。ちちななみみにに私私はは、、
RR がが独独立立的的なな空空所所ををいいっっささいい持持たたなないいケケーーススもも、、だだかからら空空所所 UU にに代代入入さされれるるののがが、、与与ええ
らられれたた主主題題配配列列的的なな関関係係 RR にによよっってて定定義義さされれるる特特定定のの集集合合((MMeennggee))[[だだけけ]]ででああるるよよううななケケ
ーーススもも、、限限界界事事例例((GGrreennzzffaallll))ととししてて容容認認すするる。。そそのの場場合合、、§§22 ににおおいいてて原原理理 22 がが、、基基本本カカ
テテゴゴリリーーにに関関与与すするる空空所所たたちちのの充充填填にに果果たたししたたののとと同同じじ役役割割をを、、代代入入原原理理はは、、集集合合たたちちかか
ららななるるカカテテゴゴリリーー（（KKaatteeggoorriieenn  vvoonn  MMeennggeenn））にに関関与与すするる空空所所たたちち[[のの充充填填にに]]果果たたすすこことと
ににななるる。。たただだししそそここかからら、、代代入入((SSuubbssttiittuuttiioonn))はは確確定定ししたた集集合合((bbeessttiimmmmttee  MMeennggee))にに適適用用
ででききるるとといいうう[[ここのの]]拡拡張張((EErrwweeiitteerruunngg))にに加加ええてて、、代代入入はは関関数数（（FFuunnkkttiioonn））ににもも適適用用ででききるる
とといいうう拡拡張張ががささららにに導導かかれれるる[[項項目目 88 をを見見よよ]]。。  
  
[[11--77--dd]]                      {{反反復復のの原原理理}}  
88..（（反反復復のの原原理理））。。    次次ののよよううなな関関係係 RR((xx  xx’’||XX))をを考考ええるる。。ここのの関関係係はは二二つつのの空空所所かからら成成りり、、
一一つつはは従従属属的的なな群群れれ((GGrruuppppee))  xx  xx’’でであありり、、他他方方はは独独立立的的なな群群れれ XX でであありり、、ししかかもも  [[そそれれ
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ぞぞれれ]]  順順序序づづけけらられれ((ggeeoorrddnneett))てていいるるととすするる。。ななおお[[後後者者つつままりり]]  独独立立的的なな空空所所 XX はは二二次次元元
的的なな集集合合たたちちののカカテテゴゴリリーーにに関関与与しし、、ししかかももそそのの[[カカテテゴゴリリーーにに属属すす]]各各集集合合のの空空所所はは、、そそ
れれははそそれれでで、、RR のの従従属属的的なな空空所所  xx  xx’’がが関関与与ししてていいるるののとと同同じじ対対象象カカテテゴゴリリーーにに関関与与的的とと
すするる。。[[ささてて関関係係]]  RR かからら生生ままれれるる関関数数((FFuunnkkttiioonn))ををΦΦ((XX))とと表表記記しし、、[[ささららにに]]ここのの関関数数のの値値
域域がが、、((§§66 のの末末尾尾のの実実例例ででそそううししたたよよううにに))パパララメメーータターーXX のの値値域域((WWeerrttee))がが属属すすののとと同同じじ
カカテテゴゴリリーーのの集集合合ででああるるよよううににすするる。。[[そそののとときき]]  次次ののももののがが形形成成ででききるるここととをを保保証証すするる
ののがが、、代代入入原原理理ででああるる。。すすななわわちち、、  

                  RR22((xx  xx’’||XX))==  RR((xx  xx’’||ΦΦ((XX))))。。  
    

（（ここのの場場合合、、RR22 かからら生生ままれれるる関関数数はは反反復復関関数数  ΦΦ((ΦΦ((XX))))  ででああるる。。））[[ちちななみみにに]]  関関係係 RR はは RR11  

とともも表表記記ででききるる。。ままたた RR22 かかららはは            
      RR33  ((xx  xx’’||XX))==  RR22((xx  xx’’||ΦΦ((XX))))    

がが作作らられれるる、、云云々々。。よよっっててすすべべててのの自自然然数数 nn ににつついいてて、、一一般般にに、、  
RRnn++11((xx  xx’’||XX))==  RRnn((xx  xx’’||ΦΦ((XX))))      たただだしし RR11 はは RR にに同同じじ。。  

  
RR11,,  RR22,,  RR33,,……..はは、、たただだ一一つつのの関関係係 RR((nn  ;;  xxxx’’||XX))かからら生生ままれれたた関関係係たたちち、、ししかかもも「「自自然然数数」」
ののカカテテゴゴリリーーにに関関係係づづけけらられれたたそそのの空空所所 nn をを、、11,,  22,,  33 でで順順番番にに((ddeerr  RReeiihhee  nnaacchh))充充填填すす
るるここととにによよっってて生生ままれれたた関関係係たたちち、、とと解解すするるここととががででききるる。。  
  
[[11--77--ee]]              {{反反復復とといいうう出出来来事事((VVoorrggaanngg))ははどどここかからら来来るるかか}}  
ここのの[[反反復復]]原原理理がが、、自自然然数数のの役役割割((BBeeddeeuuttuunngg))にに[[初初めめてて]]実実効効性性をを付付与与すするる((DDiieesseess  PPrriinnzziipp  
bbrriinnggtt  ddiiee  BBeeddeeuuttuunngg  ddeerr  nnaattüürrlliicchheenn  ZZaahhlleenn  zzuurr  GGeellttuunngg))。。ななぜぜなならら[[自自然然数数]]列列[[そそれれ
自自体体]]はは或或るる出出来来事事((VVoorrggaanngg))ののたためめのの一一般般的的でで抽抽象象的的なな図図式式((SScchheemmaa))にに過過ぎぎずず、、何何ららかか
のの基基礎礎的的過過程程((eeiinneess  eelleemmeennttaarreenn  PPrroozzeesssseess))がが延延々々とと繰繰りり返返しし（（IItteerraattiioonn））行行わわれれるるここ
ととでで初初めめてて、、ここのの出出来来事事がが[[現現実実にに]]成成りり立立つつかかららででああるる。。          たただだしし原原理理のの一一般般性性をを
担担保保すするるたためめににはは、、ささららにに三三つつのの拡拡張張((eerrwweeiitteerrnn))がが必必要要ででああるる。。第第一一にに、、RR ののななかかにに、、独独
立立的的なな空空所所 XX 以以外外ににもも、、反反復復にに関関係係ししなないい別別のの空空所所ががああるる可可能能性性[[をを考考ええてておおくく必必要要ががああ
るる]]。。第第二二にに、、[[一一つつのの]]XX ででははななくくてて、、複複数数のの空空所所がが同同時時にに反反復復をを被被るる可可能能性性[[もも考考ええてておおくく
必必要要性性ががああるる]]。。たたととええばば、、  
                              RR((xxxx’’||XXYY)),,  SS((yy||XXYY))  
とといいうう二二つつのの関関係係ががああっってて、、[[そそれれぞぞれれ]]空空所所はは先先ほほどど述述べべたたよよううなな仕仕方方でで従従属属的的とと独独立立的的
ととにに分分けけらられれてておおりり、、ままたたそそここかからら二二つつのの関関数数ΞΞ((XXYY))おおよよびびНН((XXYY))がが生生じじ、、ししかかもも空空所所 XX
はは、、関関数数値値ΞΞがが割割りり当当ててらられれるるののとと同同じじ二二次次元元集集合合ののカカテテゴゴリリーーにに、、空空所所 YY はは関関数数値値НН
がが割割りり当当ててらられれるるののとと同同じじ一一次次元元集集合合ののカカテテゴゴリリーーにに関関与与すするるももののととすするる。。ここううししてて、、反反
復復さされれたた諸諸関関係係のの構構築築ののたためめのの条条件件がが揃揃っったたここととににななるる。。すすななわわちち、、  

RR((11;;  xx  xx’’｜｜XXYY))==RR((xx  xx’’｜｜XXYY));;    RR((nn++11;;  xxxx’’｜｜XXYY))==RR((nn;;xx  xx’’｜｜ΞΞ((XXYY)),,  НН((XXYY))))  
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SS((11;;    yy｜｜XXYY))==SS((    yy｜｜XXYY));;    SS((nn++11;;    yy｜｜XXYY))==SS((nn;;    yy｜｜ΞΞ((XXYY)),,  НН((XXYY))))  
最最後後にに（（第第三三にに））、、nn 番番目目のの手手続続ききでで代代入入さされれるる関関数数そそれれ自自体体がが nn にに依依存存すするるケケーーススががああ
りり得得るる。。最最後後のの空空所所がが自自然然数数ののカカテテゴゴリリーーにに関関与与的的ででああるる関関係係をを RR((xxxx’’｜｜XX  nn))ととしし（（他他のの
空空所所ににつついいててはは従従前前のの仮仮定定ののままままととすするる））、、そそここかからら生生ままれれるる関関数数ををΦΦ（（XX  nn））ととししよようう。。
[[そそののとときき]]関関係係 RR※※にに至至るるままででのの反反復復はは次次のの式式でで書書けけるるののででああるる。。  

RR※※((  xxxx’’｜｜XX11))==RR((xxxx’’’’｜｜XX  11)),,  
  RR※※((  xxxx’’’’｜｜XX,,  nn++11))==  RR※※((xxxx’’｜｜ΦΦ（（XX、、nn++11））,,  nn))  

  
[[訳訳者者。。ΞΞととННははギギリリシシアア文文字字ξξ（（ククシシーー））ののηη((エエーータタ))のの大大文文字字]]。。  

  
[[11--77--ff]]                    {{ベベククトトルルのの自自然然数数倍倍}}  
反反復復原原理理ののななかかででももととくくにに複複雑雑ななののはは、、数数学学固固有有のの((ssppeezziiffiisscchh  mmaatthheemmaattiisscchhee))反反復復原原理理  
ででああるる。。そそれれがが使使用用さされれたた例例ととししてて、、§§55 でで話話題題ににししたたベベククトトルルのの自自然然数数倍倍（（VVeekkttoorr--  
VVeerrvviieellffaallttiigguunngg））をを考考察察ししててみみよようう。。「「ベベククトトルル」」とといいううカカテテゴゴリリーーにに関関係係づづけけらられれ空空所所  
ををドドイイツツ小小文文字字でで表表しし、、二二次次元元ベベククトトルル集集合合たたちちののカカテテゴゴリリーーにに関関係係づづけけらられれたた空空所所ををドド  
イイツツ大大文文字字でで表表すす。。XX00 はは関関係係σσ((xxyyxx))にに対対応応すするる二二次次元元ベベククトトルル集集合合をを意意味味すするる。。そそここでで  
                          εε((𝔵𝔵𝔷𝔷𝔛𝔛)・・σσ((𝔵𝔵𝔷𝔷𝔷𝔷)｜｜ZZ==**  ==  RR((𝔵𝔵 𝔶𝔶｜｜𝔛𝔛))          とと置置くくとと、、 

反反復復にによよっってて RR((nn;;  𝔵𝔵𝔶𝔶｜｜𝔛𝔛  ))をを得得るる。。ななおお RR((nn;;  𝔵𝔵𝔵𝔵｜｜𝔛𝔛oo))はは関関係係づづけけ yy＝＝nn	𝔵𝔵  ででああるる。。  
  
[[11--77--gg]]                        {{個個数数}}  
ももうう一一つつのの例例をを挙挙げげるる。。或或るる基基本本カカテテゴゴリリーーのの要要素素たたちちかかららななるる集集合合のの「「個個数数
((AAnnzzaahhll))」」ががここのの集集合合のの関関数数ででああるるここととをを示示しし、、同同時時ににここのの関関数数をを構構成成ししよよううとと思思うう。。
ララテテンン小小文文字字はは例例のの基基本本カカテテゴゴリリーーをを、、ララテテンン大大文文字字ははそそののカカテテゴゴリリーーのの対対象象たたちちのの一一
次次元元集集合合をを、、ギギリリシシアア大大文文字字ははここれれららのの集集合合たたちちのの集集合合をを、、そそれれぞぞれれ表表すす。。ΩΩははここのの最最
後後のの集集合合のの＜＜全全体体集集合合＞＞」」をを表表すす（（どどのの集集合合カカテテゴゴリリーーににもも空空集集合合とと全全体体集集合合ははああるる））。。
関関数数εε（（yyXX））・・𝑱̅𝑱  ((xxyy))    {{つつままりり yy はは xx とと異異ななるる XX のの要要素素ででああるる}}ににおおいいてて、、  yy はは従従属属的的
ととすするる。。ここここかからら関関数数 FF((xx  XX))がが生生ままれれるる。。{{つつままりり xx とと異異ななるる XX ののすすべべててのの要要素素のの集集
合合}}。。εε((UU  ΞΞ））のの UU ににここれれをを代代入入すするるとと  εε((FF((xx  XX))、、ΞΞ））・・εε((xx  XX))｜｜xx==**  ==δδ((XX｜｜ΞΞ))    をを
得得るる。。{{つつままりり、、  XX のの要要素素でで、、xx とと異異ななるる XX ののすすべべててのの要要素素はは、、そそれれははそそれれでで、、ΞΞのの要要
素素ででああるるよよううなな集集合合ををななすす}}。。ここのの関関係係づづけけがが反反復復さされれてて  δδ((nn;;  XX｜｜ΞΞ))  をを得得るる。。ここのの場場
合合、、δδ((nn;;  XX｜｜ΞΞ))＝＝αα((nn  XX））はは「「XX はは少少ななくくとともも nn 個個のの要要素素かかららななるる」」（（「「XX かからら要要素素をを
順順次次 nn 回回、、取取りり除除いいてていいくくここととががででききるる」」をを意意味味すするる。。          自自然然数数のの一一次次元元のの集集
合合とといいううカカテテゴゴリリーーににおおけけるる空空集集合合をを、、「「個個数数 00」」とと名名づづけけるる。。全全体体集集合合はは「「個個数数∞∞」」、、nn
以以下下のの自自然然数数のの集集合合をを「「個個数数 nn」」とと呼呼ぶぶ。。（（ここれれがが、、nn 個個のの要要素素のの標標準準集集合合
((NNoorrmmaallmmeennggee))でであありり、、他他のの集集合合はは数数ええるるとといいうう行行為為にによよっっててそそれれにに帰帰着着すするる))。。関関数数
αα((nn  XX））ににおおいいてて、、nn をを従従属属的的、、XX をを独独立立的的とと考考ええれればば、、そそここかからら関関数数  𝔑𝔑((XX))==＜＜XX のの要要
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素素のの個個数数＞＞  がが得得らられれるる。。ここれれはは空空集集合合にに対対ししててだだけけ 00 でであありり、、すすべべててのの無無限限集集合合○○1177ににつつ
いいてて∞∞ででああるる。。数数はは「「基基数数((KKaarrddiinnaallzzaahhll))」」とといいうう仕仕方方でで数数限限定定ににおおいいてて一一定定のの役役割割をを果果
たたすすけけれれどどもも、、我我々々ははそそのの基基数数がが、、数数にに備備わわるる、、反反復復をを抽抽象象的的かかつつ純純粋粋にに表表現現すするるとといい
うう本本源源的的なな((UUrrsspprrüünngglliicchh))機機能能にに由由来来すするるここととをを、、厳厳密密なな仕仕方方でで確確認認すするるここととががででききたた
ののででああるる○○1188。。  
 

[訳訳者者。。𝔑𝔑ははフフララククトトゥゥーールルのの NN]]。。  

	

[[11--77--hh]]  
論論理理学学ににつついいててのの議議論論((§§33))をを踏踏ままええれればば、、定定義義原原理理ののリリスストトがが拡拡張張さされれたたののにに伴伴っってて、、当当
然然、、推推論論形形式式((SScchhlluußßffoorrmmeenn))のの拡拡張張がが引引きき起起ここさされれるる。。特特にに反反復復原原理理はは、、ベベルルヌヌーーイイのの nn
かからら nn++11 へへのの推推論論すすななわわちち「「完完全全帰帰納納法法にによよるる推推論論」」ををももたたららすす。。  
  
  
  
  
                                      §§88      [[解解析析学学のの]]エエレレメメンンタタのの最最終終的的定定式式化化  
                  ̶̶̶̶  観観念念的的要要素素のの導導入入((EEiinnffüühhrruunngg  iiddeeaalleerr  EElleemmeennttee))  ̶̶̶̶    
  
[[11--88--aa]]                {{<<関関係係のの同同一一性性>>とと<<集集合合のの同同一一性性>>}}  
我我々々はは古古いいイイメメーージジかからら新新ししいいイイメメーージジにに移移りり住住むむとといいうう課課題題にに取取りり組組んんででききたたののだだがが、、
いいかかんんせせんん、、見見晴晴ららししののいいいい場場所所にに立立ととううとと思思ええばば藪藪草草ととのの格格闘闘はは避避けけらられれなないい。。私私だだっっ
ててここここままでで最最短短距距離離をを歩歩んんででききたたとと言言ええたた柄柄ででははなないいののだだ。。      ししかかしし[[ここうういいううこことと
ががああるる]]。。我我々々ははももうう後後生生大大事事にに、、＜＜階階をを一一つつ上上ががるるごごととにに((iinn  eeiinnzzeellnneenn  SSttuuffee))、、関関係係とと
そそれれにに割割りり当当ててらられれるる集集合合がが[[いいちちいいちち]]産産出出さされれるる＞＞とといいっったた考考ええ方方ににここだだわわるる必必要要ははなな
いい。。[[ここのの場場合合、、＜＜階階段段をを上上ががるるごごととにに、、関関係係ととそそれれにに割割りり当当ててらられれるる集集合合ががいいちちいいちち産産出出
さされれるる＞＞ととはは]]、、一一階階ととはは、、そそのの要要素素たたちちがが基基本本カカテテゴゴリリーーにに割割りり当当ててらられれるるすすべべててのの集集
合合たたちちををななすすももののでで、、二二階階ととはは、、そそのの空空所所がが基基本本カカテテゴゴリリーーにに関関係係づづけけらられれてていいるるかか、、ああ
るるいいはは一一階階のの集集合合たたちちののカカテテゴゴリリーーにに関関係係づづけけらられれるるよよううななすすべべててのの集集合合たたちちででああるるよよ
ううななももののををいいうう、、（（以以下下同同様様））・・・・・・みみたたいいなな考考ええ方方をを言言っってていいるる。。ししかかししももううここんんなな考考ええ
方方にに執執着着すするる必必要要ははなないいののだだ。。ななぜぜなならら代代入入原原理理とと反反復復原原理理がが導導入入さされれたたかかららででああるる。。            
ももちちろろんん、、たたととええばば先先行行すするる階階へへのの「「先先祖祖返返りり((RRüücckksscchhllääggee))」」はは、、代代入入原原理理にに従従ううとときき
ででもも起起ここりりははすするる。。ででもも((ddoocchh))、、  [[旧旧式式のの発発想想にに従従ううととききののよよううにに]]循循環環にに陥陥っってて無無意意味味化化
ししかかねねなないい定定義義かかららはは護護らられれてていいるるののででああっってて、、そそれれはは、、[[代代入入原原理理にによよっってて]]  [[§§22 のの]]存存在在
原原 理理 66 のの 適適 用用 がが [[ 実実 質質 的的 にに ]] 基基 本本 カカ テテ ゴゴ リリ ーー にに 抑抑 ええ 込込 まま れれ たた おお 陰陰 でで ああ るる 。。                
直直観観的的にに分分かかりりややすすいい((AAnnsscchhaauulliicchhkkeeiitt))とといいううののはは大大事事ななここととだだかからら、、「「関関係係ととそそれれにに割割



 

 43 

りり当当ててらられれるる集集合合がが発発生生的的にに((ggeenneettiisscchh))産産出出さされれるる((eerrzzeeuuggtt))」」いいうう[[直直観観的的]]イイメメ－－ジジをを捨捨
ててははししなないい。。たただだそそのの場場合合、、産産出出((EErrzzeeuuggiinngg))とといいううここととをを、、§§44 でで言言及及ししたた[[性性質質かからら集集合合
へへとと進進むむ]]数数学学的的過過程程のの反反復復((IItteerraattiioonn))をを、、[[ああたたかかもも]]階階段段をを移移動動すするるかかののよよううにに
((ssttuuffeennwweeiissee))[[つつままりり、、いいちちいいちち先先行行すするる階階すすべべててをを踏踏ままええてて]]起起ここるるとといいうう意意味味ににででははなな
くく、、単単にに作作用用ののたたびびににパパララレレルルなな仕仕方方でで((iinn  llaauutteerr  ppaarraalllleenn  EEiinnzzeellnnaakktteenn  ))起起ここるるとといいうう
意意味味ににととろろううででははなないいかか、、とと提提案案ししてていいるる[[だだけけなな]]ののででああるる。。そそのの眼眼目目はは、、上上述述のの[[一一連連のの]]
定定義義原原理理をを通通じじてて、、基基本本カカテテゴゴリリーーにに関関与与的的なな[[一一連連のの]]原原的的関関係係おおよよびびεε[[だだけけ]]かからら、、諸諸
関関係係のの総総体体((GGeessaammmmtthheeiitt))がが導導かかれれるる点点ににああるる。。              ここのの場場合合、、主主題題配配列列的的なな
或或るる関関係係ににはは、、諸諸対対象象のの国国((RReeiicchh))かからら、、[[数数学学的的過過程程とといいうう仕仕方方でで]]或或るる「「集集合合（（MMeennggee））」」
がが対対応応((eennttsspprreecchheenn))づづけけらられれるる訳訳だだがが○○1199 [[[[11--44--bb]],,[[11--44--ff]]]]、、そそのの対対応応はは[[存存在在にに立立脚脚すするる対対
応応ででははななくく]]  何何ははととももああれれ((zzuunnääcchhsstt))純純然然たたるる形形式式上上のの((rreeiinn  ffoorrmmaall))対対応応ででああるる。。[[ささてて対対
応応がが純純然然たたるる形形式式的的対対応応だだととははここうういいうう意意味味ででああるる]]。。関関係係とと関関係係がが同同義義的的((ssiinnnngglleeiicchh))なな
らら 両両 者者 はは 区区 別別 すす るる ((uunntteerrsscchhiieeddeenn)) 必必 要要 はは なな いい しし 、、 そそ れれ ぞぞ れれ にに 割割 りり 振振 らら れれ たた
((kkoorrrreessppoonnddiieerreenn))集集合合とと集集合合もも区区別別すするる必必要要ははなないい。。ししかかししそそれれ以以外外のの場場合合((ddaarrüübbeerr  
hhiinnaauuss))、、つつままりり関関係係とと関関係係がが異異義義的的（（ssiinnnnvveerrsscchhiieeddeenn））ななとときき、、両両者者はは同同じじ((gglleeiicchh))かか
否否かか、、ままたたそそれれぞぞれれにに対対応応すするる集集合合とと集集合合がが同同じじかか否否かかとといいううここととににつついいててはは、、当当面面
((vvoorreerrsstt))決決定定的的ななここととはは何何ひひととつつ言言ええなないい。。だだかからら、、関関係係をを定定義義（（DDeeffiinniittiioonn））すするるにに当当
たたっっててはは、、集集合合間間のの同同等等性性((GGlleeiicchhhheeiitt))とといいうう関関係係づづけけ((BBeezziieehhuunngg))をを使使っっててははななららなないい
ののだだ、、とと。。[[ここれれがが、、対対応応がが形形式式的的対対応応ででああるるとといいううここととのの意意味味ででああるる。。ししかかししででははどどううすす
れればば<<関関係係のの定定義義>>にに至至るるここととががででききるるののかか]]。。              上上述述のの仕仕方方でで構構成成さされれたた関関
係係 RR、、ししかかもも空空所所ががすすべべてて基基本本カカテテゴゴリリーーにに関関与与的的なな関関係係 RR をを考考ええるる。。すするるとと、、ここののカカテテ
ゴゴリリーーのの或或るる((iirrggeennddwweellcchhee)) 対対象象がが関関係係 RR をを満満たたすす[[ 充充填填すするる]] とといいうう申申しし立立てて
((BBeehhaauuppttuunngg))はは有有意意でであありり、、そそししてて[[有有意意ででああるる以以上上]]  そそれれ自自体体、、真真ままたたはは偽偽((wwaahhrr  ooddeerr  
ffaallsscchh))ででああるる。。ししたたががっってて、、[[ここここでで関関係係 RR にに加加ええてて関関係係 RR’’をを考考ええてて]]、、「「関関係係 RR をを満満たたすす
すすべべててのの要要素素組組((EElleemmeenntteennssyysstteemm))はは関関係係 RR’’もも満満たたしし、、逆逆もも言言ええるるかか((oobb))」」とといいううこことと自自
体体、、真真ままたたはは偽偽ででははああるるだだろろうう。。そそここでで仮仮ににそそれれがが真真なならら、、[[ここれれらら二二つつのの関関係係にに]]対対応応すす
るる[[二二つつのの]]集集合合をを同同一一視視((iiddeennttiiffiizziieerreenn))ししよよううででははなないいかか、、とと。。          ささててここののよようう
ななややりり方方でで一一階階のの集集合合たたちちのの同同定定((iiddeennttiiffiizziieerreenn))がが終終了了ししたたそそのの後後にに((nnaacchhddeemm))[[初初めめ
てて]]（（私私はは発発生生論論的的なな口口調調をを蒸蒸しし返返ししてていいるる））、、一一部部はは基基本本カカテテゴゴリリーーにに、、一一部部はは一一階階のの集集
合合たたちちののカカテテゴゴリリーーににそそのの空空所所がが関関与与的的ででああるるよよううなな、、そそんんなな関関係係たたちちにに進進むむここととももでできき
るるののだだしし、、[[ままたた]]ここののよよううなな二二つつのの関関係係にに対対ししてて、、片片方方をを満満たたすすどどんんなな要要素素対対ででもも他他方方のの
そそれれをを満満足足すするるかかとと、、問問いいをを有有効効にに発発すするるここととももででききるるののででああるる。。二二階階のの集集合合たたちちのの同同定定
ははここううししてて行行わわれれるる、、云云々々。。            ここのの場場合合、、本本質質的的ななののはは次次ののここととででああるる。。関関係係
をを定定義義すするるにに当当たたっってて、、[[充充填填とと真真偽偽のの考考察察をを端端折折っってて、、いいききななりり]]  集集合合にに同同等等性性
((GGlleeiicchhhheeiitt))やや存存在在((EExxiisstteennzz))のの概概念念をを使使用用せせぬぬこことと。。ここれれをを守守るるここととでで、、そそししててそそれれをを守守
っっててここそそ、、循循環環定定義義((ZZiirrkkeellddeeffiinniittiioonn))とといいううナナンンセセンンススはは回回避避ででききるる。。  
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[[11--88--bb]]                      {{原原理理のの最最終終版版}}  
§§44 以以降降はは暫暫定定的的なな((pprroovviissoorriisscchh))内内容容ななののでで全全てて破破棄棄しし((AAuuffhheebbuunngg))、、ああららたためめてて関関係係構構
成成のの諸諸原原理理のの最最終終版版ををおお示示ししすするる。。  
  
[[11--88--cc]]  

                                II..  出出発発点点  
11)) 対対象象たたちちのの（（一一つつなないいししはは複複数数のの））カカテテゴゴリリーーたたちちとと、、対対象象たたちちににおおいいてて直直接接にに呈呈示示

さされれるる性性質質たたちちおおよよびび関関係係たたちち、、そそれれららがが[[解解析析学学のの]]基基底底((GGrruunnddllaaggee、、単単数数))ををななししてて
いいるる。。前前者者がが「「基基本本カカテテゴゴリリーー((GGrruunnddkkaatteeggoorriieenn))」」でであありり、、後後者者がが「「原原的的関関係係」」ででああ
るる。。（（ななおお関関係係のの空空所所、、たたととええばば判判断断図図式式のの空空所所はは、、かかななららずず或或るる特特定定のの対対象象カカテテゴゴリリ
ーーにに関関与与づづけけらられれてておおりり、、すすべべててのの空空所所がが当当該該ののカカテテゴゴリリーーのの対対象象にによよっってて充充填填さされれ
てていいるるととききにに限限っってて、、判判断断図図式式はは有有意意なな命命題題ををももたたららすす、、ととすするる））。。原原的的関関係係のの空空所所たた
ちちはは、、そそののつつどど特特定定のの基基本本カカテテゴゴリリーーにに関関与与づづけけらられれてていいるる。。私私はは[[ささららにに]]同同一一性性
JJ((xxyy))[[のの関関係係]]をを原原的的関関係係にに含含めめるるがが、、二二つつのの空空所所 xx とと yy はは同同一一のの基基本本カカテテゴゴリリーーにに関関
与与的的ででななけけれればばななららなないい。。（（ここのの[[同同一一性性のの]]場場合合、、[[空空所所のの充充填填をを]]基基本本カカテテゴゴリリーーのの範範
囲囲にに留留めめるるここととがが決決定定的的にに重重要要ででああるる））。。  

22)) 主主題題配配列列的的なな関関係係（（空空所所がが一一つつででああれれ複複数数ででああれれ））ににはは、、対対象象界界のの側側かからら((iimm  RReeiicchh  
ddeerr  GGeeggeennssttäännddee))かかななららずず一一つつのの集集合合がが対対応応すするる。。たたととええばば、、対対象象たたちち aa,,bb,,cc ががここのの
順順序序でで主主題題配配列列的的三三項項関関係係 RR をを充充填填すするるとときき、、aa,,bb,,cc ははそそれれにに対対応応すするる集集合合 PP のの要要素素
組組((EElleemmeenntteennssyysstteemm))をを形形成成すするるとと言言うう。。ここのの集集合合がが割割りり当当ててらられれるるカカテテゴゴリリーーはは、、
たたととええばば RR のの第第一一、、第第二二、、第第三三のの空空所所がが関関与与的的ででああるるカカテテゴゴリリーーにによよっってて決決ままるる。。ささ
らら にに 我我 々々 はは [[ 当当 初初 のの ]] 関関 係係 にに 関関 係係 εε をを 付付 けけ 加加 ええ たた がが 、、 そそ れれ はは 基基 本本 的的 関関 与与 づづ けけ
((GGrruunnddbbeezziieehhuunngg))のの名名目目でで付付けけ加加ええたたももののででああるる。。すすななわわちち関関係係εεととはは、、aa,,bb,,cc[[とといい
うう組組]]がが集集合合 PP のの要要素素組組ををななすすとときき、、[[組組]]aa,,bb,,cc とと PP のの間間にに成成りり立立つつ関関係係をを謂謂うう。。  

  
[[11--88--dd]]  
                                                            IIII..  一一般般諸諸原原理理  
[[最最終終版版のの]]一一般般原原理理 11 かからら 44 ににはは、、§§22 のの原原理理 11 かからら 44 ままででをを当当ててるる。。ななおお 22..33..44..ににつついい
ててはは、、空空所所がが＜＜重重ねねらられれるる＞＞場場合合、、空空所所たたちちはは当当然然、、同同じじ対対象象カカテテゴゴリリーーにに関関与与的的ででななけけ
れればばななららなないいととすするる。。  
  
[[11--88--ee]]  
                                                            IIIIII..  充充填填のの原原理理  
[[最最終終版版のの]]充充填填のの原原理理ににはは、、§§22 のの原原理理 55,,６６をを当当ててるる。。たただだしし「「直直接接的的にに呈呈示示さされれたた諸諸対対
象象にによよっってて、、ままたたはは＜＜存存在在すするる((eess  ggiibbtt))＞＞にによよっってて充充填填さされれるる空空所所はは、、或或るる基基本本カカテテゴゴリリ
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ーーにに関関与与的的ででななけけれればばななららなないい」」とといいうう制制限限（（EEiinnsscchhrräännkkuunngg))をを設設けけるる。。  
  
[[11--88--ff]]  
                                                      IIVV..  代代入入原原理理とと反反復復原原理理  
原原理理 77 ににはは、、§§77 のの原原理理 77 をを当当ててるる。。ななおお、、「「絶絶対対的的」」演演算算領領域域（（§§66 冒冒頭頭をを参参照照））をを含含むむ
演演算算領領域域かからら出出発発すするるなならら（（私私ははそそううすするる積積ももりりだだがが））、、反反復復原原理理 SS はは追追加加事事項項をを加加味味しし
たた一一般般形形式式のの方方をを採採るるももののととすするる。。  
  
[[11--88--gg]]  

VV..    集集合合のの同同定定((IIddeennttiiffiizziieerruunngg))、、関関数数のの同同定定  
ままずず II のの意意味味でで基基礎礎をを形形成成すするる（（性性質質たたちちとと））関関係係たたちちをを考考ええ、、ささららにに IIII,,IIIIII,,IIVV ににままととめめ
たた諸諸原原理理のの適適用用にによよっっててここれれららのの関関係係たたちちかからら得得らられれるるすすべべててのの関関係係をを考考ええるる。。言言葉葉はは簡簡
単単ででああるるにに越越ししたたここととははなないいかからら、、そそれれをを「「定定限限的的関関係係((ffiinniittee  RReellaattiioonn))」」とと呼呼ぼぼうう。。[[ささ
てて]]主主題題配配列列的的なな二二つつのの[[定定限限的的]]関関係係ががああるるととしし、、ししかかもも両両方方のの空空所所はは列列順順序序をを守守りりななががらら
同同 じじ 対対 象象 カカ テテ ゴゴ リリ ーー にに 関関 与与 的的 とと すす るる 。。 そそ のの とと きき 一一 方方 のの 関関 係係 をを 充充 たた すす 要要 素素 組組
（（EElleemmeenntteennssyysstteemm））がが他他方方のの関関係係ををもも充充填填しし、、そそのの逆逆もも成成りり立立つつとといいうう命命題題がが成成立立すするる
なならら、、[[関関係係にに]]対対応応すするる二二つつのの（（定定限限的的））集集合合はは互互いいにに同同一一((iiddeennttiisscchh))ででああるる。。[[逆逆にに]]ここのの
命命題題がが成成立立ししなないいなならら、、二二つつのの（（「「定定限限的的」」））集集合合はは互互いいにに異異ななるる((vveerrsscchhiieeddeenn))。。  
  
[[11--88--hh]]                      {{関関数数((FFuunnkkttiioonn))}}  
そそのの空空所所たたちちがが「「従従属属的的」」とと「「独独立立的的」」のの二二つつのの順順序序づづけけらられれたたググルルーーププにに区区分分さされれてていい
るる定定限限的的関関係係[[ししかかもも前前項項 VV のの条条件件をを満満たたすす定定限限的的関関係係]]をを RR ととすするるとと、、どどのの関関係係 RR ににもも
[[そそれれぞぞれれ]]一一つつのの関関数数ФФがが対対応応すするる。。従従属属的的空空所所ををそそのの空空所所がが帰帰属属すするるカカテテゴゴリリーーのの或或るる
対対象象でで充充填填すするるとと、、ここのの充充填填にによよっってて RR かからら生生じじるる関関係係にに対対応応すするる集集合合がが決決ままるるがが、、そそれれ
がが、、充充填填にに際際ししてて利利用用さされれたた「「パパララメメーータターー組組((AArrggmmeennttssyysstteemm))」」にに対対ししてて関関数数ФФががととるる
値値((WWeerrtt))ででああるる。。定定義義をを異異ににすするる((vveerrsscchhiieeddeenn  ddeeffiinniieerrttee))二二つつのの関関数数がが互互いいにに同同一一
((iiddeennttiisscchh))ととさされれるるののはは、、パパララメメーータターー値値のの全全ててのの組組((SSyysstteemm))ににつついいてて二二つつのの関関数数がが同同じじ
値値をを取取るるととききでであありり、、ままたたそそののととききにに限限るる。。  
  
                                            ______________________________________________________________  
  
[[11--88--ii]]                  {{定定限限的的なな拡拡張張演演算算領領域域}}  
ここれれでで「「数数学学的的にに拡拡張張さされれたた((mmaatthheemmaattiisshh  eerrwweeiitteerrtt))」」演演算算領領域域をを確確定定すするるここととががでできき
たた。。[[そそれれはは次次ののよよううなな拡拡張張ででああるる]]。。[[第第一一にに]]、、基基本本カカテテゴゴリリーーにに加加ええてて、、集集合合たたちちおおよよびび
関関数数たたちちををそそのの対対象象たたちちととすするるよよううなな、、新新たたなな観観念念的的カカテテゴゴリリーー（（nneeuuee  iiddeeaallee  
KKaatteeggoorriieenn））がが付付けけ加加わわりり、、そそのの結結果果ととししてて、、基基本本カカテテゴゴリリーーのの対対象象たたちちにに観観念念的的カカテテゴゴ
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リリーーのの対対象象たたちちがが新新たたにに付付けけ加加わわっったたこことと。。[[第第二二にに]]、、[[そそれれにに呼呼応応すするるよよううににししてて]]、、原原的的
性性質質とと原原的的関関係係にに加加ええてて関関係係づづけけεεがが付付けけ加加わわっったたこことと。。そそししてて[[最最後後にに]]、、（（たたととええばば対対象象
aa とと bb をを二二変変数数ととすするる））関関数数ФФとと、、パパララメメーータターー組組 aa,,bb にに対対すするる関関数数ФФのの値値のの間間のの、、そそのの
関関係係づづけけがが[[ここれれもも新新たたにに]]原原的的性性質質とと原原的的関関係係にに付付けけ加加わわっったたこことと、、以以上上ででああるる。。[[ままたた]]
ここ のの 拡拡 張張 ささ れれ たた 演演 算算 領領 域域 にに [[ もも ]] 、、 特特 定定 のの ((bbeessttiimmmmtt))  自自 体体 的的 にに 存存 在在 すす るる ((aann  ssiicchh  
eexxiissttiieerreennddee))対対象象たたちちかかららななるる閉閉じじたた組組((eeiinn  ggeesscchhlloosssseenneess  SSyysstteemm))がが、、§§11 とと同同じじ意意味味
合合いいでで[[ままたた]]含含ままれれるる。。          [[ささてて]]  ここのの組組をを研研究究対対象象ととしし、、ままたたここのの組組ににつついいててのの
完完全全なな認認識識((vvoollllkkoommmmeennee  EErrkkeennnnttnniiss))をを望望むむなならら、、ここのの組組にに関関わわるるすすべべててのの配配属属完完了了判判
断断((eeiinnsscchhllääggiiggeess  UUrrtteeiill))のの真真偽偽のの決決定定((eennttsscchheeiiddeenn))がが課課題題ととななららざざるるをを得得なないい。。ちちななみみ
にに、、「「配配属属完完了了判判断断」」のの意意味味はは§§22 でですすででにに述述べべたたととこころろででああるる。。すすななわわちち[[ここここででいいうう]]配配
属属完完了了判判断断ととはは、、拡拡張張さされれたた演演算算領領域域のの上上述述のの基基本本諸諸関関係係にに、、§§22 のの原原理理 II かからら VVII をを無無制制
限限にに((uunneeiinnggeesscchhrräännkktt))適適用用すするるここととにによよっってて生生じじるる判判断断たたちちののこことと、、すすななわわちち本本来来的的意意
味味ででのの（（つつままりり空空所所をを含含ままなないい））判判断断たたちちののここととででああるる。。たただだしし§§22 ででももそそううししたたよよううにに、、
[[ここここででもも]]基基本本関関係係たたちちにに同同一一性性もも加加ええてておおここうう（（併併せせてて、、同同一一性性のの二二つつのの空空所所はは同同じじ対対
象象カカテテゴゴリリーーにに、、ししかかもも領領域域のの拡拡張張ののおおかかげげででいいままやや任任意意ととななっったた((bbeelliieebbiigg))、、[[同同じじ]]対対象象
カカテテゴゴリリーーにに関関与与的的ととすするる。。））            [[ささららにに]]  原原理理 55 にに関関ししててはは次次ののここととににもも留留意意
さされれたたいい。。集集合合とと関関数数[[ とといいうう対対象象]] のの場場合合、、「「直直接接的的にに呈呈示示さされれるる((uunnmmiitttteellbbaarr  
aauuffggeewwiieesseenn))」」とと言言うう言言辞辞ををどどんんなな意意味味にに採採るるべべききかかとといいううとと、、そそれれはは集集合合とと関関数数のの本本性性
((NNaattuurr))にに立立ちち返返るるここととにによよっってて決決ままるる。。具具体体的的にに言言ええばば、、集集合合とと関関数数がが[[そそれれぞぞれれ]]対対応応すす
るる諸諸関関係係をを挙挙示示すするる((aannggeebbeenn))ここととにによよっってて、、そそのの「「直直接接的的呈呈示示」」ははななさされれるる。。つつままりり集集
合合とと関関数数がが[[そそれれぞぞれれ]]対対応応すするる関関係係たたちちをを、、[[§§88 のの]]  IIII,,  IIIIII,,IIVV にに取取りりままととめめたた諸諸原原理理をを使使
っってて、、[[§§88 のの]]  II でで与与ええらられれたたエエレレメメンンタタかからら構構成成ししててみみせせるるこことと((kkoonnssttrruuiirreenn))、、ここのの手手
続続ききにによよっってて「「直直接接的的呈呈示示」」ははななさされれるるののででああるる。。            [[たただだしし直直接接的的呈呈示示はは注注意意
をを要要すするるののででああっってて]]、、たたととええばば、、[[確確かかにに]]二二つつのの集集合合ににつついいてて一一方方はは他他方方のの部部分分集集合合ででああ
るるかか否否かかととかか、、実実変変数数のの或或るる関関数数はは連連続続ででああるるかか否否かかととかか、、そそううししたたここととなならら問問ううこことともも
ででききよよううがが、、「「或或るる所所与与のの集集合合ののすすべべててのの部部分分集集合合のの集集合合」」○○2200ととかか、、「「或或るる実実変変数数をを持持つつすす
べべててのの連連続続関関数数たたちちのの集集合合」」ななどどはは、、[[そそももそそもも]]我我々々のの演演算算領領域域ににはは存存在在((eexxiissttiieerreenn))ししなな
いいかかららででああるる。。ここううししたた集集合合はは「「定定限限的的((ffiinniitt))」」ででははななくく[[超超限限的的((ttrraannssffiinniitt))」」ででああるる。。[[実実
際際]]、、§§22 のの諸諸原原理理をを無無制制限限((uunneeiinnggeesscchhrräännkktt))にに使使用用すするるとと、、事事とと次次第第にによよっっててはは超超限限的的
判判断断やや超超限限的的判判断断図図式式がが発発生生ししかかねねなないいののででああっってて、、[[先先ほほどど]]、、定定義義をを異異ににすするる二二つつのの集集
合合ああるるいいはは二二つつのの関関数数のの等等ししささ((GGlleeiicchhhheeiitt))をを語語るるにに当当たたっってて基基準準((KKrriitteerriiuumm))  VV のの定定式式
化化をを行行っったたとときき、、我我々々ははここううししたた[[超超限限的的なな]]圏圏域域((GGeebbiieett))にに[[危危ううくく]]踏踏みみ込込みみそそううににななっってて
いいたた((hhiinnüübbeerrggrreeiiffeenn))ののだだっったた。。  
  
[[11--88--jj]]                    {{数数学学ににおおけけるる公公理理ととはは}}  
私私ははここれれでで、、解解析析をを構構築築すするるにに足足るる、、簡簡明明ににししてて合合理理的的でで欠欠けけるるととこころろののなないい、、無無矛矛盾盾なな
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基基底底((eeiinnee  wwiiddeerrsspprruucchhssffrreeiiee  GGrruunnddllaaggee))をを手手にに入入れれたたとと考考ええるる。。そそれれはは、、集集合合概概念念とと関関
数数概概念念のの曖曖昧昧ささゆゆええにに、、ままたた存存在在やや同同等等((EExxiisstteennzz  uunndd  GGlleeiicchhhheeiitt))のの概概念念のの（（実実数数へへのの））
[[不不適適切切なな]]適適用用ゆゆええにに悪悪循循環環((cciirrccuulluuss  vviittiioossuuss))にに陥陥るるほほかかななかかっったた、、ああのの従従来来型型のの基基礎礎づづ
けけ（（BBeeggrrüünndduunngg））ととはは一一線線をを画画すすももののででああるる。。        ここここにに示示ししたた派派生生的的諸諸関関係係のの形形
成成ののたためめのの諸諸原原理理はは、、集集合合とと関関数数にに関関すするる公公理理((AAxxiioommee  üübbeerr  MMeennggeenn  uunndd  FFuunnkkttiioonneenn))
ととししてて読読みみ替替ええるるここととももででききるる。。そそししてて数数学学はは、、現現状状((iinn  ddeerr  TTaatt))、、ここれれららのの公公理理かかららそそ
のの論論理理的的帰帰結結（（llooggiisscchhee  KKoonnzzeeqquueennzzeenn））をを導導くくとといいうう仕仕方方でで運運用用さされれてていいるる。。  
  
[[11--88--kk]]                                  {{数数学学ににおおけけるる観観念念的的要要素素}}  
議議論論をを閉閉じじるるにに当当たたっってて、、数数学学へへのの観観念念的的要要素素のの導導入入((EEiinnffüühhrruunngg  iiddeeaalleerr  EElleemmeennttee))にに
一一言言触触れれてておおくく。。                  実実例例ととししてて((aallss  BBeeiissppiieell))、、代代数数的的数数体体のの理理論論ににおおけけるるイイデデアア
ーールル((ddaass  IIddeeaall))をを取取りり上上げげるる。。イイデデアアーールルはは、、<<有有限限個個のの代代数数的的整整数数のの組組((SSyysstteemm))   𝔰𝔰 
  はは一一つつののイイデデアアーールル  ((𝔰𝔰))をを決決めめるる＞＞とといいううふふううにに、、定定義義さされれるる。。[[ここのの場場合合]]、、命命題題 UU つつ
ままりり「「代代数数的的数数ααははイイデデアアーールル  ((𝔰𝔰))  でで割割りり切切れれるる((tteeiillbbaarr))」」とといいうう命命題題のの眼眼目目はは、、「「ααとと  
𝔰𝔰  のの間間ににはは或或るる関関係係 RR((αα,,  𝔰𝔰))ががああるるがが、、ししかかししそそれれががどどんんなな関関係係ななののかかはは当当面面そそれれ以以上上
突突きき詰詰めめるるにに及及ばばなないい」」とといいうう点点ににああるる。。イイデデアアーールルのの意意味味はは、、上上にに引引用用ししたた形形式式 UU をを
持持つつ言言明明かからら読読みみ取取れれるる意意味味にに尽尽ききてていいるるののででああるる。。すすななわわちちイイデデアアーールルのの意意味味はは、、そそ
れれがが[[或或るる数数をを]]割割[[りり切切]]るる数数ででああるるとといいううここととにに尽尽ききてていいるる。。          そそししててそそううででああ
れればばここそそ((ddeemmeennttsspprreecchheenndd))、、二二つつののイイデデアアーールル  ((𝔰𝔰))	 とと  ((𝔰𝔰’’))がが同同一一ななののはは、、((	𝔰𝔰))  でで割割りり
切切れれるる数数はは  ((𝔰𝔰’’))ででもも割割りり切切れれ、、逆逆にに((𝔰𝔰’’))  でで割割りり切切れれるる数数はは((𝔰𝔰))ででもも割割りり切切れれるるととききにに限限るる
ののででああるる。。そそれれはは、、イイデデアアーールル((𝔰𝔰))はは、、或或るる代代数数的的数数にに備備わわるる＜＜系系  𝔰𝔰	 にに対対ししてて関関係係づづけけ
RR をを結結ぶぶ＞＞とといいうう性性質質 RR((oo,,𝔰𝔰)にに対対応応ししてていいるる、、とといいううここととにに他他ななららなないい。。        たただだ
ししここのの種種のの性性質質((EEiiggeennsscchhaafftt))がが二二つつああるるとときき、、ここれれららのの性性質質がが同同じじイイデデアアーールルにに対対応応すす
るるののはは、、そそれれ自自体体はは異異ななるるににせせよよ、、ここれれらら二二つつのの性性質質がが実実質質的的なな意意味味でで((mmaatteerriieellll))等等しし
いい妥妥当当外外延延((GGeellttuunnggssuummffaanngg))をを有有すするるととききでであありり、、ままたたそそののととききにに限限るる。。ししかかししここれれはは
ままささにに、、意意識識ががそそののすすべべててのの要要素素をを展展望望ししつつつつ「「掻掻きき集集めめたたもものの((VVeerrssaammmmlluunngg))」」とといい
うう集集合合のの一一般般的的イイメメーージジにに公公然然とと抗抗いいつつつつ、、私私がが集集合合((  MMeennggee、、集集ままっってていいるるもものの))のの概概
念念ににととっってて唯唯一一本本質質的的ななりりととししてて提提示示ししたた考考ええ方方にに他他ななららなないい。。そそししててそそののよよううなな意意味味
合合いいににおおいいててここそそ((ddeemmggeemmääßß))、、我我々々ははイイデデアアーールルをを、、デデデデキキンントトももししたたよよううにに、、性性質質
RR((oo..  𝔰𝔰))にに対対応応すするる集集合合 MM((𝔰𝔰))とと見見ななすすここととががででききるるののででああるる。。                      数数学学へへのの
観観念念的的要要素素((iiddeeaallee  EElleemmeennttee))のの導導入入はは、、ととくくににいいわわゆゆるる「「抽抽象象にによよるる定定義義」」のの手手法法にに頼頼
るるケケーーススもも含含めめてて○○2211、、いいつつももここれれとと同同じじ段段取取りりででここななすすここととががででききるる。。ここののここととはは、、集集
合合概概念念とと関関数数概概念念ががここののよよううななすすべべててのの「「新新ししいい構構築築((NNeeuubbiilldduunngg))」」にに完完全全にに対対応応でできき
るるここととをを示示唆唆ししてていいるる。。たただだしし、、ここれれもも((eebbeennffaallllss))[[本本書書後後半半のの]]実実例例でで明明ららかかににななるるこことと
だだがが、、ここののここととはは、、当当然然、、事事とと次次第第にによよっっててはは集集合合論論的的とといいうう言言いい方方にに収収ままりりききららなな
いい、、そそれれとと比比べべててははるるかかにに含含蓄蓄にに富富むむ言言葉葉のの使使用用をを[[決決ししてて]]排排除除すするるももののででははなないい。。  
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[[訳訳者者。。数数学学ににおおけけるる観観念念的的要要素素ににつついいててはは、、[[11--44--bb]]にに既既出出ででああるる。。他他にに、、[[11--55--aa]]、、[[11--55--bb]]、、[[11--88--aa]]、、[[11--

88--ii]]、、[[11--88--kk]]、、[[22--66--dd]]]]。。  

  
[[11--88--ll]]                        {{ままととめめ}}  
                    {{近近代代解解析析学学のの誕誕生生とと自自然然法法則則のの概概念念}}  
関関数数のの概概念念((FFuunnkkttiioonnssbbeeggrriiffff))ににはは二二重重のの歴歴史史的的起起源源((WWuurrzzeell))ががああるる。。第第一一にに、、物物質質界界
((mmaatteerriieellllee  WWeelltt))をを支支配配すするる、、ししかかもも自自然然ににおおいいてて看看取取さされれるる依依存存関関係係((nnaattuurrggeeggeebbeennee  
AAbbhhäännggiiggkkeeiitteenn))ががあありり、、そそれれがが関関数数概概念念のの発発端端ととななっったたとといいううここととががああるる。。ここのの依依存存
関関係係はは二二面面性性をを持持ちち、、一一つつはは現現実実的的事事物物((rreeaallee  DDiinnggee))のの状状態態及及びび特特性性がが、、すすぐぐれれてて独独立立
変変数数のの名名にに相相応応ししいい例例ののもものの((uunnaabbhhäännggiiggee  VVeerräännddeerrlliicchhee    κκααττ  εεξξοοχχήνν))  ̶̶̶̶  
つつままりり時時間間((ZZeeiitt))  ̶̶̶̶ににおおいいてて可可変変的的((vveerräännddeerrlliicchh))ででああるるここととをを謂謂いい、、他他のの一一つつははそそ
のの状状態態とと特特性性がが原原因因・・結結果果のの因因果果連連関関((kkaauussaallee  ZZuussaammmmeennhhäännggee))にに組組みみ込込ままれれてていいるる
ここととをを謂謂うう。。        だだがが関関数数概概念念ににははここれれとと独独立立なな第第二二のの起起源源ががああっってて、、算算術術的的・・代代
数数的的なな演演算算((  aarriitthhmmaattiisscchh--aallggeebbrraaiisscchhee    OOppeerraattiioonneenn))ががそそれれにに当当たたるる。。  旧旧式式のの解解析析
学学でではは、、関関数数ととはは、、独独立立諸諸変変数数かからら、、四四則則演演算算とと、、初初等等のの域域をを多多少少とともも超超ええたた若若干干のの超超
越越量量（（TTrraannsszzeennddeennttee））のの有有限限回回のの適適用用にによよっってて得得らられれるる表表現現式式((AAuussddrruucckk))をを意意味味ししたた
がが、、ここれれががままささにに第第二二のの起起源源にに連連ななっってていいるる。。たただだしし、、ここれれららのの基基本本的的演演算算はは一一度度たたりり
とともも明明晰晰かかつつ完完全全にに表表示示さされれたたここととははなないい。。制制限限がが窮窮屈屈とと感感じじらられれるるたたびびにに、、歴歴史史的的発発
展展ががそそのの狭狭すすぎぎるる制制限限をを突突破破すするるここととががああるるににははああっったたがが、、ししかかしし発発展展のの担担いい手手たたちちがが
そそのの都都度度そそののここととにに自自覚覚的的だだっったたかかとといいううとと、、必必ずずししももそそううででははななかかっったたののででああるる。。            
̶̶̶̶ももととももととままっったたくく異異質質だだっったた関関数数概概念念のの二二つつのの流流れれがが交交差差ししたた地地点点はは、、自自然然法法則則
((NNaattuurrggeesseettzz))のの概概念念ででああるる。。自自然然法法則則概概念念のの本本質質はは、、自自然然ににおおいいてて看看取取さされれるる依依存存関関係係
をを、、純純粋粋にに概概念念--算算術術的的にに構構成成さされれたた関関数数((rreeiinn  bbeeggrriifffflliicchh--aarriitthhmmeettiisscchhee  WWeeiissee  
kkoonnssttrruuiieerrttee  FFuunnkkttiioonn))ととししてて描描きき出出すす((ddaarrsstteelllleenn))点点ににああるる。。ガガリリレレイイのの落落下下法法則則ががそそ
のの最最初初のの偉偉大大なな実実例例ででああるる。。数数学学のの近近代代的的((mmooddeerrnn))発発展展がが生生んんだだ見見解解ははここううででああるる。。旧旧
式式のの解解析析学学はは代代数数学学にに特特化化ししたた構構成成原原理理をを出出発発点点ととししたたがが、、そそれれだだけけでではは解解析析学学をを論論理理
的的かかつつ自自然然的的にに((llooggiisscchh--nnaattüürrlliicchh  ))、、すすななわわちち普普遍遍的的にに((aallllggeemmeeiinn))構構築築すするるににはは狭狭ききにに
過過ぎぎるるしし、、物物質質的的事事象象をを支支配配すするる[[普普遍遍的的]]法法則則をを認認識識すするるにに当当たたっってて関関数数概概念念にに求求めめらられれ
るる役役割割かからら見見ててもも狭狭すすぎぎるるののででははなないいかか、、とといいうう見見解解ががそそれれででああるる。。普普遍遍的的論論理理的的
((llooggiisscchh))構構成成原原理理がが代代数数的的((aallggeebbrraaiisscchh))構構成成原原理理ににととっってて変変わわるるべべききななののででああるる。。          
[[ととこころろがが]]近近代代のの解解析析学学はは、、諸諸定定義義をを与与ええるるととききののそそのの言言葉葉遣遣いいかからら忖忖度度すするるにに、、解解析析学学
のの論論理理的的構構成成をを全全面面的的にに断断念念すするるおお積積ももりりででいいららっっししゃゃるるららししいい。。((毎毎度度ののよよううにに、、今今回回
もも彼彼ららのの言言行行がが不不一一致致にに終終わわるるなならら、、そそれれははそそれれでで目目出出度度いいここととななののだだがが))。。だだががここのの断断
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念念はは結結局局すすべべててをを朦朦朧朧状状態態にに追追いい込込むむここととににななららなないいかか。。そそののとときき自自然然法法則則とといいうう普普遍遍
的的思思想想もも雲雲散散霧霧消消すするるここととににななららなないいかか。。  
  
[[11--88--mm]]                      {{否否定定的的なな成成果果のの意意義義}}  
必必要要なな普普遍遍的的論論理理的的構構成成原原理理はは、、一一方方でではは「「かかつつ((uunndd))、、ああるるいいはは((ooddeerr))  、、なないい((nniicchhtt))、、
存存在在すするる((eess  ggiibbtt))」」とといいっったた概概念念にに依依拠拠しし、、他他方方でではは集集合合、、関関数数、、自自然然数数（（反反復復））ののよようう
なな数数学学固固有有のの概概念念にに依依拠拠すするる。。我我々々ががここううししたた概概念念をを首首尾尾よよくくすすででにに一一つつ残残ららずず発発見見ししたた
とと言言ええるるかかどどううかか、、ここのの点点はは措措くくととししよようう。。（（いいずずれれににせせよよ、、ここれれらら諸諸概概念念のの立立てて付付けけはは
規規約約((KKoonnvveennttiioonn))のの問問題題ででななくく、、論論理理的的認認識識のの問問題題ででああるる））。。だだがが一一つつ、、非非常常にに確確実実ななここ
ととががああるる。。私私のの議議論論のの否否定定的的なな((nneeggaattiivvee))部部分分、、[[つつままりり]]解解析析のの従従来来ののエエレレメメンンタタにに向向けけ
らられれたた批批判判、、[[ととくくにに]]解解析析のの循循環環性性のの指指摘摘はは正正当当ななももののでであありり、、そそここかかららのの脱脱却却をを望望むむなな
らら、、私私ががここここででととっったたよよううなな措措置置をを採採ららざざるるをを得得なないいののででああるる。。  
  
[[11--88--nn]]                                          {{フフレレーーゲゲととララッッセセルル}}  
私私はは、、ととりりわわけけデデデデキキンントトととカカンントトーールルとといいうう名名前前とと結結びびつついいたた、、今今にに至至るるもも数数学学ににおおいい
てて絶絶対対的的影影響響力力をを行行使使すするるああのの思思考考体体系系((GGeeddaannkkeennkkoommpplleexx))にに、、歴歴史史的的経経緯緯((TTrraaddiittiioonn))
ももああっってて囚囚わわれれてていいたた者者のの一一人人だだがが、、私私ははここのの軌軌道道((KKrreeiissee))かからら脱脱すするる道道をを自自力力でで((ffüürr  
mmiicchh))発発見見しし、、ままたたそそのの[[脱脱出出のの]]道道ををごご覧覧ののととおおりり踏踏破破すするるここととももででききたたののででああるる。。[[私私とと]]
方方向向性性をを同同じじくくすするるフフレレーーゲゲととララッッセセルルののアアイイデデアアにに私私がが触触れれたたののはは、、そそのの後後ででののここととでで
ああるる。。        フフレレーーゲゲはは、、画画期期的的なな小小著著、、『『算算術術ののエエレレメメンンタタ』』((ブブレレススララウウ、、11888844))のの
ななかかでで、、ままたた浩浩瀚瀚なな『『算算術術のの基基本本法法則則』』（（イイエエナナ、、11889933））ののななかかででもも、、次次ののここととをを̶̶̶̶すす
ななわわちち「「集集合合」」ははああくくままででもも概概念念のの外外延延((UUmmffaanngg))のの意意味味にに解解すすべべしし、、「「帰帰属属((ZZuuoorrddnnuunngg))」」
ははああくくままででもも関関係係のの外外延延のの（（彼彼のの言言葉葉でではは関関係係のの<<値値域域((WWeerrttvveerrllaauuff))＞＞のの））意意味味にに解解すすべべ
ししとと̶̶̶̶明明確確にに主主張張ししたたののだだっったた。。        ままたたララッッセセルルのの論論理理的的タタイイププ理理論論はは○○2222、、我我々々
がが§§66 でで扱扱っったた、、階階層層化化((SSttuuffeennbbiilldduunngg))にに対対応応すするるももののででああるる。。実実際際、、彼彼はは「「いいかかななるる全全
体体もも、、そそのの全全体体自自体体でで定定義義さされれるる成成員員をを含含むむここととはは許許さされれなないい((NNoo  ttoottaalliittyy  ccaann  ccoonnttaaiinn  
mmeemmbbeerrss  ddeeffiinneedd  iinn  tteerrmmss  ooff  iittsseellff))」」とといいうう「「悪悪循循環環原原理理((vviicciioouuss--cciirrccllee  pprriinncciippllee))」」
をを定定式式化化ししたたののだだっったた。。ポポアアンンカカレレのの非非述述定定的的((nniicchhtt--pprrääddiikkaattiivvee))定定義義ににつついいててのの、、ももちち
ろろんん[[ポポアアンンカカレレののここととだだかからら]]相相変変わわららずず((aalllleerrddiinnggss))ひひどどくく曖曖昧昧なな((sseehhrr  uunnssiicchheerr))議議論論
もも、、ここここにに含含ままれれるる○○2233。。        ももちちろろんん((FFrreeiilliicchh))、、集集合合とと帰帰属属がが対対応応すするるののははどどんんなな性性
質質とと関関係係ななののかかとといいうう論論点点やや、、ままたたそそのの範範囲囲をを厳厳密密なな仕仕方方でで画画定定すするるににはは定定義義原原理理
((DDeeffiinniittiioonnsspprriinnzziipp))をを使使用用せせざざるるをを得得なないいとといいうう（（私私見見でではは））決決定定的的なな観観点点はは、、彼彼ららのの議議
論論ののどどここににもも見見当当たたららなないい。。フフレレーーゲゲかからら受受けけ継継いいだだララッッセセルルのの自自然然数数のの等等価価定定義義
((ÄÄqquuiivvaalleennzzddeeffiinniittiioonn))とと彼彼のの「「還還元元性性公公理理」」((AAxxiioomm  ooff  RReedduucciibbiilliittyy))はは、、そそのの価価値値をを認認
めめててももななおお((ttrroottzz  aalllleemm))  、、埋埋めめるるにに埋埋めめらられれなないい彼彼我我のの懸懸隔隔をを物物語語っってていいるる。。だだかからら、、ララ
ッッセセルルがが「「狭狭いい手手続続きき」」やや[[私私がが]]§§66 のの最最後後にに導導入入ししたた独独自自のの関関数数概概念念をを話話題題ににししななかかっったた
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こことともも、、驚驚くくににはは当当たたららなないいののででああるる((vveerrssttäännddlliicchheerrwweeiissee))。。  
  
[[11--88--oo]]            {{有有限限だだけけででははななくく、、無無限限のの基基底底ににもも、、自自然然数数ががああるる}}  
デデデデキキンントト・・カカンントトーールルのの[[集集合合]]理理論論ののエエレレメメンンタタにに対対ししてて、、[[そそれれにに欠欠けけてていいたた]]厳厳密密かか
つつ完完全全なな仕仕方方でで定定式式化化をを施施ししたたののはは、、ツツェェルルメメロロのの集集合合論論のの一一連連のの公公理理ででああるる。。そそししてて私私
はは初初めめ、、ままささににここののツツェェルルメメロロ式式のの公公理理[[のの研研究究]]にに手手をを染染めめたたののででああっったた○○2244。。彼彼のの理理論論でで
決決定定的的なな役役割割をを果果たたすすののはは「「部部分分集集合合((UUnntteerrmmeennggeenn))」」のの公公理理 IIIIII  [[いいわわゆゆるる選選択択公公理理]]○○2255
ででああるるがが、、ここのの公公理理 IIIIII にに登登場場すするる「「確確定定的的ククララスス言言明明((ddeeffiinniittee  KKllaasssseennaauussssaaggee))」」のの概概
念念ををよよりり正正確確にに((ggeennaauueerr))押押ささええててみみよようう、、とといいううののがが私私がが[[初初めめにに]]取取りり組組んんだだ課課題題だだっったた
ののででああるる。。  私私ににははツツェェルルメメロロのの定定義義((EErrkklläärruunngg))がが、、満満足足ががいいくくだだけけのの正正確確ささにに欠欠けけてていい
るるよよううにに見見ええたたかかららででああるる。。そそししててそそのの取取りり組組みみのの結結果果、、私私はは[[本本書書]]§§22 のの一一連連のの定定義義原原理理
ににたたどどりり着着いいたたののででああっったた。。          [[ささててそそのの経経過過ををここここでで振振りり返返れればば]]、、私私はは、、ここれれ
ららのの原原理理をを[[他他ででももなないい]]集集合合構構成成((MMeennggeennbbiilldduunngg))ののたためめのの一一連連のの公公理理とといいうう体体裁裁でで定定
式式化化ししよようう、、ままたた一一連連のの公公理理にに含含ままれれたた構構成成原原理理をを有有限限回回適適用用ししてて得得らられれるる以以外外のの集集合合はは
存存在在ししなないいとといいうう要要請請をを、、[[公公理理ののななかかにに]]文文言言ととししてて書書きき込込ももうう((AAuussddrruucckk))とと企企ててたたののだだ
がが、、[[たたししかかににここのの方方針針自自体体はは正正ししかかっったたととははいいええ]]、、たただだここのの課課題題をを自自然然数数概概念念をを前前提提せせ
ずずにに((oohhnnee  ddeenn  BBeeggrriiffff  ddeerr  nnaattüürrlliicchheenn  ZZaahhlleenn  vvoorraauusszzuusseettzzeenn))解解ここううととししたたががたためめにに、、
私私ははいいつつ終終わわるるととももししれれぬぬ、、進進めめばば進進むむほほどど錯錯綜綜すするる定定式式化化にに迷迷いい込込みみ、、最最終終的的なな結結果果にに
到到達達すするるここととががででききななかかっったたののででああるる。。            [[ささててここのの失失敗敗をを省省みみるるににつつけけててもも]]、、
私私はは規規約約主主義義((KKoonnvveennttiioonnaalliissmmuuss))とと縁縁をを切切るるここととにによよっってて、、ままたたそそれれとと並並行行ししてて[[FFiicchhttee
流流のの]]  普普遍遍的的でで哲哲学学的的なな認認識識((aallllggeemmeeiinneenn  pphhiilloossoopphhiisscchheenn  EErrkkeennnnttnniissssee))へへのの関関わわりり
をを深深めめるるここととにによよっってて、、初初めめてて、、そそれれままでで自自分分がが追追いいかかけけてていいたたののががススココララままががいいののエエセセ
問問題題((SScchheeiinnpprroobblleemm))ででししかかななかかっったたここととをを、、思思いい知知るるにに至至っったたののででああるる。。そそののとときき（（他他
のの点点でではは私私とと哲哲学学的的立立場場をを共共ににししなないいポポアアンンカカレレにに[[ここのの件件でではは]]同同調調ししてて））ここうう固固くく確確信信
ししたたののででああるる。。すすななわわちち反反復復ののイイメメーージジ、、自自然然数数列列ののイイメメーージジここそそがが数数学学的的思思考考
((mmaatthheemmaattiisscchhee  DDnnkkeenn))のの最最終終的的なな基基底底((FFuunnddaammeenntt))ででああるるだだろろううとと。。          そそれれ
はは、、デデデデキキンントトのの「「連連鎖鎖理理論論((KKeetttteenntthheeoorriiee))」」がが、、定定義義((DDeeffiinniittiioonn))とと完完全全帰帰納納法法にによよるる
推推論論((SScchhlluußß))をを、、上上述述のの直直観観をを利利用用すするるここととななくく、、[[たただだ]]三三段段論論法法的的にに((ssyylllliiggiissttiisscchh))基基礎礎
づづけけ((bbeeggrrüünnddeenn))よよううとと目目論論んんだだののとと対対照照的的ででああるる。。集集合合論論のの一一連連のの基基本本概概念念ががここのの「「純純
粋粋((rreeiinn))」」直直観観をを遂遂行行ししててここそそ((nnuurr))把把握握ででききるるとといいううののがが正正ししいいなならら[[私私はは正正ししいいとと思思うう
がが]]、、自自然然数数のの概概念念ををままたたぞぞろろ[[デデデデキキンントトののよよううにに]]集集合合論論的的にに研研究究しし直直すすののはは余余計計ななこことと
でであありり誤誤解解をを招招ききかかねねなないい。。((加加ええてて私私のの立立場場かかららすすれればば、、連連鎖鎖理理論論にに悪悪循循環環のの嫌嫌疑疑をを向向
けけざざるるをを得得なないいとといいうう事事情情ももああるる))○○2266。。我我々々のの一一連連のの原原理理をを使使っってて一一個個のの数数学学理理論論をを打打ちち
立立ててるるここととががででききるるとといいううなならら、、必必要要ななののはは或或るる基基底底((eeiinn  FFuunnddaammeenntt))、、すすななわわちち基基礎礎カカ
テテゴゴリリーー（（GGrruunnddkkaatteeggoorriiee））とと原原関関係係((UUrrrreellaattiioonn))ななののででああるる。。          数数学学のの大大部部分分
のの((ffaasstt  aalllleenn))定定理理でではは、、本本質質的的にに無無限限ななるるもものの((ddaass  sseeiinneemm  WWeesseenn  nnaacchh  UUnneennddlliicchhee))がが
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[[無無限限回回ででははななくく]]有有限限回回のの決決定定((eennddlliicchhee  EEnnttsscchheeiidduunngg))にに委委ねねらられれるるののでであありり、、私私ははそそ
ここにに数数学学のの偉偉大大ささをを見見るる。。ししかかしし[[考考ええててみみれればば]]数数学学的的問問題題のの「「無無限限性性((UUnneennddlliicchhkkeeiitt))」」
とと称称すするるももののもも、、そそのの基基底底((GGrruunnddllaaggee))にに自自然然数数のの無無限限列列、、おおよよびびそそれれにに関関与与的的なな存存在在概概
念念((EExxiisstteennzzbbeeggrriiffff))がが控控ええてておおれればばここそそのの無無限限性性ででははなないいだだろろううかか。。たたととええばば「「フフェェルルママ
ーーのの大大定定理理」」ははそそれれ自自体体、、有有意意((ssiinnvvoollll))、、つつままりり真真ままたたはは偽偽ででははああるる。。ししかかししフフェェルルママーー
のの方方程程式式のの両両辺辺ににすすべべててのの[[自自然然]]数数をを順順番番にに列列ををななすすよよううにに代代入入すするるとといいううややりり方方でではは、、
[[代代入入ががいいつつままででもも終終わわららなないい以以上上]]  ここのの設設問問にに[[真真偽偽のの]]決決定定をを下下すすここととははででききなないい。。[[フフ
ェェルルママーーのの大大定定理理のの証証明明とといいうう]]ここのの課課題題はは[[いいまま見見たたよよううにに]]本本質質的的にに無無限限のの課課題題ででああるる
ににもも拘拘ららずず、、[[ももしし]]数数学学的的証証明明((BBeewweeiiss))ををすするるとといいううなならら((dduurrcchh  ddeenn  mmaatthheemmaattiisscchheenn  
BBeewweeiiss)) 、、 ここ のの 課課 題題 はは 有有 限限 のの 課課 題題 ((eennddlliicchhee  AAuuffggaabbee)) とと しし てて 成成 しし 遂遂 げげ らら れれ るる
((vvoollllbbrriinnggeenn))[[ははずずのの]]ももののななののででああるる。。（（ももちちろろんん、、我我々々ががフフェェルルママーーのの大大定定理理のの証証明明をを現現
時時点点でで((nnoocchh  iimmmmeerr))手手ににししてていいなないい、、とといいううここととははささてておおいいてて。。））  
  
[[11--88--pp]]                      {{連連続続体体問問題題}}  
集集合合概概念念をを本本稿稿がが推推奨奨すするるよよううなな厳厳密密なな意意味味でで受受けけ止止めめるるとときき、、「「直直線線上上のの点点ににははそそれれぞぞ
れれ、、（（出出発発点点とと単単位位長長ののととりり方方にに応応じじてて））、、或或るる実実数数((すすななわわちち§§66 でで見見たた性性質質 aa)),,bb)),,cc))をを充充
たたすす有有理理数数のの集集合合））がが、、そそのの計計数数((MMaaßßzzaahhll))ととししてて対対応応しし、、ままたたそそのの逆逆もも成成りり立立つつ」」とといい
うう申申しし立立ててはは、、重重大大なな意意味味をを帯帯びびるる。。[[ななぜぜなならら]]ここのの申申しし立立ててはは、、空空間間直直観観にに与与ええらられれもも
のの((ddaass  iinn  ddeerr  RRaauummaannsscchhaauuuunngg  GGeeggeebbeennee))とと論論理理的的--概概念念的的なな仕仕方方でで構構成成さされれたたもものの
((ddaass  aauuff  llooggiisscchh--bbeeggrriifffflliicchheemm  WWeeggee  KKoonnssttrruuiirrtteenn))のの間間のの、、注注目目すすべべきき結結びびつつきき
((VVeerrkknnüüppffuunngg))をを確確言言ししてていいるるかかららででああるる。。          ししかかししななががららここのの言言明明がが、、我我々々がが
何何ららかかのの仕仕方方でで直直観観((AAnnsscchhaauuuunngg))をを通通じじてて連連続続体体ににつついいてて知知るるこことと、、知知りり得得るるここととのの枠枠
をを完完全全ににははみみ出出ししてていいるるここととももままたた、、明明ららかかででああるる。。ここのの言言明明がが語語っってていいるるののはは、、直直観観にに
呈呈 示示 ささ れれ たた もも のの のの 形形 態態 的的 なな 記記 述述 ((mmoorrpphhoollooggiisscchhee  BBeesscchhrreeiibbuunngg  ddeess  iinn  ddeerr  
AAnnsscchhaauuuunngg  ssiicchh  DDaarrsstteelllleennddeenn))とといいっったた代代物物ででははなないい（（ちちななみみにに、、直直観観にに呈呈示示さされれたた
ももののはは、、そそももそそもも((vvoorr  aalllleemm))離離散散的的なな諸諸要要素素のの集集合合でで[[ささええ]]ななくく、、流流動動すするる何何かか((GGaannzzee))
ででししかかなないい。。））              ここのの言言明明がが語語っってていいるるののははむむししろろ、、直直接接的的にに与与ええらられれたた、、
[[ししかかしし]]本本質質的的ににはは非非厳厳密密なな性性格格をを持持つつ現現実実((iinneexxaaccttee  WWiirrkklliicchhkkeeiitt))をを、、厳厳密密なな何何かか
((eexxaakkttee  WWeesseenn、、複複数数))にによよっってて、、下下支支ええししててややるるこことと((ssuubbssttrruuiieerreenn))ななののででああるる。。ここのの手手
続続ききががああららゆゆるる厳厳密密なな（（物物理理学学的的なな））現現実実認認識識のの礎礎((ffuunnddaammeennttaall))でであありり、、ままたたここのの手手続続
ききをを介介ししててここそそ、、数数学学はは自自然然科科学学にに対対ししてて有有意意義義((BBeeddeeuuttuunngg))なな存存在在ととななりり得得るるとといいううここ
とと。。ここのの連連続続体体問問題題ににつついいててはは、、第第二二章章ででささららにに詳詳細細にに取取りり扱扱ううここととににししよようう。。  
  
[[訳訳者者。。言言葉葉ととししてて ssuubbssttrruuiieerreenn  はは（（英英語語なならら））ssuubbssttrruuccttuurree にに対対応応しし、、hhyyppeerrssttrruuccttuurree にに対対立立すするる。。]]  
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[[11--88--qq]]                    {{数数学学はは論論理理学学ででははなないい}}  
近近年年、、数数学学をを形形式式論論理理学学かからら分分離離すするるここととにに困困難難をを感感じじるる頻頻度度ががまますすまますす増増ええてていいるる
((ööfftteerr))。。[[だだがが]]我我々々のの立立場場かからら明明ららかかななよよううにに、、互互いいににどどれれほほどど近近ししいい関関係係ににああろろううとともも、、
数数学学とといいうう学学問問ははそそのの明明確確にに刻刻印印さされれたた性性格格ゆゆええにに、、形形式式論論理理学学ととははそそのの立立ちち位位置置をを異異にに
すするる((ggeeggeennüübbeerrttrreetteenn))ののででああるる。。  
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                                                                    第第二二章章  
  
                                  数数概概念念とと連連続続体体（（無無限限小小計計算算ののエエレレメメンンタタ））  
  

§§11  自自然然数数((nnaattüürrlliicchhee  ZZaahhlleenn))とと個個数数((AAnnzzaahhlleenn))  
  
[[22--11--aa]]                          {{加加法法とと乗乗法法}}  
自自然然数数のの圏圏域域((GGeebbiieett))にに基基本本関関係係 F をを持持ちち込込むむここととにによよっってて、、加加法法((AAddddiittiioonn))おおよよびび乗乗法法
((MMuullttiipplliikkaattiioonn))とといいうう基基本本演演算算がが得得らられれるる。。詳詳細細はは以以下下ののととおおりり○○2277。。  
  
[[22--11--bb]]                        {{加加法法}}  
＜＜次次のの((nnääcchhssttffoollggeenndd))  数数にに移移るる＞＞とといいうう操操作作をを、、mm かからら初初めめてて順順次次 nn 回回行行ううここととでで得得
らられれるるののがが、、数数 mm++nn ででああるる。。丁丁寧寧にに言言ええばばここううででああるる。。𝔛𝔛をを自自然然数数のの任任意意のの二二重重集集合合
（（つつままりり二二次次元元集集合合））ととすするる。。ささららにに直直接接 pp にに先先行行すするる数数 qq とと、、[[初初めめにに挙挙げげたた]]  mm とと
がが、、𝔛𝔛のの要要素素ペペアアををななすすここととををεε**((ppmm││𝔛𝔛  ))とと表表すす。。すすななわわちちここううででああるる。。 

                  εε**((ppmm││𝔛𝔛  ))==  εε((qqmm;;𝔛𝔛))・・F ((qqpp))  ││qq==**  
ここのの関関係係がが反反復復さされれるるとと[[一一般般にに nn ににつついいてて]]  εε**((ppmm││𝔛𝔛  nn))がが成成りり立立つつ。。ままたた自自然然数数領領域域
ににおおけけるる同同一一性性 xx==yy にに相相当当すするる二二重重集集合合をを𝔛𝔛ににつついいててもも設設定定すするるここととにによよっってて、、ままささにに方方
程程式式 pp==mm++nn でで表表さされれるる関関係係づづけけσσ((ppmmnn))がが生生ままれれるる。。読読者者はは、、二二つつのの数数 mm,,nn にに対対ししてて、、
ここれれららとと関関係係σσをを取取りり結結ぶぶ数数 pp がが常常ににちちょょううどど一一つつ割割りり当当ててらられれるるここととをを（（完完全全機機能能法法
にによよっってて））証証明明さされれるるががよよいい。。            すすぐぐ次次にに来来るる数数へへのの移移行行をを  アアククセセンントト記記号号  ’’  
でで表表すすとと、、加加法法のの定定義義ははままささにに次次ののここととをを物物語語っってていいるる。。すすななわわちち、、mm＋＋１１＝＝mm’’..      mm＋＋
nn’’＝＝（（mm++nn））’’            [[ままたた]]  nn にに完完全全帰帰納納法法のの推推論論をを適適用用すするるとと、、結結合合法法則則  
((ll++mm))++nn==ll++((mm++nn))  がが得得らられれるる。。ここれれははすすななわわちち、、数数列列でで、、ll  [[エエルル]]かからら始始めめてて最最初初 mm 歩歩
進進みみ、、ささららにに nn 歩歩進進むむここととにによよっってて、、ll かからら  ((mm++nn))  歩歩でで到到達達すするる数数にに至至るるとといいううこことと
ででああるる。。                    交交換換法法則則    mm＋＋nn＝＝nn＋＋mm のの証証明明はは二二段段階階にに分分けけななけけれればばななららなないい。。
nn==11 にに対対ししてて成成りり立立つつここととはは mm にに帰帰納納推推論論をを適適用用すするるここととでで示示さされれ、、そそここででささららにに nn にに
完完全全帰帰納納法法をを適適用用すするるここととでで、、法法則則のの一一般般的的なな確確証証がが得得らられれるる。。  
  
[[22--11--cc]]                    {{大大小小関関係係}}  
mm かからら始始めめてて、、或或るる数数かかららそそのの次次のの数数へへ移移るる操操作作をを行行っってて到到達達ででききるる数数はは、、mm よよりり大大きき
いいとといいうう((記記号号でではは  >>mm  ))。。三三つつのの可可能能性性、、すすななわわちち  

((11)) nn>>mm││nn==mm││nn<<mm        
がが完完全全なな排排他他的的選選言言((DDiissjjuunnkkttiioonn))ををななすすここととはは直直観観的的にに了了解解さされれるる。。              最最初初ののケケーー
ススでではは、、mm＋＋ss＝＝nn ととななるるたただだ一一つつのの数数 ss がが存存在在すするるがが、、ここれれもも帰帰納納法法にによよっってて証証明明すするる
ここととががでできき、、そそのの証証明明ににはは、、或或るる数数ににはは一一つつだだけけ次次のの数数ががあありり、、11 をを除除けけばば各各数数ににはは直直前前
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のの数数がが一一つつだだけけ存存在在すするるとといいうう基基本本事事実実をを使使ええばば十十分分ででああるる。。[[すすななわわちち、、ままずず]]「「nn>>mm はは
mm＋＋nn＝＝ss ととななるる数数 ss がが存存在在すするるここととをを意意味味すするる」」とといいうう定定義義かからら出出発発すするる。。そそここででままずず、、
mm＋＋ss≠≠mm がが一一般般にに証証明明さされれるる（（数数列列はは自自ららにに回回帰帰ししなないい、、ああるるいいはは自自身身よよりりもも大大ききいい数数はは
存存在在ししなないい））。。mm==11 のの時時、、11++ss==ss++11==ss’’≠≠11 ででああるるかからら、、ここのの場場合合[[mm＋＋ss≠≠mm]]はは真真ででああるる（（なな
ぜぜなならら、、ss’’ににはは直直前前のの数数ががああるるがが、、11 にに直直前前のの数数ははなないいかからら））。。ままたた主主張張[[mm＋＋ss≠≠mm]]がが mm にに
対対ししてて真真ななららばば、、そそれれはは mm’’にに対対ししててもも真真ででああるる。。ななぜぜななららかかりりにに mm’’++ss==mm’’なならら、、
mm’’==ss++mm’’==((ss++mm))’’  ととななりり、、mm＝＝ss＋＋mm＝＝mm＋＋ss ででああろろううかからら。。        ささららにに nn がが自自然然数数
なならら、、xx  ≧≧  nn  とと nn  ＜＜  xx ののいいずずれれででももなないいよよううなな数数 xx はは存存在在ししなないい。。ここれれはは[[ままずず]]  nn==11 にに
つついいてて妥妥当当すするる。。ななぜぜななららどどんんなな数数 xx もも  xx≧≧11  だだかかららででああるる。。ままたた nn ににつついいてて妥妥当当すするるなな
らら nn’’ににもも妥妥当当すするる。。たたととええばば nn＞＞xx ままたたはは nn==xx ととすするるとと、、nn’’＞＞xx ででああるる。。ししかかしし xx＞＞nn でで
xx＝＝nn＋＋ss なならら、、ss＝＝11 ゆゆええにに xx==nn’’かか、、ああるるいいはは ss＞＞11 つつままりり ss＝＝tt＋＋１１でであありり、、ししたたががっってて
xx==nn++ss==nn++((11++tt))==nn’’++tt＞＞nn’’  だだかかららででああるる。。                  加加法法のの結結合合法法則則かかららはは次次ののここととがが導導
けけるる。。pp＞＞nn かかつつ nn＞＞mm なならら pp＞＞mm ででああるる。。そそここかかららささららににここうう言言ええるる。。  ((11))ののどどのの二二つつ
のの可可能能性性もも両両立立しし得得なないい。。ss＜＜ss**かからら不不等等式式 mm++ss＜＜mm++ss**がが導導かかれれるる（（減減法法のの一一意意性性））。。  
  
[[22--11--dd]]                          {{乗乗法法}}  
乗乗法法のの意意味味はは次次のの式式((FFoorrmmeellnn))にに由由来来すするる。。    11・・mm  ==  mm,,      nn’’・・mm  ＝＝  ((nn・・mm))++mm,,      
関関係係 pp==nn・・mm はは，，σσかからら出出発発しし、、我我々々のの諸諸原原理理のの助助けけをを借借りりるるここととにによよっってて、、第第一一章章のの 77
節節ででベベククトトルルのの数数倍倍にに関関ししてて描描きき出出ししたたののととままっったたくく同同じじ仕仕方方でで、、構構築築さされれるる。。nn にに帰帰納納
推推論論をを適適用用すするるここととにによよっってて、、分分配配法法則則がが直直ちちにに得得らられれるる。。  
                ((nn11++nn))・・mm＝＝（（nn11・・mm））++((nn・・mm))  
同同じじ手手続続ききでで結結合合法法則則がが得得らられれるる。。（（nn・・pp））・・qq＝＝nn・・（（pp・・qq））                            交交換換法法則則のの証証
明明ははやややや複複雑雑ででああっってて、、そそれれはは以以下下にに基基礎礎をを置置くく。。すすななわわちち    nn・・11==nn..    nn・・((mm++11))＝＝((nn・・
mm))++nn..              いいずずれれのの事事実実もも nn にに完完全全帰帰納納法法をを適適用用すするるここととにによよっってて証証明明さされれるる。。ここれれ
ららかからら次次ののここととがが知知らられれるる。。nn・・xx はは xx==11 ののととききはは xx・・nn とと同同じじ値値をを取取りり、、xx とと nn のの積積はは、、
xx がが xx’’にに移移るるとときき一一様様なな仕仕方方でで変変化化すするる（（つつままりり nn だだけけ増増ええるる））。。ゆゆええににああららゆゆるる xx にに対対
ししてて、、両両辺辺はは一一致致すするる。。̶̶̶̶  ss＜＜ss**なならら、、ss・・nn＜＜  ss**・・nn  ででああるる。。  
  
[[22--11--ee]]                                {{個個数数とと切切片片}}  
次次ののよよううなな数数集集合合（（自自然然数数のの一一次次元元集集合合））をを[[自自然然]]数数列列のの切切片片((AAbbsscchhnniitttt))とと呼呼ぶぶ。。すすななわわ
ちち、、mm  <<  nn  ののとときき、、nn ががそそのの要要素素なならら mm ももかかななららずずそそのの要要素素ででああるるよよううなな、、そそののよよううなな
[[自自然然]]数数集集合合をを切切片片とと呼呼ぶぶ。。そそのの意意味味でで、、自自然然数数のの圏圏域域ににおおいいてて空空集集合合もも全全体体集集合合もも切切片片
ででああるる。。            AA がが切切片片（（たただだしし空空集集合合ででもも全全体体集集合合ででももなないい））なならら、、AA がが、、≦≦  nn  
ででああるるすすべべててのの[[自自然然]]数数のの集集合合とと一一致致すするるよよううなな、、そそののよよううなな[[自自然然]]数数 nn がが存存在在すするる。。証証
明明ははここううででああるる。。11  はは AA のの要要素素ででああるる。。（（ななぜぜなならら、、mm がが AA のの要要素素なならら、、mm==11 かか、、mm>>11
かかででああるる。。後後者者だだととすするるとと、、11 はは  AA のの要要素素ででなないいここととににななりり、、切切片片とといいうう前前提提にに反反すするる。。））
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AA のの要要素素 nn ででははああるるがが、、そそのの次次のの数数 nn’’がが  [[AA のの要要素素ででああるるとといいうう]]  性性質質をを満満たたささなないいよようう
なな、、そそののよよううなな[[自自然然]]数数 nn がが存存在在すするる。。[[ななぜぜなならら]]ここののよよううなな数数がが存存在在ししなないいととすするるとと、、
完完全全帰帰納納法法にによよりり、、すすべべててのの[[自自然然]]数数がが AA のの要要素素ににななっっててししままうう[[かかららででああるる]]。。[[ししたたががっっ
てて]]くくだだんんのの nn  はは、、「「≦≦  nn  ででああるるすすべべててのの[[自自然然]]数数はは AA のの要要素素だだがが、、＞＞nn ででああるるよよううなな[[自自
然然]]数数ははそそううででなないい」」とといいうう求求めめるる性性質質をを満満たたすす。。ここれれでで、、切切片片のの概概念念とと§§77 でで導導入入さされれたた
個個数数のの概概念念がが完完全全にに一一致致すするるここととがが確確認認さされれたた。。今今後後、、「「個個数数 nn」」をを𝒏𝒏"  とと表表記記すするる。。  
  
[[22--11--ff]]                        {{個個数数のの大大小小}}  
切切片片 AA がが切切片片 BB のの部部分分集集合合でで、、ししかかもも AA とと BB がが同同一一ででなないいなならら、、AA はは BB よよりり小小ささいい、、BB
はは AA よよりり大大ききいいとと言言いい、、ここのの場場合合もも上上とと同同じじくく記記号号＜＜、、＞＞をを使使用用すするる。。異異ななるる二二つつのの切切片片
ががああれればば、、かかななららずず一一方方がが大大ききくくはは他他方方がが小小ささいい。。空空集集合合 00 はは他他ののどどのの切切片片よよりりもも小小ささ
くく、、全全体体集集合合∞∞はは他他ののどどのの切切片片よよりりもも大大ききいい。。自自然然数数 mm でで mm  <<  nn なならら、、対対応応すするる個個数数にに
つついいてて𝒎𝒎"   <<  𝒏𝒏"  ででああるる。。  
  
  
  
[[22--11--gg]]                {{数数ええるる((ZZäähhlleenn))ととははどどうういいううここととかか}}  
どどんんなな演演算算圏圏域域((OOppeerraattiioonnssggeebbiieett))ででああれれ、、数数をを利利用用ししてて、、基基本本カカテテゴゴリリーーのの対対象象たたちちのの
集集合合のの個個数数限限定定をを行行ううここととがが可可能能ででああるる。。そそののとときき話話題題ににななっってていいるるカカテテゴゴリリーーのの対対象象たた
ちちををギギリリシシアア小小文文字字でで、、ここれれららのの対対象象たたちちのの一一次次元元集集合合ををギギリリシシアア大大文文字字でで、、そそししてて自自然然
数数をを従従来来どどおおりりララテテンン小小文文字字でで表表すす。。第第一一章章のの  §§77 でで関関係係  σσ((nn  ΞΞ))  がが定定義義さされれたたがが、、[[ここ
ここでではは]]そそれれをを「「ΞΞはは少少ななくくとともも((mmiinnddeesstteennss))  nn 個個のの要要素素かかららななるる」」とと読読むむ。。  
  
[[22--11--hh]]                                {{承承前前}}  
ΞΞがが少少ななくくとともも nn’’  個個のの要要素素かかららななるるとと言言ええるるなならら、、そそれれはは少少ななくくとともも nn 個個のの要要素素かかららなな
るるとと言言ええるる。。  
[[証証明明]]。。ここれれはは nn==11 でで真真ででああるる。。[[次次にに]]  nn ににつついいててそそれれがが言言ええるるとときき、、そそれれはは nn’’ににつついいてて
もも言言ええるる[[とと仮仮定定すするる]]。。[[ささててそそここでで]]ΞΞがが少少ななくくとともも nn’’＋＋１１  のの要要素素かかららななるるなならら、、ΞΞのの要要
素素ξξががああっってて、、ξξにに一一致致ししなないいΞΞののすすべべててのの要要素素のの集集合合はは少少ななくくとともも nn’’個個のの要要素素かかららなな
るる。。ししかかしし[[最最初初のの]]前前提提にによよりり、、ΞΞはは少少ななくくとともも nn’’個個のの要要素素かかららななるる。。[[ゆゆええにに云云々々]]。。  
  
[[22--11--ii]]                        {{承承前前}}  
ΞΞがが少少ななくくとともも mm  個個のの要要素素かかららななるるとといいううののがが成成りり立立たたなないいなならら、、ΞΞがが少少ななくくとともも mm  
++nn 個個のの要要素素かかららななるるとといいううののもも成成りり立立たたなないい。。  
[[証証明明]]。。前前項項ゆゆええにに nn==11 ににつついいてて正正ししいい。。一一般般のの場場合合ににつついいててはは、、完完全全帰帰納納法法のの推推論論をを nn
にに適適用用すするるここととにによよっってて示示さされれるる。。̶̶ ̶̶  [[ささてて]]ここのの命命題題はは肯肯定定的的なな表表現現ででははここうう書書けけるる。。
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mm  <<  pp ととししてて、、ΞΞがが少少ななくくとともも pp 個個のの要要素素かかららななっってていいるるとときき、、そそれれはは少少ななくくとともも mm 個個
のの要要素素かかららななるるとと。。言言いい換換ええるるとと、、与与ええらられれたたΞΞににおおいいてて、、関関係係σσ((nnΞΞ))がが成成りり立立つつよよううなな
自自然然数数たたちちはは一一つつのの切切片片ををななすす。。ここのの切切片片ががままささににΞΞのの個個数数ででああるる。。そそれれがが＝＝𝒏𝒏"なならら、、関関
係係σσ((nn  ΞΞ))はは成成立立すするるがが、、σσ((nn’’ΞΞ))はは成成立立ししなないい。。  
  
[[22--11--jj]]                          {{承承前前}}  
次次のの命命題題がが完完全全帰帰納納法法でで証証明明さされれるる。。ΞΞががΗΗのの部部分分集集合合でであありり、、ΞΞがが少少ななくくとともも nn 個個のの要要
素素かかららななるるののなならら、、ΗΗももややははりり少少ななくくとともも nn 個個のの要要素素かかららななるる。。そそここかからら言言ええるるののはは、、部部
分分のの個個数数はは全全体体のの個個数数よよりり小小ささいいかか、、等等ししいいかか、、[[そそののいいずずれれかかででああるる]]とといいううここととででああるる。。
無無限限なな部部分分集集合合をを持持つつ集集合合はは、、そそれれ自自体体、、無無限限[[集集合合]]ででああるる。。  
  
[[22--11--kk]]                          {{承承前前}}  
定定義義((DDeeffiinniittiioonn))かからら次次ののここととがが帰帰結結すするる。。少少ななくくとともも nn 個個のの要要素素かかららななるる集集合合ΞΞにに、、新新
ししいい一一つつのの要要素素をを追追加加すするるとと、、nn’’個個のの要要素素かかららななるる拡拡大大集集合合がが生生ままれれるる。。ととくくにに、、ΞΞががちち
ょょううどど nn 個個のの要要素素かかららななるる場場合合、、つつままりりΞΞのの個個数数ががちちょょううどど nn のの場場合合ににはは、、そそれれがが成成りり
立立つつ。。ししかかししそそのの逆逆はは決決ししてて自自明明ででははなないい。。  
  
[[22--11--ll]]                          {{承承前前}}  
逆逆((UUmmkkeehhrruunngg))。。少少ななくくとともも nn’’個個のの要要素素かかららななるる集集合合  ΞΞ’’  かからら任任意意のの((bbeelliieebbiigg))要要素素ξξ
をを取取りり除除いいたたとときき、、少少ななくくとともも nn 個個のの要要素素かかららななるる集集合合ΞΞがが残残るる。。  
  
[[22--11--mm]]                        {{承承前前}}  
定定義義にに含含ままれれてていいるるののはは、、＜＜承承前前＞＞「「ΞΞ’’かかららξξ00  をを除除去去すするるここととにによよっってて生生ままれれるるΞΞ00  がが、、
少少ななくくとともも nn 個個のの要要素素かかららななるるよよううなな、、そそののよよううなな要要素素ξξ00  がが存存在在すするる((eess  ggiibbtt))」」、、とといい
ううここととだだけけででああるる。。そそれれににももかかかかわわららずず、、ああのの逆逆はは一一般般にに正正ししいいののでであありり、、そそののここととをを要要
素素のの交交換換((AAuussttaauusscchh  vvoonn  EElleemmeenntteenn))にに関関すするる命命題題をを使使っってて証証明明すするる。。少少ななくくとともも nn 個個
のの要要素素かかららななるる集集合合ΞΞでで、、そそのの要要素素のの一一つつをを、、（（いいまま話話題題ににししてていいるる））カカテテゴゴリリーーのの一一つつ
のの新新ししいい対対象象でで（（他他のの要要素素にに手手をを触触れれるるここととななくく））置置きき換換ええるるなならら、、ややははりり少少ななくくとともも nn
個個のの要要素素かかららななるる変変形形さされれたた集集合合ΞΞ＊＊  がが生生ままれれるる。。[[ままずず]]ここのの命命題題はは nn==11 でで妥妥当当すするる。。
[[ささららにに]]自自然然数数 nn ににつついいててそそれれがが妥妥当当すするるととししよようう。。ΗΗはは少少ななくくとともも nn’’  個個のの要要素素かかららなな
るる集集合合ととすするる。。ΗΗのの或或るる要要素素ηηでで、、そそののηη以以外外ののΗΗののすすべべててのの要要素素のの集集合合ΞΞがが少少ななくくとともも
nn 個個のの要要素素かかららななるるよよううなな、、そそののよよううなな要要素素ηηがが存存在在すするる。。そそここででΗΗににおおいいてて或或るる要要素素  
ηη00  をを、、他他ののどどのの要要素素とともも異異ななるる対対象象ηη00

＊＊  でで置置きき換換ええるるとと、、ΗΗははΗΗ＊＊  にに転転じじるるがが、、ここここでで
二二つつののケケーーススがが考考ええらられれるる。。すすななわわちちηη00＝＝ηηかか、、そそれれとともも  ≠≠ηηかか。。前前者者なならら、、ΗΗ＊＊ははΞΞにに、、  
新新ししいい要要素素ηη00

＊＊ををつつけけ加加ええたたももののととななりり、、ゆゆええににΗΗ＊＊はは少少ななくくとともも nn’’個個のの要要素素かかららななるるここ
ととににななるる。。後後者者なならら、、ΞΞのの要要素素ηη00 ををηη00

＊＊でで置置きき換換ええるるここととにによよっってて、、ΞΞはは新新ししいい集集合合ΞΞ**
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にに変変わわるる。。[[ととこころろがが帰帰納納法法のの]]前前提提かからら、、ΞΞ**はは少少ななくくとともも nn 個個のの要要素素かかららななるる。。ΗΗ＊＊はは  
ΞΞ**ののすすべべててのの要要素素以以外外にに、、ΞΞ**にに登登場場ししなないいηηをを含含むむ。。ゆゆええにに、、ここのの場場合合ももままたた、、ΗΗ＊＊はは少少
ななくくとともも nn’’個個のの要要素素かかららななるる。。  
  
[[22--11--nn]]                          {{承承前前}}  
ここここかからら「「逆逆」」のの正正ししいいここととがが直直ちちにに導導かかれれるる。。ななぜぜななららξξ００  ととξξをを置置きき換換ええるるとと、、ΞΞ00  
かかららΞΞがが生生ままれれるるかかららででああるる。。ししたたががっっててΞΞももΞΞ**同同様様、、少少ななくくとともも nn 個個のの要要素素かかららななるる。。  
̶̶̶̶ささららににここうう言言ええるる。。ちちょょううどど nn 個個のの要要素素かかららななるる集集合合にに、、ささららにに一一つつのの要要素素をを付付けけ加加
ええるるとと、、ちちょょううどど nn’’個個のの要要素素かかららななるる集集合合がが生生ままれれるる。。nn’’個個のの要要素素かかららななるる集集合合ΞΞ**かからら
一一つつのの要要素素をを奪奪ううとと、、ちちょょううどど nn 個個のの要要素素かかららななるる集集合合ΞΞがが残残るる。。（（無無限限集集合合かからら一一つつのの
要要素素をを奪奪ううとと、、無無限限集集合合がが残残るる。。））          ΞΞ  かかららどどのの要要素素がが奪奪わわれれるるかかにに関関係係ななくく、、上上
のの命命題題はは成成りり立立つつののででああっってて、、周周知知のの数数ええ方方((ZZaahhllvveerrffaahhrreenn))とといいううもものの、、すすななわわちち「「数数
ええ方方ににおおいいててはは、、数数のの並並びび方方とと独独立立にに同同じじ結結果果をを得得るる」」とといいうう事事実実ははここののここととにに立立脚脚ししてて
いいるる。。                ここのの場場合合、、同同時時にに次次ののこことともも証証明明さされれてていいるる。。nn 個個のの要要素素かかららななるる集集
合合ににおおいいてて、、或或るる要要素素をを他他ののどどのの要要素素とともも異異ななるる対対象象でで置置きき換換ええててもも、、ここのの新新ししいい集集合合もも
ままたた nn 個個のの要要素素かかららななるるののででああっってて、、ここののここととをを「「集集合合のの個個数数ははそそのの要要素素のの性性格格((NNaattuurr))
かからら独独立立ででああるる」」ななどどとと言言うう。。ここここでで完完全全帰帰納納法法にによよっってて（（言言明明はは nn==11 のの場場合合ににつついいてて
はは既既にに保保証証さされれてていいるる））、、次次のの結結果果をを得得るる。。すすななわわちち、、ちちょょううどど mm 個個のの要要素素かかららななるる集集合合
にに、、ここのの集集合合ののどどれれとともも異異ななるる nn 個個のの要要素素かかららななるる集集合合をを併併合合すするるとと、、＝＝𝒎𝒎+𝒏𝒏'''''''''	個個のの要要素素
かかららななるる集集合合がが生生ままれれるる。。  
  
{{訳訳者者。。𝒎𝒎+𝒏𝒏'''''''''  はは mm＋＋nn  のの誤誤記記かか}}。。  
  
[[22--11--oo]]..                        {{承承前前}}  
基基本本カカテテゴゴリリーー[[22--11--gg]]ととししてて自自然然数数ののカカテテゴゴリリーー自自体体をを設設定定すするるとと、、自自然然数数のの集集合合そそれれ自自
体体をを数数ええるる((zzäähhlleenn))ここととががででききるる。。ここのの場場合合、、「「自自然然数数列列のの切切片片𝒏𝒏"ははちちょょううどど nn 個個のの要要素素かか
ららななるる」」とといいうう命命題題がが妥妥当当すするる（（既既にに得得らられれたた成成果果にに立立っってて、、帰帰納納法法にによよりり証証明明ででききるる））。。
個個数数概概念念ををここののよよううにに理理解解すするるここととにによよっっててささららにに次次のの確確認認にに至至るる。。すすななわわちち、、たたととええばば
nn とと互互いいにに素素なな nn よよりり小小ささいい自自然然数数のの個個数数φφ((nn))はは例例のの厳厳密密なな意意味味でで nn のの関関数数ででああるるとといい
ううこことと。。ここののここととははここれれ以以外外ののああららゆゆるる「「数数論論的的関関数数((zzaahhlleenntthheeoorreettiisscchheenn  FFuunnkkttiioonneenn))
ににもも言言ええるる。。̶̶̶̶  
  
[[22--11--pp]]                        {{二二つつのの公公理理}}  
数数ににつついいててのの一一連連のの基基本本的的真真理理はは、、上上述述ののややりり方方とと上上述述のの手手順順でで、、完完全全帰帰納納法法のの推推論論をを途途
切切れれななくく援援用用すするるここととにによよっってて、、二二つつのの「「公公理理」」かからら論論理理的的にに（（llooggiisscchh））導導くくここととががでできき
るる。。二二つつのの公公理理ととははここううででああるる。。どどのの[[自自然然]]数数ににもも、、そそれれにに後後続続すするるたただだ一一つつのの[[自自然然]]数数がが
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存存在在すするる。。そそししてて 11 以以外外ののどどのの[[自自然然]]数数ににもも、、そそれれにに直直接接先先行行すするるたただだ一一つつのの[[自自然然]]数数がが
存存在在すするる。。  
  
  
  
  

§§22    分分数数((BBrrüücchhee))とと有有理理数数((rraattiioonnaallee  ZZaahhlleenn))  
  
[[22--22--aa]]                            {{分分数数ははベベククトトルルたたちちのの或或るる二二重重集集合合ででああるる}}  
日日常常生生活活ででももそそううだだしし、、おおよよそそ分分数数がが足足しし算算可可能能なな量量のの計計測測にに使使わわれれるる場場面面ででそそううななののだだ
がが、、分分数数はは[[ままずずももっってて]]乗乗数数((MMuullttiipplliikkaattoorreenn))ととししてて姿姿をを現現すす。。たたととええばば、、直直線線上上ののベベクク
トトルルをを考考ええるるとと、、一一つつののベベククトトルルののそそれれ自自身身へへのの加加算算のの繰繰りり返返しし（（第第一一章章 11,,  §§77 参参照照））にに
よよっってて、、[[ベベククトトルルのの]]自自然然数数倍倍((VVeerrvviieellffäällttiigguunngg))がが[[ままずず]]得得らられれるる。。つつままりり自自然然数数 mm にに対対
ししてて、、mm𝒂𝒂>>⃗   すすななわわちちベベククトトルル	𝒂𝒂>>⃗ 	のの mm 倍倍がが、、ここれれももままたた或或るるベベククトトルルととししてて与与ええらられれるる。。
[[ささてて]]ここのの演演算算ににははそそのの一一義義的的なな((eeiinnddeeuuttiigg))逆逆転転((UUmmkkeehhrruunngg))つつままりり分分割割（（TTeeiilluunngg））がが
対対応応すするる。。[[つつままりり]]  𝒂𝒂>>⃗ 	ががベベククトトルルでで nn がが自自然然数数ななららばば、、[[今今度度はは]]nnxx==𝒂𝒂>>⃗ ととななるるよよううなな、、一一つつ
そそししててたただだ一一つつののベベククトトルル xx==𝒂𝒂>>⃗ //nn がが存存在在すするるののででああるる。。[[ここここででささららにに]]  自自然然数数倍倍とと分分割割
をを組組みみ合合わわせせるるとと、、𝒂𝒂>>⃗ のの「「mm//nn 倍倍」」つつままりり mm𝒂𝒂>>⃗ //nn がが得得らられれるる。。        分分数数記記号号 mm//nn はは何何
ののたためめににああるるかかとと言言ええばば、、二二つつのの分分数数ががああるるとときき、、任任意意ののベベククトトルルににここれれらら二二つつのの分分数数がが
表表すす操操作作をを施施ししたたととききかかななららずずそそのの結結果果がが等等ししいいののなならら、、ここれれらら二二つつのの分分数数はは等等ししいい
((gglleeiicchh))、、とといいううここととをを言言ううたためめにに分分数数記記号号 mm//nn ははああるる。。        [[ととこころろでで]]任任意意ののベベクク
トトルル  𝒙𝒙>>⃗   かかららベベククトトルル      

((22)) 𝒚𝒚>>⃗ ==mm𝒙𝒙>>⃗ //nn    
をを生生成成すするる「「演演算算」」にに比比べべるるとと、、ここのの（（22））のの方方程程式式、、つつままりり  

((33)) nn𝒚𝒚>>⃗ ==mm𝒙𝒙>>⃗   
にによよっってて表表現現さされれるる、、𝒙𝒙>>⃗ とと𝒚𝒚>>⃗ のの主主題題配配列列的的なな「「関関係係((RReellaattiioonn))」」のの方方がが扱扱いいややすすいい。。[[そそここでで]]
二二 つつ のの 分分 数数 がが 同同 じじ ((ddiieesseellbbee)) とと はは 、、 ここ れれ らら 二二 つつ のの 分分 数数 にに 同同 じじ 妥妥 当当 外外 延延 ((gglleeiicchheess  
GGeellttuunnggssuummffaanngg))をを持持つつ関関係係((RReellaattiioonneenn))がが割割りり振振らられれてていいるる((ggeehhöörreenn))ここととだだ、、とと読読みみ
替替ええよよううとといいううののででああるる。。そそののとときき分分数数 mm//nn ととはは、、関関係係((33))にに対対応応すするる、、ベベククトトルルたたちちのの
二二重重集集合合((DDooppppeellmmeennggee))にに他他ななららなないい。。          ̶̶̶̶̶̶  分分数数のの乗乗法法((MMuullttiipplllliikkaattiioonn))
ととはは、、[[ベベククトトルルのの自自然然数数倍倍とと分分割割のの組組みみ合合わわせせととししてて]]認認めめらられれたたベベククトトルル演演算算がが順順次次実実
行行さされれるるここととをを意意味味すするる。。乗乗法法のの諸諸法法則則はは、、自自然然数数倍倍とと分分割割がが互互いいにに交交換換可可能能
((vveerrttaauusscchhbbaarr))ででああるるとといいうう基基礎礎的的事事実実にに由由来来すするる。。                        分分数数たたちちのの加加算算がが可可
能能ななののはは、、((𝒂𝒂>>⃗ へへのの適適用用のの例例をを考考ええるるとと))、、mm𝒂𝒂>>⃗ //nn++mm**𝒂𝒂>>⃗ //nn**..  でで表表現現さされれるる操操作作がが、、mm//nn++mm**//nn**
とと いい うう 和和 でで 表表 記記 ささ れれ るる たた だだ 一一 つつ のの 分分 数数 でで 表表 現現 でで きき るる とと いい うう 事事 実実 にに 由由 来来 すす るる 。。                    
ごご覧覧のの通通りり、、我我々々はは分分数数のの加加法法とと乗乗法法をを飽飽くくままででもも具具体体的的なな適適用用((kkoonnkkrreettee  AAnnwweenndduunndd))
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のの側側かからら捉捉ええてていいるるののででああるる。。  
  
[[訳訳者者。。原原文文ははベベククトトルルをを（（たたととええばば aa なならら））aa ののゴゴシシッックク体体でで表表示示すするるがが、、通通常常のの aa ややααななどどとと非非常常にに

紛紛ららわわししいいののでで、、  𝒂𝒂..⃗ 	でで表表すすここととににししたた]]。。  

  
[[22--22--bb]]                {{分分数数はは算算術術的的にに定定義義さされれるる}}  
量量のの圏圏域域がが変変わわるるたたびびににそそれれ専専属属のの分分数数をを準準備備すするるののはは難難儀儀ででああるる。。分分数数のの規規則則はは[[個個々々
のの]]量量圏圏域域のの特特性性ととはは独独立立ななののだだかからら、、むむししろろ、、純純粋粋にに算算術術的的にに分分数数をを定定義義すするるここととがが目目
的的ににかかななっってていいるる。。̶̶̶̶  ししかかももああららゆゆるる量量圏圏域域にに通通用用すするるよよううにに、、そそししてて無無限限ににあありり得得
るる個個別別事事例例にに対対処処ででききるるよよううにに、、そそののよよううにに自自然然数数倍倍とと分分割割のの過過程程((PPrroozzeeßß))のの組組みみ合合わわせせ
がが記記号号化化((ssyymmbboolliissiieerreenn))ででききるるなならら、、そそれれにに越越ししたたここととははなないい。。そそうういいうう点点をを考考ええててもも、、
純純粋粋にに算算術術的的にに定定義義ししててややるるここととがが分分数数のの目目的的ににかかななっってていいるる。。          分分数数のの算算術術的的
定定義義はは次次ののよよううににすすれればば容容易易にに実実現現すするる。。すすななわわちち、、[[そそももそそもも]]自自然然数数ははそそれれ自自身身加加算算可可
能能なな量量圏圏域域をを形形成成ししてていいるる訳訳だだがが、、[[今今度度はは]]そそのの自自然然数数たたちちのの組組((ddaass  SSyysstteemm  ddeerr  
nnaattüürrlliicchheenn  ZZaahhlleenn))にに焦焦点点をを絞絞っってて((iinnssbbeessoonnddeerree))、、上上記記のの一一連連のの考考察察[[22--22--aa??]]をを適適用用すす
れればばよよいい。。ななおおここのの圏圏域域ににおおいいてて関関係係づづけけ((33))はは yy ににつついいてて必必ずずししもも解解けけるるわわけけででははなないい
けけれれどどもも、、そそれれはは理理論論展展開開ににととっってて致致命命的的ででははなないい。。ととりりああええずず以以下下のの構構成成がが実実行行ででききるる。。  
  
[[22--22--cc]]                                  {{分分数数のの算算術術的的定定義義}}  
自自然然数数のの関関係係 aa・・bb==cc ををππ((aa,,bb,,cc,,))とと表表すす。。ささららにに関関係係  ππ((mm,,xx,,zz))・・ππ((nn,,yy,,zz))││zz==**    をを作作
るる。。すすななわわちち、、関関係係 mmxx==nnyy  をを作作るる。。ここここでで mm とと nn にに二二つつのの特特定定のの自自然然数数をを置置くくとと、、そそ
ここでで得得らられれるる xx、、yy のの二二項項関関係係ににはは自自然然数数のの二二重重集集合合がが対対応応すするるかからら、、そそれれをを分分数数 mm//nn とと
名名づづけけるる。。同同時時にに mm//nn はは、、二二つつのの独独立立変変数数 mm とと nn をを持持つつ、、或或るる関関数数（（分分数数関関数数））のの記記号号
ににももななっってていいるる。。              今今後後、、分分数数ををギギリリシシアア小小文文字字アアルルフファァベベッットトのの最最初初のの方方
のの文文字字でで表表すす。。xx,,yy がが分分数数（（二二重重集集合合））ααのの要要素素ペペアア((EElleemmeennttaarrppaaaarr))ををななすすととききにに、、「「yy
はは xx にに対対ししてて比比ααににああるる」」とと言言うう。。αα==mm//nn なならら、、特特にに、、mm はは nn にに対対ししてて比比ααににああるる。。自自
然然数数のの積積算算法法則則かからら次次ののここととをを証証明明ししててみみらられれよよ。。二二つつのの分分数数 mm//nn とと mm**//nn**はは  
mmnn**==mm**nn がが成成りり立立つつとときき、、そそししててそそののととききにに限限っってて互互いいにに等等ししいい。。  
  
[[22--22--dd]]                                          {{承承前前}}  
関関係係αα・・ββ==γγ  ははここうう述述べべてていいるる。。xx がが yy にに対対ししてて比比ααににあありり、、yy がが zz にに対対ししてて比比ββににああ
るるとときき、、かかななららずず xx はは zz にに対対ししてて比比γγににああるるとと。。任任意意のの二二つつのの分分数数ααととββにに対対ししてて、、そそれれ
ららのの間間ににここのの関関係係式式がが成成りり立立つつよよううななγγがが、、一一つつそそししててたただだ一一つつ存存在在すするるここととをを証証明明ししてて
見見らられれよよ。。そそれれををααととββのの積積((PPrroodduukktt))とと呼呼びび、、αα・・ββでで表表すす。。（（つつままりり  αα＝＝mm//nn、、ββ
==mm**//nn**ななららαα・・ββ＝＝mm・・mm**//mm・・nn**））  
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[[22--22--ee]]                        {{承承前前}}  
関関係係αα++ββ＝＝γγははここうう述述べべてていいるる。。xx がが zz にに対対ししてて比比ααににあありり、、yy がが zz にに対対ししてて比比ββににああ
るるとときき、、xx++yy はは zz にに対対ししてて比比γγににああるる。。ここれれにに対対応応すするる命命題題（（おおよよびび次次のの計計算算規規則則  αα++ββ
=={{((mm・・nn**))++((mm**・・nn))}}//nn・・nn**  ））  をを証証明明ししててみみらられれよよ。。ここれれららのの諸諸定定義義かからら容容易易にに、、加加法法
とと乗乗法法のの基基本本的的計計算算規規則則がが得得らられれるる。。  
  
[[22--22--ff]]                        {{承承前前}}  
ベベククトトルルのの場場合合とと同同様様にに、、ここのの加加算算にに基基づづいいてて分分数数のの自自然然数数倍倍とと分分割割がが説説明明ででききるる。。分分数数
のの領領域域((BBeerreeiicchh))でではは、、分分割割はは常常にに実実行行可可能能、、かかつつ一一意意的的にに実実行行可可能能なな演演算算ででああるるここととがが確確
認認さされれるる。。次次をを確確認認さされれよよ。。    ((mmββ))//nn とと（（mm//nn））・・ββがが一一致致すするるこことと。。  
  
[[22--22--gg]]                          {{承承前前}}  
ももししαα,,ββががどどちちららもも分分数数でであありり、、ししかかももββ＋＋γγ＝＝ααととななるる一一つつのの分分数数γγがが存存在在すするるなならら
（（すすななわわちちββ＋＋mm//nn==ααととななるる二二つつのの自自然然数数 mm,,nn がが存存在在すするるなならら））、、ααははββよよりり大大ききいいとと
いいいい、、記記号号αα＞＞ββでで表表すす。。ままたたββははααよよりり小小ささいいととももいいいい、、ββ＜＜ααとと表表すす。。ここのの場場合合、、ここ
ののよよううななγγははたただだ一一つつだだけけ存存在在すするる。。ししかかももここのの場場合合、、以以下下のの可可能能なな場場合合たたちちはは完完全全なな選選
言言関関係係ををななすす。。  αα＞＞ββ  ││  αα＝＝ββ  ││  αα＜＜ββ。。  
  
[[22--22--hh]]                                          {{承承前前}}  
自自然然数数 mm たたちちとと、、そそれれにに相相応応すするる((kkoorrrreessppoonnddiieerreenndd))  分分母母 11 をを持持つつ分分数数 mm//11 たたちちのの間間
ににはは、、完完全全なな同同型型性性((IIssoommoorrpphhiiee))がが成成りり立立つつ。。[[つつままりり]]自自然然数数たたちちのの間間にに成成りり立立つつ和和、、積積、、
大大小小関関係係がが、、ここれれにに対対応応すするる分分母母 11 のの分分数数たたちちのの間間のの個個々々のの関関係係にに正正確確にに反反映映さされれるる。。しし
かかしし両両者者をを同同一一視視((iiddeennttiiffiizziieerreenn))ししててははななららなないい、、同同一一((iiddeennttiisscchh))ででなないいももののをを、、同同一一にに
「「見見せせかかけけ((mmaacchheenn))」」ててははななららなないい。。たただだ、、数数がが計計測測((MMeesssseenn))にに使使わわれれるる場場合合ににはは、、自自
然然数数 mm とと分分数数 mm//11 がが同同じじ「「mm 倍倍」」とといいうう過過程程をを表表すすここととだだけけはは記記憶憶にに留留めめてておおここうう。。  
  
[[22--22--ii]]                        {{言言葉葉のの混混乱乱}}  
ささててここここかからら先先のの議議論論をを、、第第一一章章のの§§66 でで話話題題ににししたた[[例例のの]]ややりり方方ででややれれなないい訳訳ででははなないい
((kköönnnntteenn))。。つつままりり、、[[自自然然数数かからら]]分分数数のの階階ままでで登登っったたととこころろでで、、そそここままでで登登っっててききたた階階段段
ををいいわわばば取取りり壊壊しし、、ししかかもも  、、たたっったたいいまま到到達達ししたたちちょょううどどそそのの高高みみにに、、更更ななるる建建てて増増しし
ののたためめのの基基石石ををままたた新新たたにに（（vvoonn  nneeuueemm））置置きき直直すすとといいううややりり方方、、ここののややりり方方ををここここでで採採
用用ででききなないい訳訳ででははなないい。。[[具具体体的的にに言言ええばば、、自自然然数数ででははななくく]]、、自自然然数数ププララスス分分数数をを、、一一かか
らら((vvoonn  vvoorrnnhheerreeiinn))  ままたたぞぞろろ基基礎礎カカテテゴゴリリーーととししてて立立ててよようう、、そそししててそそここかからら出出発発ししよよ
ううとといいううののががそそののややりり方方ででああるる。。[[だだがが]]当当然然ここのの場場合合、、  「「自自然然数数かかららななるる 22 次次元元集集合合たたちち
かか らら なな るる カカ テテ ゴゴ リリ ーー 」」 はは [[ いい まま 述述 べべ たた ]] 二二 つつ 目目 のの 基基 礎礎 カカ テテ ゴゴ リリ ーー ((ddiiee  zzwweeiittee  
GGrruunnggkkaatteeggoorriiee))[[のの自自然然数数のの部部分分]]ををううちちにに含含むむここととににななるるだだろろうう。。[[だだがが、、自自然然数数かかららなな
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るる 22 次次元元集集合合たたちちかかららななるる]]派派生生的的カカテテゴゴリリーーがが、、[[自自然然数数とといいうう]]基基礎礎カカテテゴゴリリーーにに[[部部分分
的的にに]]被被るる（（ÜÜbbeerrddeecckkeenn））とといいううここのの状状況況をを解解消消すするる手手立立ててはは、、[[どどここににもも]]見見つつかかららなないい
（（相相違違ししなないいももののにに向向かかっってて相相違違ししてていいるるとと言言いい張張るるこことと[[つつままりり被被っってていいるるももののにに向向かか
っってて被被っってていいなないいとと言言いい張張るるこことと]]ははででききなないい））。。ととははいいええ、、ここのの[[被被るるとといいうう]]状状況況はは無無視視
((iiggnnoorriieerreenn))ででききるる程程度度ののももののででああるる。。[[ななぜぜなならら]]配配属属完完了了的的なな問問いい[[のの真真偽偽]]をを決決定定すするるにに
当当たたっっててはは、、断断じじてて、、或或るるカカテテゴゴリリーーにに属属すす対対象象とと別別ののカカテテゴゴリリーーにに属属すす対対象象がが同同一一かか異異
ななるるかかのの確確認認ななどど必必要要なないいかかららででああるる。。ここれれははままああ、、[[せせいいぜぜいい]]言言葉葉のの混混乱乱((eeiinn  
vveerrwwiicckkeelltteess  DDooppppeellssppiieell))がが起起ききてていいるるとといいうう程程度度のの話話ででああっってて、、そそれれはは、、「「自自然然数数」」とと
いいううたただだ一一つつのの基基礎礎カカテテゴゴリリーーかからら出出発発ししたた構構築築をを切切れれ目目ななくく遂遂行行すするる過過程程でで、、  [[自自然然数数
とといいうう同同じじ言言葉葉がが異異ななるる]]二二重重のの意意味味でで[[たたままたたまま]]使使用用さされれたたとといいうう、、言言葉葉ををめめぐぐるる部部分分的的
混混乱乱ででああるるにに過過ぎぎなないい。。          ししかかしし[[そそううはは言言っっててもも]]言言葉葉ののここのの二二重重使使用用ににもも、、表表
現現のの簡簡便便性性ななどどのの点点ででそそれれななりりのの効効用用ははああるる。。そそここでで[[次次にに挙挙げげるる]]ここんんなな手手をを使使ええばば、、純純
粋粋自自然然数数論論のの基基底底をを損損ななううここととななししにに、、ここのの効効用用ををううままくく生生かかすすここととががででききるるとと思思うう。。  
  
[[22--22--jj]]                                          {{約約束束事事}}  
[[ここうう考考ええよようう]]。。「「ここれれここれれ性性質質をを持持つつ分分数数がが存存在在すするる((eess  ggiibbtt))」」とといいうう言言いい回回ししがが出出ててくく
るるたたびびにに、、ここのの表表現現はは次次ののよよううなな意意味味をを持持ちち、、ししかかももそそれれ以以上上のの意意味味はは持持たたなないいとと解解すするる。。
すすななわわちちここのの言言いい回回ししをを、、二二つつのの自自然然数数 mm,,nn  [[そそれれがが１１ででああろろううががななかかろろううがが]]がが存存在在すす
るるこことと、、ししかかもも分分数数αα＝＝mm//nn がが上上述述のの性性質質[[ここれれここれれのの性性質質]]をを持持つつよよううなな、、そそののよよううなな自自
然然数数 mm,,nn がが存存在在すするるとといいうう意意味味にに解解すするるののででああるる。。          [[ちちななみみにに]]自自然然数数のの二二重重集集
合合○○2288 ((DDooppppeellmmeennggee))  MM ととははここうういいううここととででああるる。。すすななわわちち、、mm,,nn ががそそのの要要素素ペペアア
((EElleemmeetteennppaaaarr))のの一一つつででああっってて、、分分数数 mm**//nn**==mm//nn  なならら、、mm**,,nn**  ももかかななららずず MM のの要要素素ペペ
アアででああるる、、とと。。ここののとときき、、MM はは分分数数のの領領域域((BBeerreeiicchh  vvoonn  BBrrüücchheenn))ででああるるとと言言うう。。mm,,nn がが
MM のの要要素素ペペアアををななすすとときき、、分分数数αα＝＝mm//nn ははここのの領領域域 MM にに属属すす((aannggeehhöörreenn))とと表表現現すするるここ
ととににすするる。。（（ααにに、、ししかかももααののみみにに対対応応すするる分分数数のの領領域域はは、、ααとと同同一一ででああるる。。））[[ななおお、、22--22--
ii ののよよううにに]]  集集合合 MM がが「「自自然然数数」」にに関関係係づづけけらられれたた二二つつのの空空所所のの他他にに、、ななんんららかかののカカテテゴゴ
リリーーにに関関係係づづけけらられれたた空空所所たたちちををささららにに含含んんででいいるる場場合合ににもも、、同同様様のの呼呼びび方方ををすするるここととにに
すするる。。      [[ととこころろでで自自然然数数ででははななくく]]分分数数のの「「二二重重領領域域((DDooppppeellbbeerreeiicchh))」」がが何何をを意意味味すす
るるかかははおおわわかかりりだだろろうう。。ここれれはは自自然然数数のの四四重重集集合合ででああっってて、、ししかかもも、、mm,,nn;;pp,,qq ががここれれのの要要
素素組組((EElleemmeenntteennssyysstteemm))ををななしし、、mm**//nn**==mm//nn,,    かかつつ pp**//qq**==pp//qq なならら  mm**,,nn,,**pp**,,qq**ももそそ
のの要要素素組組ををななすすよよううなな、、そそののよよううなな自自然然数数のの四四重重集集合合ででああるる。。ここううししたた条条件件ののももととでで、、αα
＝＝mm//nn ととββ＝＝pp//qq  はは、、（（ここのの順順番番でで））ここのの二二重重領領域域にに属属すす分分数数ののペペアア((BBrruucchhppaaaarr))ををななすす。。  
  
  [[訳訳者者。。ここのの最最後後のの議議論論はは  [[22--33]]  でで話話題題ににすするる「「実実数数」」ににつつななががるる]]。。  
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[[22--22--kk]]                              {{    <<分分数数のの国国>>かからら<<有有理理数数のの国国>>へへ  }}  
直直線線上上ののベベククトトルルででももそそううだだっったたがが、、ももしし或或るる量量圏圏域域((GGrröößßeennggeebbiieett))ににおおいいてて、、法法則則  
𝒂𝒂>>⃗ ++𝒐𝒐>>⃗ ==𝒐𝒐>>⃗ ++𝒂𝒂>>⃗ ==𝒂𝒂>>⃗     をを充充たたすす個個別別のの量量((ddiiee  ssiinngguullaaiirree  GGrröößßee))  𝟎𝟎>>⃗ がが存存在在しし、、ままたたどどのの量量𝒂𝒂>>⃗ ににつついい
ててもも𝒂𝒂>>⃗ ＋＋（（--𝒂𝒂>>⃗ ））＝＝𝒐𝒐>>⃗ ととななるるよよううなな𝒂𝒂>>⃗ とと逆逆のの((eennttggeeggeennggeesseettzztt))  量量  --𝒂𝒂>>⃗   がが存存在在すするるののなならら、、そそ
ののとときき、、ここのの量量圏圏域域((GGrröößßeennggeebbiieett))ににはは、、定定数数倍倍とと分分割割のの過過程程((PPrroozzeeßß))にに加加ええてて、、折折りり返返
しし((UUmmkkllaappppuunngg))のの演演算算、、すすななわわちち𝒂𝒂>>⃗ をを  --𝒂𝒂>>⃗   にに置置きき換換ええるる演演算算、、ななららびびににどどんんなな量量ででもも𝒐𝒐>>⃗にに
帰帰すすよよううななゼゼロロ過過程程（（NNuullllpprroozzeeßß））がが参参入入ししたたここととににななるる。。            ここれれらら[[折折りり返返
ししととゼゼロロ化化とといいうう二二つつ]]のの過過程程もも込込みみでで、、ままたたここれれららのの過過程程にに自自然然数数倍倍とと分分割割をを組組みみ合合わわ
せせたたももののままでで[[敢敢ええてて]]「「数数((ZZaahhlleenn))」」とと呼呼ぼぼううとといいううののなならら、、分分数数のの国国((ddaass  RReeiicchh  ddeerr  
BBrrüücchhee))ににゼゼロロとと負負数数をを加加ええるるここととにによよっってて、、そそれれをを有有理理数数((ddaass  RReeiicchh  ddeerr  rraattiioonnaalleenn  
ZZaahhlleenn))のの国国にに拡拡張張ししてておおくく必必要要ががああるる○○2299。。乗乗法法をを加加法法にに読読みみ替替ええるるとといいうう手手間間ははかかかかるる
もものののの、、自自然然数数かからら分分数数をを得得たたととききとと同同じじ要要領領でで、、以以下下ののよよううににししてて純純粋粋にに算算術術的的にに分分数数
かからら有有理理数数をを得得るるここととががででききるる。。  
  
[[22--22--ll]]                            {{承承前前}}  
ααととββをを二二つつのの分分数数ととすするる。。そそののとときき、、自自然然数数  xx,,yy;;  uu,,vv  のの間間のの関関係係  αα＋＋uu//vv==ββ++xx//yy  
にに相相応応すするる 44 次次元元集集合合はは、、分分数数たたちちのの二二重重領領域域((DDooppppeellbbeerreeiicchh))ににななっってていいるる。。ここのの二二重重
領領域域をを有有理理数数αα--ββとと呼呼ぶぶ  [[  訳訳者者。。原原著著ははここのの引引きき算算をを古古風風ににαα÷÷ββとと表表記記すするるがが、、従従わわ
なないい]]。。[[ももちちろろんん]]  分分数数ペペアア((BBrruucchhppaaaarr))  ξξ,,ηηががここれれにに属属すすののははαα＋＋ηη==ββ++ξξととななるるとと
ききでであありり、、ままたたそそののととききにに限限るる。。（（ここのの場場合合、、ξξととηηはは有有理理数数αα--ββだだけけ異異ななるるとといいうう。。））
以以後後、、有有理理数数ははλλ,,μμ,,νν,,・・・・ななどどでで表表すす。。αα--ββ＝＝αα’’--ββ’’  ととななるるののははαα++ββ’’＝＝αα’’++ββのの
ととききでであありり、、そそののととききにに限限るるとといいううここととはは容容易易にに証証明明ででききるる。。  
  
[[22--22--mm]]                              {{承承前前}}  
ととくくにに xx//yy==uu//vv にによよっってて定定義義さされれたた、、自自然然数数のの 44 次次元元集集合合はは一一つつのの有有理理数数でであありり[[αα==ββ
ののととききののαα――ββ]]、、ここれれににはは 00 とといいうう文文字字名名をを与与ええるる((個個数数 00 とと混混同同すするる恐恐れれははなないい））。。                
すすななわわちちαα――αα＝＝００ででああるる。。          ααがが分分数数なならら、、αα＋＋ηη＝＝ξξののとときき、、かかつつそそのの時時にに
限限りり、、分分数数対対ξξηηががそそれれにに属属すすよよううなな分分数数のの二二重重領領域域はは一一つつのの有有理理数数でであありり、、ここれれをを++αα
とと呼呼ぶぶ。。          同同様様ににαα＋＋ξξ＝＝ηηにによよっってて定定義義さされれたた分分数数のの二二重重領領域域はは一一つつのの有有理理数数
でであありり、、ここれれをを――ααとと表表わわすす。。          分分数数間間のの「「大大小小」」関関係係かからら、、00 とと異異ななるるどどのの有有
理理数数ににもも、、たただだ一一つつのの分分数数ααがが配配属属さされれるる((ここのの有有理理数数のの絶絶対対値値((aabbssoolluutteerr  BBeettrraagg))））。。たた
だだここのの有有理理数数はは  ＝＝＋＋ααだだっったたりり＝＝――ααだだっったたりりすするるののででああっってて、、そそれれにに応応じじてて正正のの有有理理
数数とと負負のの有有理理数数がが区区別別さされれるる。。  
  
[[22--22--nn]]                            {{承承前前}}  
有有理理数数のの方方程程式式λλ＋＋μμ＝＝ννととはは、、分分数数ξξとと分分数数ηηがが[[分分数数]]λλだだけけ異異ななりり、、分分数数ηηとと分分数数ζζ
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がが[[分分数数]]μμだだけけ異異ななるるなならら、、かかななららずず、、分分数数ξξとと分分数数ζζはは[[分分数数]]ννだだけけ異異ななるるとといいうう意意味味
ででああるる。。任任意意のの二二つつのの有有理理数数λλととμμにに対対ししてて、、かかななららずず、、上上記記のの関関係係をを満満たたすす[[有有理理数数]]νν
がが一一つつそそししててたただだ一一つつ存存在在すするる。。ここのの加加法法はは結結合合法法則則とと交交換換法法則則をを許許容容しし、、一一意意的的なな逆逆演演
算算すすななわわちち減減法法をを許許容容すするる。。ちちななみみににλλ＋＋００＝＝λλででああるる。。  
  
[[22--22--oo]]                        {{承承前前}}  
以以上上のの定定義義ののももととでで、、有有理理数数[[のの全全体体]]はは、、自自然然数数倍倍、、分分割割、、おおよよびび「「折折りり返返しし」」のの諸諸演演算算
ががかかななららずず一一意意にに遂遂行行可可能能ででああるるよよううなな、、足足しし算算可可能能なな量量のの圏圏域域((GGeebbiieett))をを形形成成すするる。。mm
をを自自然然数数、、αα＝＝mm//nn をを分分数数、、μμをを有有理理数数ととすするるとと、、記記号号のの組組みみ合合わわせせ  
((44))    mmμμとと mmμμ//nn＝＝ααμμ    
のの意意味味がが知知らられれるる。。すすななわわちち、、二二重重領領域域 mmμμああるるいいははααμμののすすべべててのの分分数数対対がが、、そそししててそそ
れれだだけけがが、、μμにに属属すす全全ててのの分分数数対対ξξηηかからら、、そそれれぞぞれれ  
mmξξ,,mmηηああるるいいははαα・・ξξ、、αα・・ηη  
をを作作るるここととにによよっってて得得らられれるる、、とと。。λλ,,μμ,,ννがが有有理理数数ののとときき、、λλ・・μμ＝＝ννはは、、λλ＝＝００、、νν
＝＝００ででああるるかか、、ままたたはは分分数数ααでで、、λλ＝＝＋＋αα、、νν＝＝ααμμととななるるももののがが存存在在すするるかか、、ままたたはは分分
数数ααででλλ＝＝――αα、、νν＝＝――((ααμμ))  ななるるももののがが存存在在すするるかか、、ののいいずずれれかかででああるる。。ここれれでで、、有有理理
数数のの乗乗法法がが加加法法にに基基づづいいてて定定義義ででききたた。。自自然然数数倍倍、、分分割割、、おおよよびび「「折折りり返返しし」」とといいうう三三つつ
のの初初等等演演算算のの交交換換可可能能性性かからら[[一一連連のの]]計計算算規規則則がが得得らられれるる。。有有理理数数のの国国でではは、、00 にによよるる割割
りり算算をを例例外外ととししてて、、４４種種類類のの演演算算がが一一意意にに遂遂行行可可能能ででああるる。。  
  
[[22--22--pp]]                        {{承承前前}}  
λλ――μμがが正正ののとときき、、λλははμμよよりり大大ききいい((ggrröößßeerr))とと言言うう。。  
  
[[22--22--qq]]                  {{有有理理数数がが存存在在すするるととはは}}  
「「ここれれここれれのの特特性性((BBeesscchhaaffffeennhheeiitt))をを持持つつ有有理理数数がが存存在在すするる((eess  ggiibbtt))」」とといいうう表表現現はは、、かか
ななららずず、、有有理理数数  mm//nn  ――  pp//qq  ががそそのの性性質質((EEiiggeennsscchhaafftt))をを持持つつよよううなな、、そそんんなな四四つつのの自自然然
数数 mm,,nn;;pp,,qq がが存存在在すするるここととをを意意味味すするる。。分分数数ににつついいてて採採用用ししたた言言葉葉遣遣いいをを生生かかしし、、有有理理数数
のの領領域域((BBeerreeiicchh))をを次次ののよよううなな性性質質をを持持つつ分分数数のの二二重重領領域域((DDooppppeellbbeerreeiicchh))とと呼呼ぶぶ。。すすななわわ
ちち分分数数ペペアアαα,,ββががここのの二二重重領領域域にに属属ししかかつつαα――ββ＝＝αα’’――ββ’’ででああるるととききははいいつつででもも、、分分数数
ペペアアαα’’,,ββ’’ももそそのの二二重重領領域域にに属属すす、、とといいうう性性質質をを持持つつ二二重重領領域域とと。。そそれれゆゆええ有有理理数数のの[[全全
体体]]領領域域はは自自然然数数のの 44 次次元元集集合合ででああるる。。  
  
  
  
  

§§33..  実実数数  
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[[22--33--aa]]                                            {{実実数数へへ}}  
分分数数((BBrrüücchhee))ととはは、、自自然然数数ををパパララメメーータターーにに持持つつ  mm//nn  とといいうう特特定定のの関関数数のの[[関関数数]]値値のの集集
合合でであありり、、ままたた有有理理数数((rraattiioonnaallee  ZZaahhlleenn))ととはは、、自自然然数数ををパパララメメーータターーにに持持つつ  mm//nn  ‒‒  
pp//qq    とといいうう特特定定のの関関数数のの[[関関数数]]値値のの集集合合ででああっったた。。[[そそここでで次次にに、、実実数数ととははいいっったたいいどどんん
なな集集合合ななののかかとといいうう問問いいとと取取りり組組むむ段段ににななるるがが]]、、論論理理的的曖曖昧昧ささをを残残ささずず実実数数概概念念をを把把握握
ししたたいいなならら、、[[ここのの問問いいにに取取りり組組むむにに先先立立っってて]]、、特特定定ののカカテテゴゴリリーーのの[[対対象象たたちちににつついいてて]]
そそのの「「すすべべててのの可可能能なな集集合合たたちち((aallllee  mmöögglliicchhee  MMeennggeenn))」」[[とといいうう言言いい回回しし]]がが[[そそももそそもも]]
何何をを意意味味すするるののかか、、をを吟吟味味ししてておおくく必必要要ががああるる。。        [[たただだししここうういいうう事事情情ががああるる]]。。
先先にに提提示示ししたた一一連連のの定定義義原原理理((DDeeffiinniittiioonnsspprriinnzziippiieenn))はは、、すすででににここのの[[カカテテゴゴリリーーのの対対象象
たたちちののすすべべててのの可可能能なな集集合合たたちちととはは何何かかとといいうう]]問問いいにに答答ええてていいるるののででああっってて、、[[たただだ]]実実
数数のの問問題題にに取取りり組組むむここのの段段にに至至っってて初初めめてて((eerrsstt))、、基基底底へへのの立立ちち帰帰りりのの（（EEiinnggeehheenn  aauuff  
ddaass  FFuunnddaammeenntt））、、すすななわわちち論論理理的的なな判判断断結結合合のの諸諸原原理理へへのの立立ちち帰帰りり[[のの必必要要性性がが]]顕顕在在化化
ししたたとといいううののがが実実態態ななののででああるる。。実実数数のの解解析析ををそそのの論論理理的的なな根根っっここ((WWuurrzzeellnn))ままでで掘掘りり下下
げげたたとときき、、実実数数のの解解析析とと有有理理数数のの算算術術のの差差がが表表面面化化すするるとといいううここととででああるる。。      そそここ
でで私私ははままずず、、今今ままでで築築いいててききたたああのの基基盤盤((BBaassiiss))のの上上にに、、実実数数とと関関数数のの理理論論のの第第一一ののエエレレ
メメンンタタ((eerrssttee  EElleemmeennttee))をを展展開開しし、、そそのの上上ででここのの理理論論がが[[一一方方でではは]]量量のの理理論論
((GGrröößßeennlleehhrree))にに、、[[他他方方でではは]]連連続続体体のの直直観観((AAnnsscchhaauuuunngg  ddeess  KKoonnttiinnuuuummss))にに繋繋ががるる、、
そそのの間間のの経経緯緯をを精精査査ししよよううとと思思うう。。 

  
[[22--33--bb]]                      {{純純粋粋数数論論のの枠枠内内でで}}  
そそうういいううわわけけでで((aallssoo))、、構構築築済済みみのの[[ああのの]]純純粋粋数数論論のの内内部部ででととりりああええずず作作業業をを進進めめるるこことと  
ににすするる((FFaahhrreenn  wwiirr  aallssoo  zzuunnääcchhsstt  ffoorrtt  iinn  uunnsseerrmm  AAuuffbbaauu  ddeerr  rreeiinneenn  ZZaahhlleennlleehhrr))。。  
有有理理数数のの領領域域((BBeerreeiicchh))、、ししかかもも、、或或るる有有理理数数λλががそそここにに帰帰属属すするるなならら  <<λλででああるる有有理理数数  
ももかかななららずずそそここにに帰帰属属すするるよよううなな、、そそののよよううなな[[有有理理数数のの]]領領域域をを（（自自然然数数のの圏圏域域のの場場合合にに  
倣倣っってて））、、切切片片((AAbbsscchhnniitttt))とと呼呼ぶぶ。。              [[有有理理数数のの]]ここのの切切片片にに帰帰属属すするる有有理理数数  
たたちちののななかかにに、、最最大大とと呼呼べべるるよよううなな有有理理数数がが存存在在ししなないいなならら、、切切片片はは開開いいてていいるる（（ooffffeenn))  
とと言言いい、、  [[有有理理数数のの]]  ここのの一一つつ一一つつのの開開切切片片をを[[一一つつ一一つつ]]実実数数((rreeeellllee  ZZaahhll))とと名名づづけけるる（（たた  
だだしし空空領領域域とと全全領領域域はは除除くく））。。ししたたががっってて[[一一つつのの]]実実数数ととはは、、自自然然数数のの特特定定のの四四次次元元集集合合
((bbeessoonnddeerree  vviieerrddiimmeennssiioonnaallee  MMeennggee  nnaattüürrlliicchheerr  ZZaahhlleenn))ののここととででああるる。。      ささてて  

ここれれららのの集集合合たたちち[[実実数数たたちち]]かかららななるるカカテテゴゴリリーーをを、、「「カカテテゴゴリリーーRRZZ」」とと[[大大文文字字でで]]表表記記しし、、  
ここののカカテテゴゴリリーーにに帰帰属属すするる各各対対象象[[すすななわわちち各各集集合合＝＝各各実実数数]]はは、、[[集集合合ででははああるるけけれれどどもも]]  
ドドイイツツ小小文文字字でで表表記記すするる。。          [[ここここでで本本節節冒冒頭頭のの「「可可能能ななすすべべててのの集集合合」」ををめめぐぐるる  
問問いいにに戻戻るるとと]]、、実実数数ででああるるこことと((rreeeellllee  ZZaahhll  zzuu  sseeiinn))ははカカテテゴゴリリーーRRZZ のの対対象象𝔵𝔵のの定定限限的的 
((ffiinniitt))性性質質だだかからら、、[[そそのの意意味味でで]]我我々々のの演演算算領領域域ににはは「「すすべべててのの実実数数たたちちのの集集合合」」がが存存在在
((eexxiissttiieerreenn))すするるとと言言っってて差差しし支支ええなないい。。  
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[[22--33--cc]]                    {{実実数数値値関関数数とと実実数数列列}}  
 𝔣𝔣((tt))をを関関数数（（たただだしし第第一一章章でで確確定定ししたた意意味味ででのの関関数数））ととすするる。。そそののパパララメメーータターーtt はは任任意意のの
対対象象カカテテゴゴリリーー  KK 上上をを走走りり、、そそのの[[ととききのの関関数数]]値値はは常常ににカカテテゴゴリリーーRRZZ にに属属すすととすするる。。ささ
ららにに、、カカテテゴゴリリーー  KK  のの対対象象たたちちのの一一次次元元集集合合をを TT ととしし、、TT のの各各要要素素 tt にに対対ししてて、、関関数数値値  

𝔣𝔣((tt))はは実実数数だだととすするる。。そそののとときき𝔣𝔣はは集集合合 TT でで((iinn)) 実実数数値値関関数数ででああるる。。ここのの場場合合、、 𝔣𝔣((tt))ののよようう
なな関関数数はは、、かかななららずず、、一一定定ののカカテテゴゴリリーーののすすべべててのの対対象象にに対対ししてて定定義義さされれてていいるる（（そそのの
ここととはは定定義義諸諸原原理理かからら直直ちちにに導導かかれれるる））。。たただだししももちちろろんん、、関関数数値値がが自自然然数数のの四四次次元元集集合合
ででははああるるがが、、必必ずずししもも実実数数値値ででなないいとといいううこことともも大大いいににあありり得得るるがが、、そそれれがが実実数数値値にになな
るるよよううななパパララメメーータターー値値たたちちはは、、確確定定的的なな集集合合ををななすす。。ととくくににカカテテゴゴリリーーKK がが自自然然数数のの
カカテテゴゴリリーーでであありり、、 𝔣𝔣((tt))ががすすべべててのの自自然然数数 tt にに対対ししてて実実数数値値をを取取るるなならら、、ここのの関関数数はは実実数数
列列((FFoollggee  rreeeelllleerr  ZZaahhrreenn))ああるるいいはは簡簡単単にに数数列列((ZZaahhlleennffoollggee))とと呼呼ぶぶ。。KK ががカカテテゴゴリリーーRRZZ
でであありり、、上上述述のの集集合合 TT のの要要素素がが一一つつ残残ららずず実実数数なならら、、 𝔣𝔣はは実実変変数数をを持持つつ、、TT 内内のの実実関関数数
ででああるる。。同同様様ののここととはは多多変変数数のの関関数数ににつついいててもも言言ええるる。。 

  
[[22--33--dd]]                      {{実実数数とと実実数数のの和和}}  

二二つつのの実実数数  𝔵𝔵	 と 𝔶𝔶 のの和和((SSuummmmee))はは  𝔵𝔵	 とと  𝔶𝔶	 のの関関数数ででああるる。。            ここのの和和はは次次のの
よよううにに定定義義さされれるる（（ななおおここのの場場合合、、𝔵𝔵. 𝔶𝔶 ははカカテテゴゴリリーーRRZZ にに関関係係づづけけらられれたた空空所所ででああ
りり、、mm11,,nn11,,mm22,,nn22 はは「「自自然然数数」」のの空空所所にに関関係係づづけけらられれてていいるる。。））ここうう定定義義すするる。。「「関関係係ΣΣ
((mm11,,nn11；；mm22,,nn22｜｜xx,,yy))ととはは、、xx のの要要素素組組 pp11,,qq11;;pp22,,qq22 とと、、yy のの要要素素組組      rr１１,,ss１１,,rr２２,,ss２２  ががああっってて、、
((mm11//nn11--mm22//nn22))==((pp11//qq11--pp22//qq22))++((rr11//ss11--rr22//ss22))..    ととななるるここととをを意意味味すするる」」とと。。ΣΣのの縦縦線線はは空空
所所をを従従属属ななググルルーーププとと独独立立ななググルルーーププにに分分けけるるがが、、そそれれにによよっってて関関数数  𝔵𝔵++𝔶𝔶	 がが、、すすななわわ
ちちそそのの値値がが常常にに自自然然数数のの 44 次次元元集集合合（（正正確確ににはは有有理理数数たたちちのの領領域域））ににななるるよよううなな関関数数

𝔵𝔵++𝔶𝔶	 がが得得らられれてていいるる。。            ととくくにに変変数数値値 𝔵𝔵. 𝔶𝔶自自体体がが実実数数なならら、、ここのの数数領領域域はは
かかななららずず（（空空領領域域ででもも全全体体領領域域ででももなないい））開開切切片片ととななりり、、ししたたががっっててここれれもも実実数数ととなな
るる。。交交換換法法則則とと結結合合法法則則がが成成りり立立つつ。。[[ちちななみみにに]]加加法法がが成成りり立立つつ以以上上、、一一義義的的ななそそのの逆逆転転
((eeiinnddeeuuttiiggee  UUmmkkeehhrruunngg))つつままりり減減法法((SSuubbssttrruukkttiioonn))もも成成りり立立つつ。。 

  
[[22--33--ee]]                      {{実実数数のの大大小小関関係係}}  

𝔞𝔞<𝔟𝔟ととはは𝔞𝔞が𝔟𝔟のの部部分分集集合合ででああるるこことと、、たただだしし𝔞𝔞はは  𝔟𝔟  とと同同一一ででなないいここととをを意意味味すするる。。ここのの
実実数数のの圏圏域域ででもも、、三三つつのの可可能能性性  𝔞𝔞  <<𝔟𝔟、、𝔞𝔞  ==	𝔟𝔟,,	  𝔟𝔟  <<	𝔞𝔞  ((𝔞𝔞>>	𝔟𝔟))    はは完完全全なな選選言言関関係係
((DDiissjjuunnkkttiioonn))をを結結ぶぶ（（有有理理数数領領域域のの拡拡張張さされれたた圏圏域域ででははそそううははいいかかなないいがが））。。𝔞𝔞とと  𝔟𝔟  はは
基基礎礎カカテテゴゴリリーー「「自自然然数数」」のの要要素素たたちちのの 44 次次元元集集合合だだかからら、、ここれれらら[[𝔞𝔞  <<𝔟𝔟、、𝔞𝔞  ==	𝔟𝔟,,	𝔟𝔟  <<𝔞𝔞  ]]
ののそそれれぞぞれれはは、、𝔞𝔞とと  𝔟𝔟  のの間間のの定定限限的的なな((ffiinniitt))関関係係をを表表すす。。 
  
[[22--33--ff]]                    {{実実数数⇒⇒有有理理数数のの開開切切片片}}  
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λλがが有有理理数数なならら、、＜＜λλででああるる有有理理数数のの全全体体はは、、（（空空集集合合ででもも全全体体集集合合ででももなないい））開開切切片片とと
ななるる。。[[開開切切片片ででああるる]]ここのの実実数数をを  **λλ  とと表表すす。。たただだしし[[λλ]]自自体体はは有有理理数数とと置置いいたたここととにに
((ggeennaannnntt))注注意意せせよよ。。ししかかももここのの実実数数[[**λλ]]ははλλのの関関数数ででああるる。。そそのの意意味味でで、、異異ななるる有有理理数数
ににはは異異ななるる実実数数がが対対応応すするるここととににななるる。。            すすべべててのの実実数数にに対対ししてて一一般般にに、、

𝔞𝔞++**00==𝔞𝔞がが成成りり立立つつ。。>>**00 ととななるる実実数数はは正正、、<<**00 ととななるる実実数数はは負負ででああるるとと言言うう。。  
  
[[22--33--gg]]                        {{開開切切片片とと開開残残片片}}  
定定義義にに登登場場すするる「「  <<  」」ををすすべべてて  「「>>  」」でで置置きき換換ええるるここととにによよっってて、、開開切切片片のの概概念念はは開開
残残片片（（ddaass  ooffffeenneenn  RReessttee））にに移移行行すするる。。開開切切片片𝔞𝔞のの「「相相補補((EErrggäännzzuunngg))」」がが開開残残片片ででああ
るる。。開開残残片片ととはは、、切切片片𝔞𝔞にに属属ささなないい何何ららかかのの有有理理数数よよりりもも大大ききなな有有理理数数がが属属すすよよううなな、、そそ
ししててそそれれだだけけがが属属すすよよううなな領領域域ででああるる。。逆逆にに開開残残片片ににははそそのの「「相相補補」」ととししてて一一つつのの開開切切
片片がが対対応応すするる。。相相補補関関係係はは相相互互的的関関係係ででああるる。。 

  
[[22--33--hh]]            {{実実数数のの自自然然数数倍倍、、分分割割、、折折りり返返しし、、積積、、商商}}  
実実数数たたちちはは加加算算可可能能なな量量((aaddddiieerrbbaarree  GGrröößßeenn))のの圏圏域域ををななすすがが、、ここのの領領域域でではは自自然然数数
倍倍、、分分割割、、「「折折りり返返しし((UUmmkkllaappppuunngg))」」をを一一義義的的にに遂遂行行すするるここととががででききるる。。[[そそれれははここうういい
ううここととででああるる]]。。        𝔵𝔵にに属属すす各各有有理理数数をを自自然然数数 mm 倍倍、、ままたたはは分分数数αα倍倍すするるここととにによよ
っってて、、開開切切片片𝔵𝔵かからら切切片片（（実実数数））mm𝔵𝔵,,αα𝔵𝔵がが得得らられれるる。。λλをを任任意意のの有有理理数数ととすするるとと、、𝔶𝔶  ==λλ
𝔵𝔵ととはは、、λλ＝＝００なならら𝔶𝔶  ＝＝**００、、ままたたはは分分数数ααででλλ＝＝＋＋ααととななるるももののががああるるなならら𝔶𝔶  ＝＝αα𝔵𝔵、、
ままたたはは分分数数ααでで＝＝――ααととななるるももののががああるるなならら𝔶𝔶  ＝＝――（（αα𝔵𝔵））ととななるるここととをを謂謂うう。。ここのの積積
λλ𝔵𝔵ははλλとと𝔵𝔵かからら一一義義的的にに決決ままるる実実数数ででああるる。。          最最後後にに𝔞𝔞とと𝔵𝔵がが実実数数でで、、𝔵𝔵がが正正なな
らら、、𝔞𝔞・・𝔵𝔵ととはは次次ののよよううなな領領域域ののここととででああるる。。すすななわわちち、、「「有有理理数数μμのの領領域域、、ししかかもも𝔞𝔞にに属属
すす有有理理数数λλががああるるととききははそそのの領領域域にに属属しし、、𝔞𝔞にに属属すす有有理理数数λλががなないいととききににははそそのの領領域域にに属属
ささなないい、、そそののよよううなな有有理理数数μμのの領領域域」」ががそそれれででああるる。。𝔵𝔵  がが負負なならら、、𝔞𝔞ははそそれれをを相相補補すするる
開開終終片片でで置置きき換換ええるる。。そそののとときき𝔞𝔞・・𝔵𝔵ははままたたかかななららずず実実数数ととななるる。。𝔞𝔞・・**00 はは実実数数**00 ででああ
るる。。ここのの定定義義かからら積積算算のの基基本本性性質質をを導導くくここととはは容容易易ででああるる。。      和和のの場場合合とと同同様様にに、、
二二つつのの実実数数のの積積ももここれれららのの数数のの関関数数でであありり、、そそれれをを確確認認ししたたけけれればば、、[[上上記記のの]]すすべべててのの定定
義義がが第第一一章章のの一一連連のの原原理理かからら構構築築ででききるるここととをを一一歩歩一一歩歩押押ささええれればばよよいい。。（（たただだしし議議論論はは
短短いいしし内内容容もも簡簡単単ななののでで、、厳厳格格なな叙叙述述はは不不必必要要とと判判断断ししたた。。））二二つつのの実実数数のの差差とと商商はは、、ここ
れれももままたた、、そそのの両両方方ののパパララメメーータターーのの関関数数ととななるる。。ももちちろろんん商商ににつついいててはは、、そそれれがが再再びび
実実数数ととななるるののはは、、分分母母がが≠≠00 ののととききにに限限るる。。例例ええばば、、「「商商」」のの関関数数ははここうう定定義義ででききるる。。すす
ななわわちち、、ここのの関関数数はは関関係係  QQ((mm11,,nn11  ::  mm22,,  nn22..||xx  ,,yy))..  にに対対応応すするる。。たただだししここのの関関係係のの意意味味
すするるととこころろははここううででああるる。。xx とと yy とと有有理理数数  λλ==mm11//nn11――mm22//nn22  がが、、以以下下のの条条件件をを、、すすなな
わわちち、、 𝔶𝔶	 がが正正でで  λλ𝔶𝔶  <<xx  ででああるるかか、、ままたたはは 𝔶𝔶	 がが負負でで  λλ𝔶𝔶  ＞＞xx  ででああるるとといいうう条条件件をを満満
たたすすかか、、そそののいいずずれれかかででああるるこことと。。 
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[[22--33--ii]]                  {{実実数数とと代代入入原原理理}} 
ここここでで代代入入原原理理((第第一一章章  §§77））かからら次次のの事事柄柄がが導導かかれれるる。。 𝔣𝔣とと𝔤𝔤をを、、同同じじ集集合合にに存存在在すするる
((eexxiissttiieerreenndd))二二つつのの実実数数値値関関数数ととすするるとと、、そそれれららのの和和、、差差、、積積、、商商ももややははりり実実数数値値関関数数とと
ななるる。。たただだしし商商ににつついいててはは、、ここここででもも、、gg はは全全存存在在領領域域((EExxiisstteennzzbbeerreeiicchh))ににわわたたっってて≠≠00 でで
ななくくててははななららなないい、、とといいうう制制限限ががつつくく。。ここれれはは、、過過去去のの解解析析学学がが関関数数概概念念にに際際ししてて代代数数的的
構構成成原原理理のの姿姿でで思思いい浮浮かかべべてていいたたももののをを、、我我々々のの[[射射程程のの広広いい]]論論理理的的構構成成原原理理がが、、そそのの論論
理理的的構構成成原原理理のの個個別別適適用用例例ととししてて導導いいててみみせせるるここととののももっっととももわわかかりりややすすいい実実例例ででああるる。。
ここれれにに類類すするる、、ししかかももここれれかからら先先頻頻繁繁にに用用いいらられれるる二二つつのの基基本本原原理理はは、、原原理理 22 とと 77 かからら
直直接接導導かかれれるる。。すすななわわちち、、11))同同じじカカテテゴゴリリーーをを動動くく複複数数ののパパララメメーータターーをを持持つつ関関数数かからら、、
ここれれららののパパララメメーータターーをを「「重重ねねるる」」ここととでで、、新新ししいい関関数数がが得得らられれるる。。𝔤𝔤((ss,,tt))かからら関関数数 𝔣𝔣  ((tt,,tt))
がが得得らられれるる。。云云々々。。22))たたととええばばすすべべててのの実実数数ののパパララメメーータターー値値にに対対ししてて存存在在すするる実実数数値値関関
数数ににおおいいてて、、そそののパパララメメーータターーにに別別のの実実数数値値関関数数をを代代入入すするるここととががででききるる。。云云々々。。  
  
[[22--33--jj]]                        {{実実数数とと量量測測定定}}  
[[私私ががここここにに示示ししたた]]  分分数数、、有有理理数数、、実実数数のの定定義義((DDeeffiinniittiioonneenn))がが、、たたししかかにに或或るる程程度度、、恣恣
意意的的((wwiillllkküürrlliicchh))ででああるるここととはは否否定定ししなないい  [[つつままりり他他のの定定義義ががあありり得得なないいととままでではは言言わわなな
いい]]。。[[ととこころろでで]]  ここれれららのの定定義義がが担担うう本本来来的的なな意意義義はは、、そそれれがが或或るる量量圏圏域域((GGrröößßeennggeebbiieett))
ににおおけけるる量量のの測測定定((MMeessssuunngg))ににおおいいてて果果たたすす役役割割((RRoollll))にに、、つつままりり量量たたちちのの間間にに成成立立すするる
関関係係ををどどうう抽抽象象的的にに表表現現すするるかかとといいうう点点ににここそそああるる。。ここううししたた目目的的にに照照ららすすとときき、、数数のの概概
念念ががととりりああええずず純純粋粋にに概概念念的的・・算算術術的的にに確確定定さされれてていいるるここととがが何何よよりりもも大大切切ななののででああっってて、、
[[そそのの意意味味でではは]]ここここにに述述べべたたよよううなな量量たたちちのの関関係係をを一一義義的的にに((eeiinnddeeuuttiigg))特特徴徴づづけけるるこことと
ささええででききてておおれればば、、どどんんなな定定義義ででもも構構わわなないいののででああるる。。たただだ我我々々がが選選んんだだ定定義義がが、、ここのの目目
的的にに叶叶うう定定義義ののううちちででももっっとともも簡簡単単ででももっっとともも自自然然ででああるるここととはは誇誇っっててよよいいだだろろうう。。量量理理
論論へへのの展展開開ににつついいててはは後後でで[[§§77]]立立ちち入入っってて説説明明すするる。。  
  
[[22--33--kk]]                        {{関関数数  𝔵𝔵𝐧𝐧}} 
以以下下のの議議論論ににはは実実数数  𝔵𝔵  とと自自然然数数 nn かかららななるる関関数数    𝔵𝔵𝐧𝐧  がが必必要要ででああるる。。ここのの関関数数はは𝔵𝔵𝐧𝐧𝔶𝔶  
でで		𝔶𝔶をを	𝔵𝔵𝔵𝔵	にに置置きき換換ええれればば	𝔵𝔵𝒏𝒏#𝟏𝟏𝔶𝔶				がが得得らられれるるここととをを拠拠りり所所にに、、再再帰帰((RReekkuurrssiioonn))[[とといいうう手手
続続きき]]でで得得らられれるる。。ままずずππ((λλ││𝔛𝔛𝔶𝔶))をを、、「「𝔵𝔵	 と 𝔶𝔶	 はは実実数数でであありり、、[[有有理理数数]]λλ（（==mm11//nn11――
mm22//nn22））はは切切片片𝔵𝔵・𝔶𝔶	 のの要要素素((EElleemmeenntt))ででああるる」」とと主主張張すするる関関係係ととすするる。。具具体体的的ににははλλはは
「「自自然然数数」」ののカカテテゴゴリリーーにに関関係係づづけけらられれたた空空所所 mm11,,nn11::mm22,,mm22 ののここととででああるる。。  ここれれららのの空空
所所をを[[縦縦線線をを使使っってて]]従従属属空空所所とと独独立立空空所所にに分分けけるるここととにによよっってて、、上上記記のの関関係係かからら関関数数𝔵𝔵・𝔶𝔶	
がが生生じじるる。。ここのの関関数数をを繰繰りり返返しし空空所所  𝔶𝔶  にに代代入入すするるここととでで  ππ((λλ││𝔵𝔵𝔵𝔵;;nn))がが得得らられれ、、最最後後
にに𝔶𝔶  にに実実数数 11 をを代代入入ししてて生生ままれれるる関関係係にに相相応応すするるののがが関関数数  𝔵𝔵𝐧𝐧  	ででああるる。。		
  
[[22--33--ll]]                    {{代代数数的的数数ををめめぐぐるる、、関関係係とと性性質質}}     
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ここのの流流れれでで代代数数的的数数((aallggeebbrraaiisscchhee  ZZaahhll))ににつついいてて語語るるここととももででききるる。。よよくく知知らられれてていいるる
よよううにに、、nn 個個のの有有理理数数λλ11,,λλ22,,・・・・・・λλnn がが存存在在しし、、𝔞𝔞𝐧𝐧==λλ11𝔞𝔞𝐧𝐧%𝟏𝟏++λλ22𝔞𝔞𝐧𝐧%𝟐𝟐＋＋・・・・・・＋＋λλnn ととなな
るるととききにに  [[つつままりり𝔞𝔞がが、、ここれれとと同同じじ次次数数とと係係数数をを持持つつ方方程程式式のの解解ににななるるととききにに]]、、実実数数𝔞𝔞をを
「「次次数数ががたたかかだだかか nn のの代代数数的的数数」」とと呼呼ぶぶ習習いいででああるる。。そそううすするるとと、、[[たたととええばば]]「「	 𝔞𝔞はは次次数数
ががたたかかだだかか 33 のの代代数数的的数数ででああるる」」はは確確かかにに実実数数のの定定限限的的なな((ffiinniitt))性性質質でであありり、、[[当当然然]]すすべべ
ててのの他他のの自自然然数数[[のの次次元元]]ににつついいててもも同同様様ののここととがが言言ええるる。。ととこころろでで命命題題、、「「𝔞𝔞ははたたかかだだかか次次
数数 nn でで代代数数的的ででああるる」」はは、、[[次次数数にに制制限限をを課課すすここととななきき]]、、  𝔞𝔞  とと nn のの間間のの定定限限的的なな関関係係
((RReellaattiioonn)) のの 判判 断断 図図 式式 ((UUrrtteeiillsssscchheemmaa)) のの 名名 にに 値値 すす るる のの かか 、、 しし たた がが っっ てて 「「 代代 数数 的的
((aallggeebbrraaiisscchh))ででああるるこことと」」はは（（次次数数にに制制限限をを課課すすここととななきき））定定限限的的なな性性質質((EEiiggeennsscchhaafftt))のの
名名にに値値すするるののかかとと問問わわれれるるとと、、一一見見ししたたととこころろそそれれはは成成りり立立たたなないいよよううににもも見見ええるる。。そそれれ
どどこころろかか、、[[前前者者をを定定限限的的なな関関係係、、後後者者をを定定限限的的なな性性質質とと呼呼ぶぶたためめににはは]]、、「「不不定定個個数数
((uunnbbeessttiimmmmtt))」」のの空空所所をを持持つつ関関係係をを導導入入しし（（ここれれはは論論理理的的にに非非常常にに際際どどいい((ffaattaall))手手続続ききにに
ななるるだだろろううがが））、、併併せせてて、、原原理理ととりりわわけけ反反復復原原理理をを、、上上記記のの関関係係にに適適合合すすべべくく極極度度にに複複雑雑
ななややりり方方でで拡拡張張すするる羽羽目目ににななりりははししなないいかか、、とと懸懸念念さされれるる。。            ししかかしし[[実実はは]]決決
ししててそそううででははなないい。。ここののよよううなな状状況況ににもも我我々々のの定定義義諸諸原原理理だだけけでで十十分分対対処処ででききるるここととをを、、
私私はは代代数数的的数数のの概概念念をを使使っってて示示そそううとと思思うう。。  
  
[[22--33--mm]]          {{代代数数的的数数とと次次数数のの関関係係はは定定限限的的((ffiinniitt))ででああるる}}   
積積のの関関数数((PPrroodduukkttffuunnkkttiioonn))  𝔞𝔞・・𝔟𝔟  をを拠拠りり所所ににしし、、そそれれをを反反復復((IItteerraattiioonn))すするるとといいうう形形でで、、
我我々々はは  冪冪((PPootteennzz))		𝔞𝔞𝐧𝐧  のの定定義義にに成成功功ししてていいるる。。そそここででここれれにに倣倣っってて((aannaalloogg))、、𝔞𝔞  ,, 𝔟𝔟  ,,λλのの
関関数数  ((𝔞𝔞・・𝔟𝔟  ))--**λλをを採採用用しし、、そそれれをを反反復復すするるとといいうう形形でで、、有有理理係係数数をを持持つつ𝔞𝔞のの nn 次次多多項項式式
のの構構成成をを試試みみよよううとと思思うう（（たただだししλλはは任任意意のの有有理理数数ととすするる））。。            [[ままずず]]ここのの関関数数
をを生生みみ出出すす関関係係ををΓΓ((μμ││λλ;;  𝔞𝔞,,𝔟𝔟))とと置置くく。。[[ちちななみみににここのの関関係係のの意意味味ははここううででああるる]]。。「「有有理理
数数μμ,,λλ  のの和和はは切切片片𝔞𝔞・・𝔟𝔟  のの要要素素でであありり、、ささららににμμととλλははそそれれぞぞれれ、、自自然然数数にに関関係係づづけけらら
れれたた四四つつのの空空所所をを表表現現ししてていいるる((sstteehheenn  ffüürr))」」とと。。ここここかからら先先 LL とと表表記記さされれるる空空所所たたちちはは、、
カカテテゴゴリリーーRRZZ のの対対象象たたちちかからら成成るる 22 次次元元集集合合にに関関連連づづけけらられれてていいるる。。そそここででここうう置置くく。。  
                        εε((𝔞𝔞,,（（𝔞𝔞・・𝔟𝔟））--**λλ;;  LL))  ││LL==**    ==ΔΔ((𝔞𝔞・・𝔟𝔟  ││LL))  
そそのの意意味味すするるととこころろははここううででああるる。。すすななわわちち、、  𝔞𝔞  とと（（𝔞𝔞・・𝔟𝔟  ））--**λλ  がが[[ととももにに]]  LL のの要要素素
ペペアア((EElleemmeenntteennppaaaarr))ととななるるよよううなな、、そそののよよううなな有有理理数数λλがが存存在在すするる、、とと。。以以前前ににももししたた
よよううにに、、ΔΔのの空空所所たたちちをを独独立立なな空空所所とと従従属属なな空空所所にに分分けけるるここととでで、、反反復復のの条条件件がが得得らられれるる。。
ここううししてて次次ののよよううなな内内容容のの関関係係ΔΔ((𝔞𝔞,,	𝔟𝔟││LL  ;;nn))がが得得らられれるる、、すすななわわちち、、「「nn 個個のの有有理理数数λλ11,,……,,
λλnn ががああっってて、、ししかかもも、、𝔞𝔞とと、、  
((55))..                  𝔞𝔞𝐧𝐧𝔟𝔟	 --  ((λλ11  𝔞𝔞𝐧𝐧%𝟏𝟏++λλ22  𝔞𝔞𝐧𝐧"𝟐𝟐++・・・・・・++λλnn))..    
ととがが LL のの要要素素ペペアアををななすす」」とといいうう関関係係ががそそれれででああるる。。[[ととこころろがが]]  ここのの表表現現((55))はは次次ののよようう
にに書書きき下下すすここととががででききるるとと考考ええらられれるる。。すすななわわちち  

	 𝔞𝔞・・((・・・・・・𝔞𝔞・・((𝔞𝔞・・（（𝔞𝔞・・𝔟𝔟  --**λλ11））--**λλ22))  --**λλ33))・・・・・・））--**λλnn  
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そそここでで、、𝔟𝔟ににはは実実数数  **11 をを、、LL==LL((𝔞𝔞  ,,	𝔟𝔟  ))ににはは  ＜＜𝔞𝔞はは実実数数でであありり𝔟𝔟  ==**00 ででああるる＞＞とといいうう関関係係
にに相相応応すするる或或るる 22 次次元元集集合合 LL00 をを、、そそれれぞぞれれ代代入入すすれればばよよいい。。[[ととこころろがが]]ここううししてて生生ままれれるる
関関係係  
                  ΔΔ((𝔞𝔞,,**11││LL00..  ;;  nn))==  ΔΔ((𝔞𝔞,,nn))  
はは、、「「𝔞𝔞はは代代数数的的にに次次数数たたかかだだかか nn ででああるる」」をを意意味味すするる。。すすななわわちちΔΔ((𝔞𝔞、、＊＊))はは、、𝔞𝔞  にに備備わわ
るる「「代代数数的的ででああるる」」とといいうう  [[定定限限的的]]性性質質((EEiiggeennsscchhaafftt))のの、、そそのの判判断断図図式式ににななっってていいるる。。  
  
[[訳訳者者。。「「ペペアア」」とと訳訳ししたた PPaaaarr とといいうう言言葉葉はは次次のの[[22--33--nn]]でで厳厳密密にに定定義義さされれるる。。]]  

  
[[22--33--nn]]                                        {{複複素素数数のの導導入入}}  
複複素素数数((ddiiee  kkoommpplleexxeenn  ZZaahhlleenn))はは慣慣例例ににししたたががっってて実実数数ののペペアア((PPaaaarr))ととししてて導導入入すするる。。
[[たただだしし]]私私ははペペアアのの構構成成((PPaaaarrbbiilldduunngg))をを、、以以下下ののよよううにに極極めめてて一一般般的的なな((ggaannzz  aallllggeemmeeiinn))
意意味味合合いいでで理理解解すするる。。例例ええばば AA がが 33 次次元元集集合合、、BB がが 22 次次元元集集合合のの場場合合（（たただだしし、、集集合合はは
どどんんななカカテテゴゴリリーーのの集集合合ででもも構構わわなないいがが、、AA もも BB ももそそののカカテテゴゴリリーーのの空空集集合合ででははなないいとと
すするる））、、ここのの場場合合、、ρρ,,σσ,,ττがが[[集集合合]]AA のの要要素素組組((EElleemmeenntteennssyysstteemm))ををななしし、、ξξ,,ηηがが[[集集合合]]BB
のの要要素素組組ををななすすととききにに限限っってて、、ρρ,,σσ,,ττ；；ξξ,,ηηとといいうう要要素素組組をを要要素素ととすするる 55 次次元元集集合合 AA●●

BB がが存存在在すするる（（ななおお原原理理 33 ににはは従従ううがが、、変変数数のの重重ななりりはは伴伴わわなないいととすするる））。。ここのの 55 次次元元集集
合合 AA●●BB をを、、  AA とと BB ののペペアアををとと呼呼ぶぶののででああるる。。            集集合合 AA とと BB ををどどちちららももそそのの
カカテテゴゴリリーーににつついいてて不不定定((uunnbbeessttiimmmmtt))[[可可変変]]ととみみななすすとときき、、[[当当然然]]ここののペペアアはは AA とと BB のの関関
数数((FFuunnkkttiioonn))ににななるる。。          [[ままたた]]逆逆にに、、AA とと BB ががととももにに基基礎礎カカテテゴゴリリーーのの対対象象たたちち
のの集集合合だだととすするるとと、、[[関関数数のの]]二二つつのの項項((GGlliieeddeerr))  、、すすななわわちち  AA もも BB もも  [[そそれれぞぞれれ]]ペペアア  AA
●●BB のの関関数数ににななるる。。[[そそのの理理由由ははここううででああるる]]。。ままずず  [[集集合合]]AA●●BB  がが属属すすカカテテゴゴリリーーのの任任意意のの
集集合合ΓΓをを考考ええたたううええでで[[つつままりりρρ,,σσ,,ττ；；ξξ,,ηηとといいうう形形ををししたた要要素素たたちちのの或或るる集集合合ΓΓをを考考
ええたたううええでで、、つつままりり要要すするるにに或或るる複複素素数数をを考考ええたたううええでで]]、、ρρ,,σσ,,ττ；；ξξ,,ηηがが[[上上のの]]ΓΓのの要要
素素組組をを形形成成すするるよよううなな、、二二つつのの対対象象ξξととηηがが存存在在すするる((eess  ggiibbtt))ここととをを述述べべるる関関係係 RR((ρρ,,σσ,,
ττ││ΓΓ  ))をを考考ええるる。。そそののとときき、、ここのの関関係係[[RR((ρρ,,σσ,,ττ││ΓΓ  ))]]かからら[[集集合合]]ΓΓのの[[或或るる]]関関数数がが生生
ままれれるるがが、、ここのの[[関関数数]]ΓΓににペペアア  AA●●BB をを代代入入すするるとと、、ここののペペアアのの第第一一項項 AA がが[[関関数数値値ととししてて]]
得得らられれるる。。そそうういいうう訳訳でで、、「「AA とと BB かかららななるる関関数数」」とと「「ペペアア AA●●BB のの関関数数」」とといいうう二二つつのの概概
念念はは、、代代入入原原理理をを許許容容すするる限限りり本本質質的的にに一一致致すするるののででああるる。。            ̶̶̶̶  [[ここここでで話話をを
複複素素数数にに戻戻すすとと]]、、上上記記のの論論をを踏踏ままええるる限限りり、、複複素素数数たたちちととはは自自然然数数たたちちのの 88 次次元元のの集集合合
ののここととででああるる。。よよりり正正確確ににいいええばば、、複複素素数数たたちちととはは有有理理数数たたちちのの二二重重領領域域((DDooppppeellbbeerreeiicchh  
rraattiioonnaallee  ZZaahhrreenn))ののここととででああるる。。  
  
[[訳訳者者。。ΓΓははガガンンママ。。要要素素組組((EElleemmeenntteennssyysstteemm))ににつついいててはは[[11--66--bb]]のの注注をを参参照照せせよよ。。]]  
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§§44..  数数列列  収収束束原原理理  
  
[[22--44--aa]]                        {{下下極極限限}}  
 𝔣𝔣((nn))をを実実数数のの列列ととすするる。。関関数数 𝔣𝔣  ((nn))ががどどののよよううににをを生生みみ出出さされれるるかかとといいううとと、、有有理理数数λλ  とと
自自然然数数 nn のの関関係係 RR((λλnn))  ががそそれれをを生生みみ出出すすととすするる。。つつままりり nn ににととっってて 𝔣𝔣((nn))  ととはは、、nn ととここ
のの関関係係づづけけ RR をを結結ぶぶ有有理理数数たたちちのの領領域域((BBeerreeiicchh))[[だだかからら実実数数]]ののここととななののででああるる。。（（λλ＝＝
pp11//qq11--pp22//  qq22 ははここここででもも、、自自然然数数ののカカテテゴゴリリーーにに関関係係づづけけらられれたた四四つつのの空空所所 pp11  qq11;;  pp22  qq22

をを表表すす））。。            ここのの数数列列にに対対ししてて、、よよくく知知らられれたたややりり方方でで下下極極限限((lliimmeess  iinnffeerriioorr))
をを構構成成すするる。。数数列列のの下下極極限限ととはは、、有有理理数数たたちちのの或或るる領領域域[[つつままりり実実数数]]ののここととななののだだがが、、たた
だだしし、、或或るる有有理理数数λλ′′  >>  λλにに対対ししてて、、そそれれ((nn))よよりり大大ききいいすすべべててのの mm にに対対ししてて、、関関係係
RR((λλ′′  mm))がが成成りり立立つつ時時にに限限っってて、、λλががそそれれにに属属すすよよううなな、、そそののよよううなな有有理理数数たたちちのの領領域域
をを謂謂うう。。          ここのの領領域域𝔞𝔞はは開開切切片片ででああるる。。つつままりり或或るる実実数数ででああるるかか、、空空領領域域ででああるる
かか（（ここのの文文脈脈でではは――∞∞とといいうう記記号号がが通通常常使使わわれれるる））、、全全領領域域＋＋∞∞ででああるるかかででああるる。。ここれれをを  

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏'∞∞

𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊 		𝔣𝔣((nn))＝＝𝔞𝔞  とと書書くく。。RR はは同同時時にに関関係係 RR((λλnn))にに対対応応すするる「「領領域域」」（（自自然然数数のの 55 次次元元のの

集集合合））もも意意味味すするるののでで、、ここのの lliimm  iinnff  がが RR のの関関数数ででももああるるここととははおおわわかかりりだだろろうう○○3300。。 

  
[[22--44--bb]]                    {{ココーーシシーーのの収収束束原原理理}} 
下下極極限限((lliimm  iinnff))  のの存存在在((EExxiisstteennzz))かかららココーーシシーーのの収収束束原原理理のの妥妥当当性性((GGüüllttiiggkkeeiitt))がが導導かかれれ
るる。。周周知知ののよよううにに数数列列がが収収束束すするる((kkoonnvveerrggeenntt))ととはは、、任任意意のの分分数数ααにに対対ししてて或或るる自自然然数数 nn
がが取取れれてて、、nn よよりり大大ききいいすすべべててのの pp とと qq にに対対ししてて、、領領域域 𝔣𝔣 ((pp))  --  𝔣𝔣  ((qq))    内内にに有有理理数数    --αα

はは 属属ししててもも  ＋＋ααはは属属ささなないいよよううににででききるるここととででああるる。。ささららにに、、ここのの数数列列がが実実数数 𝔠𝔠 にに収収

束束すするるととはは、、各各分分数数にに対対ししてて自自然然数数 nn がが取取れれてて、、nn よよりり大大ききいいすすべべててのの pp とと qq にに対対ししてて、、
領領域域 𝔣𝔣  ((pp))  --𝔠𝔠  にに有有理理数数――ααはは属属ししててもも、、有有理理数数++ααはは属属ささなないいよよううににででききるるここととででああるる。。
ここれれららのの定定義義ののどどれれをを見見ててもも、、論論理理的的なな用用語語「「存存在在すするる」」、、「「すすべべててのの」」、、「「各各々々」」ははかかなならら
ずず自自然然数数とと結結びびつついいてて登登場場ししてていいるる。。[[ココーーシシーーのの]]  収収束束原原理理のの意意味味すするるととこころろはは、、数数列列  

 𝔣𝔣  ((nn))ががそそれれにに向向けけてて収収束束すするる実実数数𝔠𝔠  がが存存在在すするる((eess  ggiibbtt))ののはは、、ここのの列列[[ff((nn))]]がが収収束束的的ででああ
るるととききでであありり、、そそののととききにに限限るる、、とといいううここととででああるる。。ここのの収収束束原原理理がが妥妥当当すするるとときき、、𝔠𝔠  はは
ままささににここのの数数列列のの lliimm  iinnff とと一一致致しし、、𝔠𝔠  はは端端的的にに[[ここのの数数列列のの]]極極限限((LLiimmeess))、、ああるるいいはは極極限限
値値((GGrreennzzwweerrtt))とと呼呼ばばれれるる。。        以以上上のの内内容容ははすすべべてて、、適適切切にに読読みみ替替ええるるここととにによよ
っってて((ssiinnnnggeemmääßß))、、関関数数列列((FFuunnkkttiioonnssffoollggee))ににもも転転用用さされれるる。。すすななわわちち列列をを定定義義すするる関関係係
RR((λλ｜｜nn))ににおおいいてて、、ここここにに登登場場ししたた空空所所たたちちのの他他ににももうう一一つつ空空所所ががああるる場場合合ににもも転転用用さされれ
るる。。たたととええばば、、ここのの関関係係のの中中ににカカテテゴゴリリーーRRZZ にに関関係係づづけけらられれたた空空所所  𝔵𝔵 がが現現れれるるなならら、、ここ
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のの関関係係かからら関関数数列列 𝔣𝔣  ((𝔵𝔵,nn))がが生生じじるるだだろろううがが、、そそののとときき、、  𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏'(

𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊 𝔣𝔣  ((𝔵𝔵,nn))==𝔤𝔤  ((𝔵𝔵  ))ももままたた実実

変変数数  𝔵𝔵	 のの関関数数ななののででああるる。。ここれれはは極極限限過過程程のの構構成成原原理理のの解解析析版版((ddaass  aannaallyyttiisscchhee  
KKoonnssttrruukkttiioonnsspprriinnzziipp  ddeess  GGrreennzzüübbeerrggaannggss))とと言言ええるる。。多多くくのの場場合合 nn はは添添字字ととししてて書書くく
ののがが普普通通ででああるる。。                      ししかかししここれれははききちちんんとと押押ささええててほほししいいののだだがが、、ここのの極極限限過過
程程のの構構成成原原理理はは、、どどううややっってて集集めめたたののかかもも定定かかででなないい関関数数のの無無限限列列  𝔣𝔣11((𝔵𝔵)),,	𝔣𝔣22((𝔵𝔵)),,	𝔣𝔣33((𝔵𝔵))・・・・・・
にに適適用用ででききるる訳訳ででははななくく、、そそれれはは、、（（法法則則にに則則っってて形形成成さされれたた、、そそししてて第第一一章章でで明明確確にに確確
定定さされれたた意意味味ででのの））𝔵𝔵  とと((uunndd))  nn のの関関数数ででああるる 𝔣𝔣  nn((𝔵𝔵  ))  だだけけにに適適用用さされれるるののででああるる。。.  

  
[[22--44--cc]]                {{解解析析のの基基礎礎原原理理のの候候補補者者たたちち}}  
ココーーシシーーのの収収束束原原理理以以外外ににもも、、そそれれとと同同値値とといいうう触触れれ込込みみでで((vveerrmmeeiinnttlliicchh))ささままざざままなな基基
礎礎原原理理がが解解析析学学のの出出発発点点のの候候補補者者ととししてて立立ててらられれててききたたとといいうう経経緯緯ががああるる。。そそののいいくくつつかか
をを挙挙げげててみみよようう。。  
  II    互互いいにに入入れれ子子ににななっったた区区間間((  IInntteerrvvaallll))  のの列列でで、、そそのの[[区区間間のの]]長長ささがが、、どどんんななにに[[小小ささ
いい]]限限界界をを出出さされれててもも、、ななおおそそれれをを超超ええてて小小ささくくななるるよよううなな、、そそののよよううなな列列はは、、特特定定のの値値をを
追追いい詰詰めめるるここととががででききるる((aabbffaannggeenn))。。（（ここれれはは例例ええばば十十進進小小数数展展開開にに応応用用さされれるる））。。  
IIII    実実数数のの単単調調増増加加数数列列でで、、そそののすすべべててのの数数がが或或るる特特定定のの限限界界をを超超ええなないいなならら、、ここのの数数

列列ががそそここにに収収束束すするるよよううなな一一つつのの数数がが存存在在すするる((eess  ggiibbtt))。。  
  IIIIII    デデデデキキンントトのの切切断断原原理理  AA とと BB がが実実数数たたちちのの二二つつのの集集合合でで、、AA のの要要素素ととななっってていい
るるどどのの数数もも BB にに属属すす数数よよりりもも小小ささいいととしし、、ままたたどどんんなな分分数数ααにに対対ししててもも、、AA にに属属すす数数  𝔵𝔵  
とと BB にに属属すす  𝔶𝔶  がが、、領領域域  𝔶𝔶――𝔵𝔵	 にに＋＋ααがが属属ささなないいよよううににととれれるるととすするる。。ここのの場場合合、、そそれれ
よよりり大大ききいい、、AA のの要要素素ででああるる数数ははななくく、、そそれれよよりり小小ささいい、、BB のの要要素素ででああるる数数ががなないいよようう
なな、、そそののよよううなな実実数数 𝔠𝔠	 ががたただだ一一つつ存存在在すするる((eess  ggiibbtt))。。 
IIVV    実実数数のの有有界界((bbeesscchhrräännkktt))集集合合はは一一つつのの((pprrääzziissee))最最小小上上界界とと最最大大下下界界((oobbeerree  uunndd  
uunntteerree  GGrreennzzee))をを持持つつ。。  
VV    実実数数のの有有界界無無限限集集合合ははかかななららずず集集積積値値((VVeerrddiicchhttuunnggsswweerrtt))をを持持つつ。。  
  
[[22--44--dd]]                   {{承承前前}} 
いいままやや確確固固たたるる基基礎礎のの上上にに確確立立さされれたた解解析析学学にに照照ららせせばば、、ここれれららのの定定理理ののううちちでで妥妥当当
((ggüüllttiigg))ななののはは II とと IIII ででああるる。。たただだしし、、「「互互いいにに入入れれ子子ににななっったた区区間間のの列列」」はは、、次次ののよよううなな
諸諸性性質質をを持持つつ二二つつのの数数列列 𝔣𝔣((nn)),,𝔤𝔤((nn））とと解解すするる。。すすななわわちち、、nn’’をを nn のの直直後後のの数数ととししてて、、  
 𝔣𝔣((nn))  << 𝔣𝔣((nn’’)),,  𝔤𝔤((nn))>> 𝔤𝔤((nn’’)),,  𝔣𝔣  ((nn))  << 𝔤𝔤  ((nn))  とといいうう性性質質ががそそれれででああるる。。            そそれれ以以外外のの
主主張張すすななわわちち IIIIII かからら VV はは非非妥妥当当ででああるる。。たただだししそそここにに登登場場すするる「「実実数数のの集集合合」」をを「「有有理理
数数のの領領域域」」でで置置きき換換ええたたももののはは妥妥当当ででああるる。。  
  
[[訳訳者者。。デデデデキキンントトのの切切断断理理論論へへのの批批判判はは[[11--33--ff]]をを参参照照]]。。  
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[[22--44--ee]]                  {{ハハイイネネ・・ボボレレルルのの定定理理}}  
いいわわゆゆるるハハイイネネ・・ボボレレルルのの定定理理はは次次のの版版でで与与ええてておおくく。。  
VVII    区区間間のの列列ΔΔnn ががああるるととすするる。。ししかかもも、、単単一一区区間間((EEiinnhheeiittiinntteerrvvaallll))  **00  ≦≦  𝔵𝔵 ≦≦  **11 にに
含含ままれれるるどどのの実実数数もも、、前前記記のの区区間間のの列列ののどどれれかかのの区区間間内内((iinnnneerrnn))にに位位置置ししてていいるるよようう
なな、、そそののよよううなな区区間間のの列列ΔΔnn ががああるるととすするる。。そそののとときき自自然然数数 nn ををととっってて、、[[単単一一区区間間
((EEiinnhheeiittiinntteerrvvaallll))  **00  ≦≦  𝔵𝔵  ≦≦  **11 にに含含ままれれるるとといいうう]]そそのの実実数数たたちちがが、、すすべべててすすででにに有有限限
個個((eennddlliicchhvviieell))のの区区間間ΔΔ11ΔΔ22・・・・・・ΔΔnn  ののどどれれかかのの内内部部にに収収ままっってていいるるよよううににででききるる。。 

  
[[22--44--ff]]                  {{区区間間列列のの概概念念のの精精密密化化}}  
ここのの定定理理ををここここででもも[[WWeeyyll のの解解析析学学ででもも]]妥妥当当ささせせよよううとといいううののなならら、、「「区区間間のの列列」」のの概概
念念をを正正ししくく理理解解すするる必必要要ががああるる。。ななぜぜなならら、、ここのの場場合合、、次次のの命命題題、、すすななわわちち「「有有理理数数λλ
にに相相応応すするる実実数数  **λλはは負負ででああるるかか、、区区間間たたちちΔΔ11ΔΔ22・・・・・・ΔΔnn  ののどどれれかか一一つつのの内内部部ににああ
るるかかののどどちちららかかでであありり、、同同じじここととははすすべべててののλλよよりり小小ささいい有有理理数数にに対対ししててもも成成りり立立つつ」」
とといいうう命命題題はは、、λλとと nn のの間間のの確確定定的的((ffiinniitt))なな関関係係 RR((λλ,,  nn))をを表表ししてていいるるかかららででああるる。。ここのの
申申しし立立てて((BBeehhaauuppttuunngg))がが間間違違いいなならら、、性性質質 RR((λλ,,  **))にに相相応応すするる集集合合はは、、すすべべててのの負負のの有有
理理数数をを含含むむ開開切切片片ととななるるだだろろううがが、、有有理理数数 11 ははももちちろろんん含含ままれれなないい。。従従っってて、、ここのの開開切切
片片はは単単一一区区間間にに含含ままれれるる実実数数ととななろろうう。。そそここでで、、ここのの実実数数にに対対ししてて前前提提さされれたた、、そそれれをを
内内部部ににももつつ区区間間ΔΔmm ななるるももののをを考考ええるるとと、、矛矛盾盾がが生生じじててししままうう。。[[だだかかららここのの申申しし立立ててはは
間間違違いいででははなないい]]。。            ここれれにに対対ししてて、、ハハイイネネ・・ボボレレルルのの定定理理でで区区間間のの列列((ffoollggee))
をを任任意意のの区区間間のの集集合合((MMeennggee))でで置置きき換換ええたたもものの、、ああるるいいははΔΔnn でで添添字字 nn でで表表示示さされれてていい
るるパパララメメーータターーnn のの代代わわりりにに基基礎礎カカテテゴゴリリーー「「自自然然数数」」にに結結びび付付けけらられれてていいなないいももののがが
現現れれるるよよううななももののはは間間違違っってていいるる。。特特にに次次のの申申しし立立ててははででききなないい。。「「単単一一区区間間上上にに存存在在すす
るる二二つつのの実実数数値値関関数数 𝔣𝔣((𝔵𝔵  ))、、𝔤𝔤(𝔵𝔵））ががああっってて、、すすべべててののパパララメメーータターーにに対対ししてて、、不不等等式式 𝔣𝔣  
((𝔵𝔵))<<	𝔵𝔵  <<  𝔤𝔤((	𝔵𝔵))をを満満たたすすととすするるとと、、単単一一区区間間ののななかかにに有有限限個個のの実実数数𝔞𝔞11,,𝔞𝔞22,,・・・・・・,,𝔞𝔞nn ががああっっ
てて、、ここれれららのの実実数数ににつついいててはは、、「「ややははりり単単一一区区間間にに属属すすどどのの数数  𝔵𝔵  にに対対ししててもも、、𝔞𝔞ii ののううちち
にに或或るる数数ががああっってて、、 𝔣𝔣  ((𝔞𝔞ii))<<  𝔵𝔵<<  𝔤𝔤((𝔞𝔞ii))がが成成りり立立つつ」」とといいうう申申しし立立ててはは、、ででききなないい。。     
 

[[22--44--gg]]                      {{デディィリリククレレ原原理理のの無無効効性性}}  
従従来来、、解解析析学学ののああららゆゆるる申申しし立立ててのの導導出出にに際際ししてて利利用用さされれててききたた基基礎礎命命題題ののいいくくつつかかがが
非非妥妥当当ととさされれたたここととでで、、当当然然、、現現在在ままでで承承認認をを受受けけてていいたた概概念念構構成成やや証証明明がが、、或或るるもものの
はは変変更更をを被被りり、、或或るるももののはは全全面面破破棄棄せせざざるるをを得得ななくくななるる。。ももっっとともも深深刻刻なな影影響響をを及及ぼぼすす
ののはは、、基基本本原原理理 IIVV のの無無効効性性ででああるる。。デディィリリククレレ原原理理((DDiirriicchhlleettsscchheenn  PPrriinnzziippiieenn))のの論論法法
はは、、たたととええヴヴァァイイエエルルシシュュトトララススのの批批判判にに応応ええてて、、「「極極小小値値」」ででははななくくよよりり控控ええめめなな「「下下
限限」」のの存存在在のの主主張張にに改改変変さされれててもも、、ややははりり維維持持ででききなないい。。        ささららにに今今日日のの解解析析学学
でで慣慣例例ととななっってていいるる[[カカンントトーールル式式のの]]考考ええ方方かからら出出発発すするる場場合合、、「「実実数数のの無無限限集集合合ががああるる
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かかららとと言言っってて、、ここのの集集合合にに属属すす数数だだけけかからら成成るる数数列列  𝔣𝔣(n)	 のの存存在在がが保保証証さされれるる訳訳ででははなな
いい」」とといいううここととにに、、常常にに注注意意をを怠怠っっててははななららなないい。。  
  
[[訳訳者者。。最最後後のの文文章章ににつついいててはは[[11--55--dd]]のの結結びびをを見見よよ]]。。  

  
[[22--44--hh]]                      {{無無限限級級数数}} 
無無限限級級数数（（和和））のの原原理理はは、、部部分分和和をを構構成成すするるとといいううややりり方方でで、、数数列列のの理理論論にに帰帰着着ささせせるるここ
ととががででききるる。。𝔣𝔣((nn))  をを実実数数列列ととしし、、「「𝔟𝔟がが実実数数でで有有理理数数λλがが切切片片  𝔣𝔣((nn))++	𝔟𝔟にに帰帰属属すするる」」とといいうう
関関係係をを UU（（λλ｜｜𝔟𝔟,,nn））ととすするる。。ここのの関関係係がが関関数数  𝔣𝔣((nn))++	𝔟𝔟  をを引引きき起起ここすす。。反反復復原原理理（（そそのの 33
番番目目のの拡拡張張[[11--77--ee]]））((ppaaggee2288))  にによよりり、、ここれれかからら次次ののよよううにに VV((λλ｜｜𝔟𝔟,,nn))をを得得るる。。すすななわわちち  
VV((λλ｜｜𝔟𝔟  ,,11))==UU((λλ｜｜𝔟𝔟  ,,11))..      VV((λλ｜｜𝔟𝔟  ,,nn’’))＝＝VV((λλ｜｜𝔣𝔣((nn’’))＋＋𝔟𝔟  ,,  nn))	  

VV((λλ**00,,nn))かからら生生じじるる実実数数列列	 𝔰𝔰（（nn))はは、、次次のの再再帰帰式式にによよりり当当初初のの実実数数列列とと結結びび付付いいてていいるる。。
すすななわわちち      𝔰𝔰  ((11))==  𝔣𝔣((11))..    𝔰𝔰  ((nn++11))==	𝔰𝔰  ((nn))++	𝔣𝔣((nn++11))	   
  
[[22--44--ii]]                       {{関関数数列列}} 
級級数数とと数数列列のの関関係係はは、、適適切切にに変変更更をを加加ええるるここととにによよっってて、、11 実実変変数数ままたたはは多多実実変変数数のの関関
数数をを項項にに持持つつ級級数数にに拡拡張張さされれるる。。たたととええばば前前節節でで規規定定さされれたた		𝔵𝔵𝐧𝐧  はは、、𝔵𝔵  とと nn のの関関数数ををなな
すすののでで、、𝔣𝔣((nn))がが実実数数のの列列だだととすするるとと、、冪冪級級数数  ΣΣ𝔣𝔣((nn))	𝔵𝔵𝐧𝐧		のの部部分分和和たたちちはは関関数数のの列列ををななすす。。
ししたたががっっててそそのの極極限限（（存存在在すするるととししてて））はは  𝔵𝔵  のの実実数数値値関関数数ででああるる。。同同様様ののここととはは、、無無限限
積積ににつついいててもも言言ええるる。。 

  
[[22--44--jj]]                        {{初初等等関関数数}}  
初初等等関関数数((eelleemmeennttaarreenn  FFuunnkkttiioonneenn))、、ととくくにに指指数数関関数数((EExxppoonneennttiiaallffuunnkkttiioonn))はは、、初初等等的的
ででなないい関関数数のの構構成成ににもも使使用用さされれるる無無限限過過程程（（uunneennddlliicchhee  PPrroozzeessssee））をを使使っってて定定義義すするるここ
ととももででききるる。。対対数数関関数数[[とといいうう初初等等関関数数]]はは（（連連続続でで単単調調なな））指指数数関関数数のの逆逆関関数数ととししてて定定義義
ででききるる（（逆逆関関数数ににつついいててはは次次節節[[  §§55  ]]をを参参照照せせよよ））。。  
  
  
  
  

§§55..  連連続続関関数数    
   

[[22--55--aa]]                          {{関関数数}}  
単単一一区区間間（（EEiinnhheeiittssiinntteerrvvaallll））上上のの実実数数パパララメメーータターー値値  𝔵𝔵  にに対対ししてて存存在在すするる実実数数値値関関数数
((rreeeellllwweerrttiiggee  FFuunnkkttiioonn))  𝔣𝔣((𝔵𝔵))をを考考ええるる。。たただだししここのの関関数数はは関関係係 RR（（λλ｜｜𝔵𝔵  ))かからら生生ままれれるる
ももののととすするる。。          ここのの場場合合、、方方程程式式  𝔶𝔶==	𝔣𝔣	((𝔵𝔵))はは	 𝔵𝔵とと𝔶𝔶  のの定定限限的的((ffiinniitt))関関係係をを表表現現
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すするる。。ななぜぜななららここのの方方程程式式はは、、「「	 𝔵𝔵にに対対ししてて関関係係 RR((λλ｜｜𝔵𝔵  ))ににああるるすすべべててのの((aallll))有有理理数数はは
領領域域((BBeerreeiicchh))  𝔶𝔶にに属属しし、、ままたたそそれれだだけけががそそのの領領域域((BBeerreeiicchh))  𝔶𝔶  にに属属すす」」とと言言明明ししてていいるる
かかららででああるる。。（（実実際際、、ここここでですすべべてて((aallll))とといいうう言言葉葉はは「「有有理理数数」」だだけけをを念念頭頭にに置置いいてて使使わわ
れれてていいるる））。。        ここのの場場合合、、方方程程式式はは定定限限的的関関係係をを表表現現すするるここととににななるるののでで、、[[今今度度
はは特特定定のの]]  𝔶𝔶	 がが与与ええらられれたた場場合合、、「「𝔣𝔣((𝔵𝔵  ))==	𝔶𝔶ととななるる単単一一区区間間のの数数たたちち𝔵𝔵  」」ににせせよよ、、「「𝔣𝔣((𝔵𝔵))>>	𝔶𝔶
ととななるる単単一一区区間間のの数数たたちち𝔵𝔵  」」ににせせよよ、、ああるるいいははままたた「「𝔣𝔣((	𝔵𝔵))＜＜𝔶𝔶ととななるる単単一一区区間間のの数数たたちち
𝔵𝔵  」」ににせせよよ、、いいずずれれもも[[数数集集合合はは数数集集合合ででもも]]  𝔶𝔶のの或或るる関関数数ででああるるよよううなな数数集集合合((eeiinnee  
MMeennggee,,ddiiee  eeiinnee  FFuunnkkttiioonn  vvoonn  𝔶𝔶  iisstt))をを形形成成すするるここととだだろろうう。。          たただだしし、、或或るる
関関数数  𝔣𝔣	 のの値値のの[[実実数数をを含含めめたた]]全全体体((WWeerrttvvoorrrraatt))がが定定限限的的なな数数集集合合ににななるるとと一一般般的的にに言言ええ
るる訳訳ででははなないいしし、、たたととええ[[𝔣𝔣がが]]有有界界なな関関数数ででああっっててもも、、関関数数	 𝔣𝔣	 にに対対ししてて確確定定的的なな((pprrääzziissee))
上上限限やや下下限限がが存存在在すするるとと一一般般的的にに言言ええるる訳訳ででももなないい。。 

 

[[22--55--bb]]                                        {{連連続続性性・・一一様様連連続続性性}} 
[[ここここかかららはは]]  ととくくにに連連続続関関数数((sstteettiiggee  FFuunnkkttiioonn))をを話話題題ににすするる。。記記号号  ｜｜𝔵𝔵｜｜≦≦  αα  をを導導入入
すするるがが、、そそのの意意味味ははここううででああるる。。𝔵𝔵	 はは実実数数  [[つつままりり有有理理数数たたちちのの領領域域]]  でであありり、、分分数数αα
にに相相応応すするる((KKoorrrreessppoonnddiieerreenn))  有有理理数数＋＋ααはは、、ここのの実実数数  𝔵𝔵にに[[つつままりり有有理理数数たたちちのの領領域域  
𝔛𝔛	 にに]]  属属ささなないいがが、、--ααよよりり小小ささいい有有理理数数なならら領領域域((BBeerreeiicchh))にに属属すす、、そそののよよううなな実実数数  𝔛𝔛	
ででああるるとと。。                連連続続性性((SStteettiiggkkeeiitt))のの定定義義はは周周知知ののそそれれをを当当ててるる○○3311。。すすななわわちち、、𝔣𝔣((	𝔵𝔵	))
がが（（単単一一区区間間にに含含ままれれるる））数数  𝔞𝔞	 でで連連続続ととはは、、任任意意のの分分数数ααにに対対ししてて、、ああるる分分数数ββがが存存
在在しし、、不不等等式式｜｜𝔵𝔵--𝔞𝔞｜｜≦≦  ββ  をを満満たたすす単単一一区区間間ののすすべべててのの実実数数  𝔛𝔛	 にに対対ししてて、、    ｜｜𝔣𝔣  ((	𝔵𝔵	))
--𝔣𝔣  ((𝔞𝔞))｜｜≦≦αα  がが成成りり立立つつ」」ここととででああるる、、とと。。ここここかからら、、関関数数がが或或るる値値𝔞𝔞でで連連続続ででああるるこことと
がが、、[[関関数数のの]]  超超限限的的((ttrraannssffiinniitt))  なな性性質質ででああるるここととががわわかかるる（（しし、、同同時時にに、、ここのの[[連連続続とと
いいうう]]性性質質がが、、「「実実数数」」概概念念のの外外延延((UUmmffaanngg))のの正正確確なな画画定定にに影影響響さされれるるここととももわわかかるる。。））
ここののここととがが解解析析学学ととそそのの応応用用((AAnnwweenndduunnggeenn))にに対対ししてて持持つつ重重大大なな意意義義ににつついいててはは、、次次節節  
[[§§66]]  にに至至っってて初初めめてて詳詳ししくく説説明明すするる。。          関関数数 ff((𝔵𝔵	))がが単単一一区区間間でで連連続続ととはは、、関関数数
ががここのの単単一一区区間間ののどどのの値値ででもも連連続続ででああるるここととをを謂謂うう。。関関数数がが単単一一区区間間でで一一様様連連続続
((gglleeiicchhmmääßßiigg  sstteettiigg))ででああるるととはは、、どどのの分分数数ααにに対対ししててもも或或るる一一つつのの分分数数ββがが配配属属さされれ、、
単単一一区区間間ののすすべべててのの数数  𝔛𝔛,  𝔜𝔜	 ににつついいてて、、不不等等式式｜｜𝔵𝔵	 --𝔶𝔶	 ｜｜≦≦  ββがが成成りり立立つつなならら｜｜𝔣𝔣((𝔵𝔵))--
𝔣𝔣((𝔶𝔶	))｜｜≦≦ααもも成成りり立立つつここととをを謂謂うう。。  
  
[[訳訳者者。。ααとと𝔞𝔞	 がが紛紛ららわわししいい。。]]	

  
[[22--55--cc]]                          {{主主要要定定理理}} 
連連続続関関数数にに関関ししてて以以下下のの主主要要定定理理をを証証明明すするる。。  
((AA))    連連続続関関数数ははすすべべててのの中中間間値値((ZZwwiisscchheennwweerrttee))をを取取るる。。つつままりり𝔣𝔣  がが連連続続関関数数でで、、  

𝔣𝔣((𝔞𝔞))＜＜𝔳𝔳  <<  𝔣𝔣((𝔟𝔟)) 
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だだととすするるとと、、𝔣𝔣（（𝔠𝔠））＝＝  𝔳𝔳ととななるるよよううなな実実数数𝔠𝔠  がが	 𝔞𝔞とと𝔟𝔟のの間間にに((𝔞𝔞  << 𝔠𝔠  <<𝔟𝔟))存存在在すするる((eess  ggiibbtt))。。  
((BB))  単単一一区区間間上上ででのの連連続続関関数数はは、、ここのの単単一一区区間間でで最最大大((MMaaxxiimmuumm))とと最最小小((MMiinniimmuumm))をを持持
つつ。。つつままりり、、二二つつののパパララメメーータターー  	 𝔞𝔞とと𝔟𝔟  でで、、単単一一区区間間のの全全域域ににわわたたっってて  

不不等等式式  𝔣𝔣  ((𝔞𝔞))  ≦≦  𝔣𝔣（（𝔵𝔵  ））≦≦  𝔣𝔣  ((𝔟𝔟))  
がが成成りり立立つつよよううなな、、そそののよよううなな二二つつののパパララメメーータターー  𝔞𝔞とと𝔟𝔟	 がが存存在在すするる((eess  ggiibbtt))。。  
((CC))  単単一一区区間間でで連連続続なな関関数数ははそそのの単単一一区区間間でで一一様様連連続続ででああるる。。  
  
[[22--55--dd]]                        {{証証明明のの変変更更箇箇所所}}  
ここれれららのの定定理理をを証証明明すするるにに当当たたっっててはは、、通通常常のの[[証証明明]]手手続続ききにに或或るる変変更更をを加加ええざざるるをを得得なな
いい。。とといいううののはは、、関関数数  𝔣𝔣  ((𝔵𝔵))はは[[たたししかかにに]]単単一一区区間間上上にに存存在在すするる実実数数値値連連続続関関数数ででははああるる
ののだだがが、、我我々々ははそそのの  𝔣𝔣((𝔵𝔵))ががととるる値値をを有有理理数数ののパパララメメーータターー値値にに絞絞っってて考考察察すするるかかららででああ
るる。。すすななわわちち我我々々はは 

𝔣𝔣((**λλ))＝＝𝔣𝔣**((λλ)) 
をを構構成成すするるののででああるる。。（（ここのの場場合合、、実実数数  **λλがが有有理理数数λλのの関関数数ででああるるここととにに注注意意さされれよよ））。。
すすななわわちちここここでで𝔣𝔣	**((λλ))はは、、実実質質的的ににはは((iinn  WWaahhrrhheeiitt))、、「「自自然然数数」」ののカカテテゴゴリリーーにに関関係係づづけけ
らられれたた四四つつののパパララメメーータターーのの関関数数をを表表すす。。[[訳訳者者。。**λλとといいうう表表記記ににつついいててはは 22--33--ff をを参参照照]]。。  
  
[[22--55--ee]]                                            {{中中間間値値のの定定理理のの証証明明}}  
AA のの証証明明。。𝔣𝔣((**00))をを負負、、𝔣𝔣  ((**11))をを正正ととししたたううええでで、、𝔣𝔣  ((𝔠𝔠))	==  00 ととななるる単単一一区区間間のの数数	 𝔠𝔠  のの存存在在
をを示示せせばば十十分分ででああるる。。次次ののよよううなな有有理理数数たたちちのの領領域域((BBeerreeiicchh  rraattiioonnaallee  ZZaahhlleenn))))をを考考ええ
るる。。すすななわわちち、、そそれれよよりり大大ききいい或或るる（（単単一一区区間間のの））有有理理数数λλ’’((>>λλ))でで、、𝔣𝔣**((λλ’’））がが負負にになな
るるよよううななももののがが存存在在すするるなならら、、[[有有理理数数]]λλははここのの領領域域にに属属すすがが、、そそののよよううななλλ’’((>>λλ))がが存存
在在ししなないいなならら、、[[有有理理数数]]λλはは件件のの領領域域にに属属ささなないい、、そそののよよううなな有有理理数数λλたたちちのの領領域域をを考考ええ
るる。。[[ままささにに]]ここのの領領域域((BBeerreeiicchh))がが実実数数  𝔠𝔠	 ででああるる。。[[ななぜぜなならら]]パパララメメーータターー値値	 𝔠𝔠	 ににおおけけ
るる𝔣𝔣  のの連連続続性性かからら、、周周知知ののややりり方方でで、、𝔣𝔣  はは正正ででもも負負ででももあありり得得なないいここととがが示示せせてて、、そそここ
かからら  𝔣𝔣  ((𝔠𝔠))＝＝**00 がが示示せせるるかかららででああるる。。（（ちちななみみににここのの証証明明法法はは𝔣𝔣  のの最最大大のの 00 点点のの構構成成法法にに
ななっってていいるる。。））  
  
[[22--55--ff]]                  {{最最大大・・最最小小のの存存在在定定理理のの証証明明}}  
BB のの証証明明。。単単一一区区間間内内ににおおけけるる𝔣𝔣**((λλ))のの上上限限	 𝔪𝔪ととはは、、有有理理数数のの或或るる数数領領域域ののこことと、、ししかか
もも、、単単一一区区間間内内のの有有理理数数λλににつついいてて、、μμ＜＜𝔣𝔣**((λλ))ととななるるななららμμももそそれれにに属属すすがが、、そそううででなな
いいととききににはは属属ささなないい、、そそののよよううなな有有理理数数のの或或るる数数領領域域ののここととででああるる。。𝔪𝔪  はは実実数数かか、、全全領領
域域（（＋＋∞∞））かか、、そそののどどちちららかかににななるる。。𝔣𝔣  ((xx))がが連連続続関関数数だだとといいうう前前提提かからら、、有有理理パパララメメーータタ
ーーだだけけででななくくすすべべててのの実実数数値値パパララメメーータターーxx にに対対ししてて不不等等式式  𝔣𝔣((	𝔵𝔵))  ≦≦  𝔪𝔪	 がが成成りり立立つつこことと
がが直直ちちにに導導けけるる。。 

𝔵𝔵  をを  𝔵𝔵  >>  **00  かかつつ  𝔵𝔵  ≦≦  **11  ででああるるよよううなな実実数数ととすするる。。  [[有有理理数数たたちちのの]]領領域域𝔵𝔵にに属属すす 00
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ままたたはは正正ののすすべべててのの[[有有理理数数]]λλにに対対ししてて、、𝔣𝔣**((λλ))のの上上限限𝔪𝔪  ((𝔵𝔵))をを作作るるここととががででききるる。。二二つつのの
場場合合ががああるる。。  

すすべべててのの有有理理数数λλ≦≦11 にに対対ししててここのの上上限限がが𝔪𝔪((**λλ))＝＝𝔪𝔪ととななるる場場合合ににはは、、𝔞𝔞  をを実実数数  **00 とと
解解すするる。。  
  そそううででなないい場場合合ににはは、、有有理理数数のの領領域域  𝔞𝔞	 をを、、λλががここのの領領域域にに属属すすののはは、、正正のの有有理理数数λλ’’
＞＞λλ（（かかつつλλ’’≦≦１１ととななるるもものの））がが存存在在ししてて、、𝔪𝔪  ((λλ’’))  <<  𝔪𝔪ととななるるととききととななるるよよううにに作作るる。。
ここのの領領域域はは実実数数ででああるる。。      いいずずれれのの場場合合もも𝔵𝔵  ==𝔞𝔞  ににおおけけるる𝔣𝔣  ((𝔵𝔵  ))のの連連続続性性かからら、、𝔣𝔣  ((𝔞𝔞  ))
がが  𝔪𝔪よよりり小小ささくくははななりり得得なないいここととがが直直ちちににわわかかるる。。ゆゆええにに𝔣𝔣  ((𝔞𝔞  ))==	𝔪𝔪ででななけけれればばななららなな
いい。。ここれれでで、、𝔪𝔪  がが全全領領域域++∞∞ででははあありり得得なないいこことともも同同時時にに示示さされれたた。。（（我我々々はは𝔣𝔣  がが最最大大値値
をを取取るるよよううなな	 𝔞𝔞	 ののううちち、、最最小小ののももののをを構構成成ししたたここととににななるる。。𝔣𝔣  がが最最小小値値をを取取るるよよううなな 
𝔟𝔟	 もも同同様様にに構構成成ででききるる。。）） 

  
AA とと BB ははここううままととめめるるここととががででききるる  ̶̶̶̶  連連続続関関数数がが閉閉区区間間((aabbggeesscchhlloosssseennee  IInntteeddvvaallll))
ででととるる値値のの全全体体((WWeerrttvvoorrrraatt))ははふふたたたたびび閉閉区区間間ととななるる、、とと。。  
  
[[22--55--gg]]                          {{一一様様連連続続}}  
CC のの証証明明にに際際ししててはは、、𝔣𝔣((𝔵𝔵))はは定定数数ででなないいとと仮仮定定しし、、負負のの  𝔵𝔵	 にに対対ししててはは  𝔣𝔣((𝔵𝔵))==	𝔣𝔣  ((**00））とと
仮仮定定しし、、＞＞**11 ななるるパパララメメーータターー𝔵𝔵  にに対対ししててはは  𝔣𝔣((𝔵𝔵))＝＝𝔣𝔣  ((**11））ででああるるとと仮仮定定すするる。。ここううすするる
ここととでで議議論論がが容容易易ににななりり、、ししかかもも一一般般性性をを失失わわなないい。。𝔵𝔵  をを実実数数ととししててααをを或或るる分分数数ととすす
るる。。すすべべててのの有有理理数数λλととμμでで、、λλはは領領域域  𝔵𝔵  にに属属しし｜｜λλ--μμ｜｜はは＜＜ααででああるるとといいうう条条件件をを
満満たたすすももののにに対対ししてて差差のの絶絶対対値値  
((66))                  ｜｜	 𝔣𝔣  **((λλ))  --̶̶  𝔣𝔣  **((μμ))｜｜  

のの上上限限をを作作るるとと、、ここのの上上限限はは	 𝔵𝔵ととααのの実実数数値値関関数数δδ((𝔵𝔵、αα))ででああるる。。λλはは	 𝔵𝔵にに属属すすとといいうう

制制限限をを外外ししてて得得らられれるる上上限限ををδδ((αα))とと表表すす。。  

αα<<ββななららδδ((αα))  ≧≧  δδ((ββ))  ((＞＞**00))ととななりり、、δδ((𝔵𝔵、αα))  ≦≦  δδ((αα))ででああるる。。𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝛂𝛂%𝟎𝟎

𝛅𝛅(𝛂𝛂) =	∗ 𝟎𝟎をを示示

せせばば良良いい。。  
    そそここでで、、有有理理数数λλ’’>>λλがが存存在在ししてて、、ここれれにに対対ししててδδ（（**λλ’’,,αα））<<δδ（（αα））がが成成りり立立つつなな
ららλλががそそれれにに属属すすよよううなな、、そそののよよううなな有有理理数数のの領領域域  𝔵𝔵  ((αα))をを作作るる。。𝔵𝔵  ((αα))ははααのの実実数数値値関関
数数ででああるる。。𝔟𝔟  ,, 𝔟𝔟’’をを𝔵𝔵  ((αα))をを間間にに挟挟むむ任任意意のの実実数数ととすするる。。つつままりり𝔟𝔟  <<	𝔵𝔵  ((αα))<<	𝔟𝔟ととすするる。。ここのの
場場合合δδ（（αα））はは有有理理数数λλととμμでで条条件件  𝔟𝔟≦  **λλ<<  𝔟𝔟’’（（λλはは𝔟𝔟’’にに属属すすがが𝔟𝔟ににはは属属ささなないい））かかつつ  

｜｜μμ--λλ｜｜<<ααをを満満たたすすももののにに対対すするる、、((66))のの上上限限ととななっってていいるる。。lliimm
nn==∞∞

iinnff.. 𝔵𝔵(1/𝑛𝑛) = 𝔞𝔞とと

ししてて、、γγをを任任意意のの分分数数ととすするる。。ここののとときき、、𝔵𝔵  ==𝔞𝔞ででのの ff((xx))のの連連続続性性かからら、、𝔞𝔞のの両両側側にに実実数数	 𝔟𝔟
と	 𝔟𝔟’’ががあありり、、正正のの実実数数 ee でで、、  
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((77))                ｜｜𝔣𝔣  ((𝔵𝔵  ))--𝔣𝔣  ((𝔞𝔞))｜｜≦≦  ((11//22))  γγ  がが区区間間  𝔟𝔟  --	𝔢𝔢  ,,	𝔵𝔵,,	𝔟𝔟’’++	𝔢𝔢にに含含ままれれるるすすべべててのの𝔵𝔵にに
対対ししてて成成りり立立つつよよううななももののがが存存在在すするる。。((77))かからら、、    
((88))  𝔟𝔟≦𝔵𝔵≦𝔟𝔟	’’  でで｜｜𝔶𝔶  --  𝔵𝔵｜｜<<  𝔢𝔢なならら｜｜𝔣𝔣  ((𝔵𝔵  ))--𝔣𝔣  ((𝔶𝔶  ))｜｜≦γγででああるる。。ささららにに自自然然数数 nn でで、、有有
理理数数++11//nn がが領領域域𝔢𝔢にに属属しし、、xx（（11//nn））がが  𝔟𝔟とと  𝔟𝔟’’のの間間ににああるるよよううななももののがが存存在在すするる。。ここののとと
きき、、上上のの𝔵𝔵とと𝔶𝔶にに対対ししてて成成りり立立つつ不不等等式式((88))かからら、、γγはは、、ここのの nn にに属属すす上上限限∂∂((11//nn))よよりり小小ささ
いいももののででははあありり得得なないい。。ししたたががっっててαα≦11//nn なならら  ∂∂((αα))≦γγででああるる。。  
  
[[22--55--hh]]                  {{代代数数学学のの基基本本定定理理}} 
定定理理 AA はは実実多多変変数数のの連連続続関関数数にに拡拡張張すするるここととががででききるる。。代代数数学学のの基基本本定定理理はは我我々々のの解解析析
学学でで[[もも]]成成立立すするる。。  
  
[[22--55--ii]]                    {{逆逆関関数数}} 
[[我我々々のの解解析析でではは]]  関関数数  𝔣𝔣((𝔵𝔵))のの「「逆逆((iinnvveerrss))」」はは一一般般にに存存在在ししなないい。。たたととええ[[  関関数数  𝔶𝔶  ==𝔣𝔣  ((𝔵𝔵))がが
存存在在しし、、ししかかもも]]  或或るる集集合合 TT にに属属すすどどのの実実数数  𝔶𝔶	 にに対対ししててもも、、𝔶𝔶==	𝔣𝔣  ((𝔵𝔵))をを成成りり立立たたせせるるよようう
なな一一つつそそししててたただだ一一つつのの数数[[𝔵𝔵  ]]がが属属すすとといいうう事事実実ががああろろううとともも、、そそれれででもも関関数数のの逆逆はは一一般般
ににはは存存在在ししなないい。。            そそれれにに対対ししてて、、𝔣𝔣  ((𝔵𝔵))がが単単一一区区間間上上にに存存在在すするる連連続続単単調調関関数数
((sstteettiiggee  mmoonnoottoonnee  FFuunnkkttiioonn))なならら、、ここのの関関数数のの逆逆関関数数のの存存在在をを証証明明すするるここととががででききるる。。
たたととええばば、、	 𝔣𝔣  ((𝔵𝔵))がが単単調調増増加加だだととすするる、、すすななわわちち𝔞𝔞  とと𝔟𝔟をを単単一一区区間間にに属属すす二二つつのの実実数数ととしし、、
𝔞𝔞をを小小ささいい方方ととすするるとと、、  𝔣𝔣  ((𝔞𝔞  ))<<  𝔣𝔣  ((𝔟𝔟  ))がが常常にに成成りり立立つつととすするる。。[[そそここでで]]  𝔶𝔶がが実実数数のの場場合合、、
「「すすべべててのの負負ののλλががそそれれにに属属すすよよううなな、、ままたたそそれれ以以外外ににはは、、	 𝔣𝔣＊＊((λλ））<<  𝔶𝔶  がが成成りり立立つつよようう
なな,,  λλ＜＜１１ののすすべべててλλがが属属すすよよううなな、、そそんんなな有有理理数数のの領領域域((BBeerreeiicchh))))をを作作れればばよよいい。。ととここ
ろろががここのの領領域域はは一一つつのの実実数数でであありり((ddiieesseerr  BBeerreeiicchh  iisstt  eeiinnee  rreeeellllee  ZZaahhll))、、ししかかももパパララメメーー
タターー	 にに対対すするる或或るる関関数数	 𝔤𝔤  ((𝔶𝔶  ))のの値値ににななっってていいるる。。[[つつままりり]]  変変数数	 𝔵𝔵  とと𝔶𝔶  をを区区間間    **00≦≦𝔵𝔵
≦≦  **11,,  𝔣𝔣  ((**00))  ≦≦  𝔶𝔶  ≦≦  𝔣𝔣  ((**11))..    にに限限定定すするるとと、、関関数数	 𝔣𝔣とと gg はは互互いいにに逆逆((iinnvveerrssee))ででああるる。。つつ
ままりり  𝔣𝔣  ((𝔤𝔤  ((𝔶𝔶))))＝＝𝔶𝔶  、、𝔤𝔤((𝔣𝔣  ((𝔵𝔵))))＝＝𝔵𝔵ででああるる。。  
  
[[22--55--jj]]                    {{微微分分とと積積分分}}  
微微分分((DDiiffffeerreennttiiaattiioonn))とと積積分分((IInntteeggrraattiioonn))がが関関数数生生成成のの過過程程ととししてて果果たたすす役役割割はは、、話話をを連連
続続関関数数たたちちのの圏圏域域((GGeebbiieett))にに限限れればば、、[[ここここででもも]]  旧旧来来のの解解析析学学のの場場合合ととそそっっくくりり同同じじ範範囲囲
でで継継承承さされれるる。。[[解解析析のの]]基基礎礎固固めめ((BBeeggrrüünndduunngg))とといいうう点点でではは、、[[旧旧来来のの基基礎礎固固めめにに]]本本質質的的
なな変変更更をを加加ええるる必必要要ががなないいののででああるる。。ももちちろろんん、、リリーーママンン、、ダダルルブブーー、、カカンントトーールル、、ジジョョ
ルルダダンン、、カカララテテオオドドリリーーののささららにに高高度度なな積積分分理理論論やや測測度度理理論論ににつついいててはは、、話話ははそそれれほほどど簡簡
単単ででははなないい。。  
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                                            §§66..  直直観観的的連連続続体体とと数数学学的的連連続続体体  

((aannsscchhaauulliicchheess  uunndd  mmaatthheemmaattiisscchheess  KKoonnttiinnuuuumm))  
  
[[22--66--aa]]                                                      {{省省察察}}  
自自然然数数かからら歩歩みみ出出ししてて純純粋粋数数論論構構築築のの行行程程をを辿辿るるこことと、、ししかかもも歴歴史史的的存存在在ででああるる算算術術とと解解
析析をを道道標標ととしし、、自自ららがが発発案案ししたた定定義義原原理理をを杖杖ととししてて一一歩歩ままたた一一歩歩とと前前進進すするるこことと  ────  ここ
ここままででのの議議論論ははそそののよよううににままととめめるるここととががででききるる。。ささててここここでで、、脇脇目目もも振振ららぬぬここのの歩歩みみをを
一一旦旦はは中中断断しし、、現現状状、、自自分分ががどどここにに到到達達ししてていいるるののかかをを改改めめてて問問ううててみみよよううででははなないいかか。。  
  
[[22--66--bb]]                        {{超超限限性性とと開開放放性性}}  
すすででにに見見たたよよううにに、、関関数数のの連連続続性性((SStteettiiggkkeeiitt))はは  [[関関数数のの]]超超限限的的((ttrraannssffiinniitt))なな性性質質ででああっっ
たた。。そそれれははここうういいううここととででああるる。。我我々々のの立立ててたた諸諸原原理理をを使使っってて或或るる関関数数がが定定義義さされれてていいるる
ととすするる。。ここのの関関数数がが連連続続かか否否かかとといいうう問問いいにに決決定定((EEnnttsscchheeiidduunngg))をを下下すすににはは、、自自然然数数にに遺遺
漏漏ななくく目目配配りり((ÜÜbbeerrbblliicckkuunngg))すするるだだけけでではは不不十十分分でであありり、、そそれれとと並並行行ししてて、、ここれれららのの諸諸原原
理理のの適適用用をを気気のの済済むむままでで複複雑雑化化すするるここととにによよっってて生生ままれれるるででああろろうう[[すすべべててのの]]集集合合（（正正確確
ににはは自自然然数数のの四四次次元元集集合合））ににもも、、遺遺漏漏ななくく目目配配りりががななさされれてていいななけけれればばななららなないい。。ここののここ
ととはは、、我我々々がが一一連連のの定定義義原原理理をを「「開開かかれれたた系系((eeiinn  ooffffeenneess  SSyysstteemm))」」ととししてて扱扱ううここととをを意意
味味すするるかからら、、つつままりりそそれれをを、、こことととと次次第第にによよっっててはは((eevv））新新ししいい原原理理のの更更ななるる追追加加にによよっっ
てて拡拡大大さされれううるる可可能能性性にに開開かかれれたたももののととししてて扱扱ううここととをを意意味味すするるかからら、、一一般般にに、、「「与与ええらら
れれたた関関数数はは連連続続ででああるるかか」」とといいうう問問いいももままたた、、開開かかれれたた問問いい((ooffffeennee  FFrraaggee))ととななららざざるるをを
得得なないい。。ここののここととははああららゆゆるる定定限限的的なな((ffiinniitt))問問いいのの決決定定のの場場合合とと好好対対照照ををななすす[[ののでで、、ここのの
特特性性ををととくくにに超超限限的的とと呼呼ぶぶ次次第第ででああるる]]。。定定義義原原理理がが拡拡張張さされれたたたためめにに、、ここのの拡拡張張にによよっっ
てて新新たたなな構構造造をを獲獲得得ししたた[[新新型型のの]]実実数数がが、、そそれれままでで((jjeettzztt))在在るるととさされれてていいたた実実数数にに新新たたにに
参参加加すするるとときき、、そそれれままででのの定定義義[[方方式式]]でで連連続続的的だだっったたははずずのの関関数数がが、、そそのの[[連連続続性性とといいうう]]
性性質質をを失失ううここととももななししととししなないい((kköönnnnttee))○○3322。。  
  
[[22--66--cc]]            {{連連続続ををめめぐぐるる、、直直観観的的所所見見とと概概念念的的言言明明}}  
  質質点点のの位位置置((OOrrtt  eeiinneess  MMaasssseennppuunnkktt))をを時時間間のの関関数数ととししてて表表示示すするるよよううなな関関数数をを考考ええるる。。
[[ししかかももここのの関関数数ににはは、、前前節節でで触触れれたたよよううなな、、連連続続だだっったたははずずのの関関数数がが定定義義原原理理のの改改変変にに
よよっってて連連続続ででななくくななるるななどどのの出出来来事事がが、、ままだだ起起ここっってていいなないいととすするる]]。。ここここでで次次のの二二つつをを
比比較較ししててみみよようう。。[[一一方方にに]]、、「「ここのの関関数数はは連連続続ででああるる」」とと述述べべるる概概念念的的なな言言明明((bbeeggrriifffflliicchhee  
AAuussssaaggee))をを置置くく、、ああるるいいははももっっとと素素朴朴なな言言いい方方ををすするるなならら、、「「パパララメメーータターー値値がが或或るる区区間間
内内ののすすべべててのの実実のの値値をを取取るるとときき、、ここのの関関数数ははここのの関関数数でで、、或或るる可可動動域域((SSppiieellrraammuu))にに属属すす
値値だだけけををととるる」」とといいうう言言明明をを置置くく。。ささてて[[ももうう一一方方ににはは]]  直直観観的的なな所所見見((aannsscchhaauulliicchheess  
BBeeffuunndd))とといいううももののががああるるととすするる。。ししかかもも、、ああのの[[上上記記のの概概念念的的]]命命題題はは、、現現実実((WWiirrkklliicchhkkeeiitt))
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をを数数学学的的にに描描出出すするる試試みみのの一一環環ととししてて、、ままささににここのの直直観観的的所所見見にに対対ししててああててががわわれれたた表表現現
（（ 客客 観観 的的 かか 観観 念念 的的 かか 図図 式式 的的 のの いい ずず れれ でで ああ るる かか はは 問問 わわ なな いい 、、 wwiiee  aauucchh  iimmmmeerr  
<<oobbjjeekkttiivviieerrtteerr>>、、<<iiddeeaalliissiieerrtteerr>>,,<<sscchheemmaattiissiieerreennddeerr>>  AAuussddrruucckk））とといいうう立立ちち位位置置をを占占
めめてていいるるととすするる。。[[そそここでで両両者者、、すすななわわちち概概念念的的言言明明とと直直観観的的所所見見をを比比較較ししててみみよよううとといい
ううののででああるる]]。。            たたととええばば、、ここのの鉛鉛筆筆がが或或るる持持続続((DDaauueerr))ににおおいいててずずっっとと
((bbeessttäännddiigg))  私私のの前前ににそそししてて机机のの上上ににああっったたここととをを、、私私がが見見たた((sseehhee))ととすするる。。ここのの知知覚覚
((WWaahhrrnneehhmmuunngg))はは私私にに、、＜＜或或るる持持続続ににおおいいててここのの鉛鉛筆筆がが机机のの上上にに置置かかれれてていいたた＞＞とと申申しし
立立ててるる((BBeehhaauuppttuunngg))権権利利をを、、ももちちろろんん絶絶対対的的権権利利ととままでではは言言わわなないいがが、、そそれれででもも筋筋のの通通
っったた((vveerrnnüünnffttiigg))ししっっかかりりししたた理理由由ののああるる((gguutt  bbeeggrrüünnddeett))権権利利をを与与ええるる。。          ささてて、、
「「一一連連のの定定義義原原理理がが拡拡張張((EErrwweeiitteerruunngg))さされれるる」」[[前前段段をを見見よよ]]ののにに伴伴っっててここのの権権利利がが揺揺ららぐぐ
ここととががあありり得得るるななどどとと思思いいななすすののはは、、ももちちろろんん愚愚かかででああるる。。そそれれははままるるでで、、ああるる瞬瞬間間にに鉛鉛
筆筆ががシシリリウウススのの近近辺辺だだかかどどここかかににああっってて、、我我々々のの直直観観はは[[そそれれままでで]]ここのの時時間間瞬瞬間間をを見見落落とと
ししてていいたたののにに、、定定義義原原理理ののここのの度度のの[[論論理理的的]]拡拡張張にによよっってて、、ここのの時時間間瞬瞬間間がが新新たたにに[[私私のの手手
持持ちちのの時時間間瞬瞬間間にに]]編編入入さされれるるよよううににななっったたみみたたいいなな、、そそんんなな話話がが馬馬鹿鹿げげてていいるるののとと同同様様
でで ああ るる 。。 実実 数数 のの 上上 をを 走走 破破 すす るる ((dduurrcchhllaauuffeenn)) 変変 数数 にに よよ っっ てて ((dduurrcchh))  、、 時時 間間 連連 続続 体体
((ZZeeiittkkoonnttiinnuuuumm))がが描描出出((ddaarrsstteelllleenn))さされれるるとといいううののだだかからら、、[[つつままりり時時間間連連続続体体がが主主でで実実
変変数数がが従従ななののだだかからら]]、、そそのの実実数数概概念念をを狭狭くくととるるかか広広くくととるるかかはは、、[[飽飽くくままででもも描描出出さされれるる]]
時時間間連連続続体体にによよっってて決決ままるるももののだだとと思思わわれれるる。。実実数数概概念念をを狭狭くくととるるかか広広くくととるるかかとといいうう論論
点点をを、、  [[実実数数のの]]  一一連連のの定定義義原原理理等等々々ををめめぐぐるる[[単単ななるる]]論論理理的的((llooggiisscchh))考考量量にに委委ねねててははなな
ららなないい。。  
  
[[22--66--dd]]        {{何何がが直直観観的的連連続続体体とと数数学学的的連連続続体体のの折折りり合合いいををつつけけるるののかか}}  
前前段段のの実実例例でではは、、[[一一方方にに]]直直観観的的にに与与ええらられれたた連連続続体体をを、、[[他他方方にに]]数数概概念念ををそそれれぞぞれれ考考ええ
たたううええでで、、両両者者にに乖乖離離((DDiisskkrreeppaannzz))ののああるるここととをを痛痛感感ししたたののだだっったた。。そそここでで今今度度はは、、どどうう
すすれればば両両者者のの繋繋ががりりををよよりり良良くく理理解解ででききるるかかとといいうう問問題題にに進進ももううとと思思うう。。        そそここでで
両両者者のの関関係係のの理理解解をを深深めめるる目目的的でで、、議議論論のの立立脚脚点点をを現現象象的的時時間間((pphhäännoommeennaallee  ZZeeiitt))にに置置
いいててみみよようう。。[[丁丁寧寧にに言言ええばば]]、、ももっっとともも基基本本的的なな((ffuunnddaammeennttaallsstt))連連続続体体とと見見込込んんでで  時時間間
((ZZeeiitt))  にに立立脚脚点点をを置置くくののででははああるるがが、、同同時時にに、、直直接接的的所所与与のの領領域域にに留留ままりりたたいいとといいうう気気持持
ちちががああっってて、、[[時時間間はは時時間間ででもも]]客客観観的的時時間間ななららぬぬ現現象象的的時時間間((pphhäännoommeennaallee  ZZeeiitt))にに立立脚脚点点
をを置置ここううとといいううののででああるる。。すすななわわちち私私はは議議論論のの立立脚脚点点をを、、私私のの意意識識体体験験のの一一貫貫ししたた形形式式
（（dduurrcchhggäännggiiggee  FFoorrmm  mmeeiinneerr  BBeewwuuttsseeiinnsseerrlleebbnniissss））にに置置くく。。            ままささににここのの
形形式式((FFoorrmm))がが、、私私のの意意識識体体験験をを私私自自身身にに対対ししてて現現象象((mmiirr  eerrsscchheeiinneenn  llaasssseenn))せせししめめるる。。
しし かか もも 一一 つつ のの 経経 過過 にに おお いい てて 継継 起起 すす るる もも のの とと しし てて ((aallss  iinn  eeiinneemm  AAbbllaauuff  
aauuffeeiinnaannddeerrffoollggeenndd))、、そそれれをを私私自自身身にに対対ししてて現現象象せせししめめるる。。[[訳訳者者。。＜＜私私のの意意識識体体験験をを私私
自自身身にに対対ししてて現現象象せせししめめるる＞＞とといいうう表表現現はは FFiicchhttee をを想想起起ささせせるる]]。。（（ちちななみみにに体体験験
((EErrlleebbnniiss））ととはは、、＜＜私私がが体体験験すするるままままのの((ssoo  wwiiee))、、そそのの私私がが体体験験ししたたもものの＞＞ののここととででああるる。。
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そそれれはは断断じじてて、、そそれれにに対対応応すするる現現実実的的出出来来事事((((rreeaallee  VVoorrggaanngg))ののここととででははなないい。。すすななわわちち、、
或或るる心心的的・・身身体体的的なな個個体体にに生生じじるる現現実実的的出出来来事事ででははななくく、、[[つつままりり]]現現実実世世界界にに属属すす心心的的なな、、
ももししかかすするるとと生生理理的的((pphhyyssiisscchh))なな現現実実的的出出来来事事ののここととででははなないい））。。          [[ととこころろでで]]、、
そそももそそもものの話話ととししてて((eeiinnmmaall  üübbeerrhhaauupptt))、、[[現現象象的的時時間間とと]]数数学学的的概概念念世世界界にに渡渡りり
((BBeezziieehhuunngg))ががつついいてていいななけけれればば話話がが始始ままららなないいとといいううののでで、、時時間間ののななかかにに厳厳密密なな意意味味でで
点点的的なな＜＜今今＞＞((eeiinn  ssttrreenngg  ppuunnkkttuueelllleess  JJeettzztt))をを設設定定すするる可可能能性性をを、、つつままりり時時点点たたちち
((ZZeeiittppuunnkkttee))のの指指定定可可能能性性((AAnnwweeiissbbaarrkkeeiitt))をを、、ととりりああええずず((zzuunnääcchhsstt))  観観念念的的可可能能性性  
((iiddeeeellllee  MMöögglliicchhlleeiitt))))ととししてて[[つつままりり飽飽くくままででもも一一つつのの思思考考実実験験ととししてて]]  認認めめるるここととににしし
よようう[[訳訳者者。。ここのの議議論論がが暫暫定定的的でであありり、、時時点点のの指指定定可可能能性性がが[[22--66--jj]]のの 11..でで最最終終的的にに棄棄却却ささ
れれるるここととにに注注意意せせよよ]]。。[[ささててそそののとときき]]、、どどのの二二つつのの時時点点ををととっっててもも、、かかななららずず一一方方がが先先
((ffrrüühheerr))でであありり、、他他方方がが後後((ssppäätteerr))ででははああろろううしし、、AA がが先先でで、、BB がが後後ででああるるよよううなな二二つつのの時時
点点ににつついいててはは時時間間区区間間((ZZeeiittssttrreecckkee))がが決決ままるるだだろろううしし、、  AA よよりり後後でで BB よよりり先先ででああるるすすべべ
ててのの時時点点ははここのの時時間間区区間間にに所所属属すするるだだろろううしし、、[[ままたた]]  時時間間区区間間 AABB をを満満たたすす((eerrffüülllleenn))体体
験験内内容容((EErrlleebbnniissggeehhaalltt))がが、、そそれれ自自体体((aann  ssiicchh))別別のの体体験験にに変変じじるるここととななくく、、他他のの時時間間にに移移
しし替替ええらられれるるここととももあありり得得よよううしし[[時時間間のの形形式式性性・・没没内内容容性性]]、、ままたたここのの体体験験がが別別のの時時間間にに
移移しし替替ええらられれたたととききもも、、そそれれがが[[新新たたにに]]充充たたすす時時間間区区間間はは[[ももととのの]]区区間間 AABB とと等等ししいい
((gglleeiicchh))とといいううここととににももななるるででああろろうう。。[[訳訳者者。。以以上上ががああくくままででもも思思考考実実験験内内ででのの陳陳述述ででああ
るるここととにに注注意意せせよよ]]。。          [[現現象象的的時時間間ににつついいててのの議議論論ががすするるででああろろうう]]、、時時間間的的なな「「等等
ししささ」」ににつついいててののここのの陳陳述述ににはは大大いいにに疑疑問問のの余余地地ががああるるがが、、私私ははそそれれにに長長居居ををすするるつつももりり
ははなないい。。たただだ次次ののここととだだけけはは認認めめててややっっててももよよささそそううででああるる。。二二つつのの時時間間区区間間ににつついいててのの
「「 両両 者者 はは 等等 しし いい 」」 とと いい うう 申申 しし 立立 てて はは 、、［［ 現現 象象 的的 時時 間間 にに 立立 脚脚 すす るる 以以 上上 ］］ 時時 間間 直直 観観
((ZZeeiittaannsscchhaauuuunngg))にに基基礎礎ををおおくく厳厳密密なな意意味味をを有有しし、、ままささににここののここととがが測測定定((MMeesssseenn))のの可可
能能性性をを保保証証すするるとといいううこことと、、ここののここととだだけけはは認認めめててややっっててももよよささそそううででああるる。。上上述述のの、、「「時時
点点」」とといいうう基基本本カカテテゴゴリリーー、、「「AA はは BB よよりり先先ででああるる」」とといいうう二二項項関関係係、、そそししてて「「AABB はは AA’’BB’’
にに等等ししいい」」とといいうう四四項項関関係係をを基基底底((FFuunnddaammeennnntt))ととすするる形形でで、、自自然然数数ととそそのの基基本本関関係係 F をを
手手ががかかりり((AAssssoozziiaattiioonn))にに、、数数学学的的時時間間論論((mmaatthheemmaattiisscchhee  ZZeeiittlleehhrree))をを構構築築すするる可可能能性性がが、、
見見ええたたここととはは見見ええたたののででああるる。。        ささてて、、[[仮仮ににだだがが]]、、私私がが先先にに触触れれたた[[直直観観的的連連続続体体
とと数数概概念念のの間間のの]]ああのの乖乖離離((DDiisskkrreeppaannzz))ををここここでで((nnuunn))  [[つつままりり時時点点のの指指定定可可能能性性をを容容認認すす
るるここのの数数学学的的時時間間論論のの枠枠内内でで]]克克服服すするる見見込込みみががああるるととすすれればば  [[接接続続法法、、wwüürrddee]]、、そそれれはは、、
「「或或るる持持続続ににわわたたっってて机机のの上上にに鉛鉛筆筆ががああるるののをを、、私私はは見見たた」」とといいうう直直観観的的所所見見
((aannsscchhaauulliicchheess  BBeeffuunndd))のの直直接接的的なな表表現現にに対対ししてて、、次次のの[[二二つつのの]]仕仕方方でで[[数数学学的的なな]]解解釈釈がが
施施さされれるるととききにに限限らられれるる。。              すすななわわちち[[一一つつはは]]、、11..「「或或るる持持続続のの間間」」とといいうう
言言葉葉をを、、「「或或るる時時間間区区間間 OOEE にに属属すすすすべべててのの時時点点ににおおいいてて」」とといいうう言言葉葉でで置置きき換換ええるるややりり
方方ででああるる。。だだががここのの言言葉葉ははももちちろろんん、、起起ここっってていいるる直直観観的的なな何何かかをを[[言言葉葉にによよっってて忠忠実実にに]]
再再現現ししてていいるるののででははななくく、、そそのの言言葉葉ははたただだ、、「「そそももそそもも時時点点たたちちへへのの分分解解((AAuuffllöössuunngg))はは正正
当当なな手手続続ききででああるる」」ここととをを正正当当化化すするる点点にに限限っってて、、効効果果的的ででああるるにに過過ぎぎなないい。。[[訳訳者者。。ゆゆええ
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にに 11 のの解解釈釈はは乖乖離離のの解解消消ににはは至至ららなないい]]。。        ししかかししそそううだだととすするるとと、、[[今今度度はは]]次次ののよよ
ううなな解解釈釈がが成成りり立立つつ筈筈ででははなないいかかとといいうう話話ににななるる。。22..    PP をを或或るる時時点点ととせせよよ。。PP よよりり先先にに
時時点点 LL がが存存在在すするるとときき、、OOLL==λλ・・OOEE ととななるるよよううなな時時点点 LL がが存存在在すするるとといいううののなならら、、次次のの
よよううなな有有理理数数たたちちのの領領域域((BBeerreeiicchh))[[つつままりり実実数数]]がが存存在在すするるここととがが真真ででななけけれればばななららなないい、、
とと。。すすななわわちち、、PP にに[[時時間間的的にに]]先先行行すするる時時点点 LL がが、、ししかかもも[[単単位位ととななるる時時間間区区間間 OOEE ににつついい
てて]]  OOLL==λλ・・OOEE ととななるる時時にに限限っってて、、λλががそそれれにに属属すすよよううなな、、そそののよよううなな有有理理数数たたちちのの領領
域域がが純純粋粋数数論論ににおおいいてて、、我我々々のの一一連連のの定定義義原原理理にによよっってて、、算算術術的的にに構構成成ででききるるこことと、、そそしし
ててままささににそそれれゆゆええにに、、我我々々のの意意味味ででのの実実数数ににななるるとといいううこことと、、ここののここととがが真真ででああるる筈筈でではは
なないいののかか、、とと。。ささららにに、、ここののややりり方方でで、、時時間間区区間間 OOEE をを単単位位ととししてて前前提提ししたた場場合合、、各各点点 PP
にに対対ししてて特特定定のの実実数数ががそそのの座座標標((AAbbsszziissssee))ととししてて与与ええらられれるるだだけけででははななくく、、逆逆にに
((uummggeekkeehhrrtt))、、どどのの実実数数にに対対ししててもも特特定定のの時時点点ががああててががわわれれななけけれればばななららなないい、、とと。。[[訳訳者者、、
22 のの立立場場はは、、＜＜時時点点のの指指定定可可能能性性とと、、実実数数のの存存在在のの 11::11 対対応応とと理理解解ででききるる。。ししかかししここれれもも
ままたた 11 ととはは異異ななるる理理由由でで、、今今かからら見見るるよよううにに廃廃棄棄さされれるる]]。。  
  
[[22--66--ee]]              {{直直観観とと概概念念がが媒媒介介ででききそそううにになないい・・・・・・}}  
ささてて、、「「時時点点」」、、「「先先((ffrrüühheerr))」」、、「「同同時時((gglleeiicchh))」」とといいうう関関係係がが純純粋粋時時間間論論のの基基底底((FFuunnddaammeenntt))
ををななししてていいるるとといいううののがが本本当当((wwiirrkklliicchh))なならら、、[[時時点点そそのの他他がが純純粋粋時時間間論論のの基基底底ををななすす以以
上上]]、、[[前前段段のの 22..でで見見たた]]  時時点点とと実実数数のの間間ににああのの対対応応がが存存すするるかか否否かかはは、、[[ままたたぞぞろろ]]時時間間直直
観観((ZZeeiittaannsscchhaauuuunngg))のの側側のの問問題題ととななららざざるるをを得得なないい。。[[ここのの場場合合、、後後述述ののよよううにに、、数数学学的的
連連続続体体ととのの繋繋ががりりははううままくく説説明明ででききそそううにになないい]]。。            [[ししかかしし、、そそれれななららとと言言うう
ののでで]]、、求求めめるる対対応応がが[[そそももそそもも]]成成りり立立たたなないいととししたたららどどううななるるかか。。[[そそのの場場合合はは、、直直観観かからら
概概念念にに眼眼をを転転じじ、、むむししろろ]]  我我々々のの一一連連のの定定義義原原理理[[のの方方]]をを拡拡張張ああるるいいはは細細工工すするるここととにによよ
っってて、、求求めめるる対対応応((KKoonnkkoorrddaannzz))がが生生ままれれるるよよううにに仕仕切切りり直直すす段段取取りりととななるるだだろろうう。。            
そそししててそそここままででややっっててももままだだ巧巧くくいいかかなないいとといいううののなならら、、[[そそれれははももうう端端かからら]]純純粋粋にに算算術術
的的なな解解析析にに存存在在意意義義ななどどなないい((oohhnnee  wwiirrkklliicchheemm  WWeerrtt))とといいうう話話ででああっってて、、我我々々はは数数論論とと
連連続続体体理理論論をを互互いいにに独独立立とと見見做做しし、、たただだ両両者者をを併併置置[[放放置置]]すするるままででののここととででああるる。。          
ままああ、、そそれれははととももかかくく((sseeii  ddeemm,,wwiiee  iihhmm  wwoollllee))、、[[例例のの乖乖離離のの問問題題にに復復帰帰すすれればば]]、、「「22..がが
主主張張すするる通通りりななののかか  ??  」」とといいうう問問いい、、ああるるいいはは、、そそれれにによよくく似似たた問問いい（（たたととええばば、、デデデデ
キキンントトのの切切断断原原理理はは時時点点ににつついいてて[[もも]]成成りり立立つつののかかとと言言うう問問いいととかか、、ココーーシシーーのの収収束束原原理理
ににつついいててははどどううななののかかとといいうう基基本本的的なな問問いい））にに[[だだけけ]]はは答答ええななけけれればばななるるままいい      たただだ
しし、、そそううししたた問問題題にに対対しし、、ああああででももなないいここううででももなないいとと言言をを弄弄すするる((ddrreehheenn  uunndd  wweennddeenn))
ののはは御御自自由由だだがが、、[[いいつついいかかななるるととききででもも]]集集合合（（とと列列））のの概概念念をを手手放放すすこことと[[だだけけ]]ははででききなな
いい。。ししかかももそそのの集集合合概概念念ををどどのの範範囲囲にに設設定定すするるかかはは、、他他ででももなないい定定義義原原理理[[のの選選びび方方]]にに依依
存存すするるののででああるる  !!    
  
[[22--66--ff]]                          {{承承前前}}  



 

 82 

ささてて[[私私はは二二つつ前前のの段段落落のの 11..とと 22..でで、、乖乖離離のの解解消消ににつついいてて現現象象的的時時間間をを当当ててににししてて思思考考実実
験験ままでで試試みみたたののだだっったたがが]]、、ここのの期期待待はは明明ららかかににナナンンセセンンススだだっったたよよううででああるる。。連連続続的的なな
流流れれのの本本質質ににつついいててのの先先のの問問いいにに対対ししてて、、我我々々がが期期待待ししてていいるるののはは概概念念的的なな解解決決
((bbeeggrriifffflliicchhee  AAuuffkklläärruunngg))ななののにに、、[[22..ににつついいててみみたたよよううにに]]そそのの問問いいにに答答ええるるののがが依依然然とと
ししてて時時間間的的直直観観だだとといいううののだだかからら、、そそれれははナナンンセセンンススじじゃゃなないいかかとと私私はは言言いいたたいいののででああるる。。
或或るる人人がが或或るる問問いいにに答答ええるるよよううにに求求めめらられれてていいるるとときき、、明明ららかかにに人人違違いいででそそのの人人はは問問いいをを
向向けけらられれてていいるるののでで、、当当人人ははそそのの問問いいがが理理解解ででききなないいでで困困惑惑ししてていいるる、、みみたたいいなな話話ででああるる。。          
自自然然数数ののカカテテゴゴリリーーななららままだだししもも、、直直観観にに与与ええらられれたた限限りりででのの連連続続体体にに、、数数学学的的分分野野のの基基
底底のの役役割割をを期期待待すするるここととははででききなないい。。そそののたためめのの諸諸前前提提((KKaapp11..§§11 参参照照))がが満満たたさされれてていいなな
いいかかららででああるる。。そそももそそもも、、連連続続体体にに点点をを置置くく((ddeemm  BBeeggrriiffff  ddeess  PPuunnkktteess  iimm  KKoonnttiinnuuuumm))
とといいうう発発想想はは、、そそれれがが数数学学的的分分野野のの基基底底ととななるるたためめににはは、、[[連連続続体体ののななかかにに、、ここのの場場合合はは]]
直直観観ののななかかにに、、発発想想のの支支持持基基盤盤((SSttüüttzzee))がが必必要要なな筈筈ななののにに、、そそれれがが[[そそここににはは]]見見当当たたららなないい
ののででああるる。。[[思思ええばば]]、、数数学学的的なな概概念念世世界界とと、、現現象象的的時時間間のの直直接接にに体体験験さされれたた連連続続性性
((KKoonnttiinnuuiittäätt))  ̶̶̶̶  持持続続((llaa  dduurrééee))  ̶̶̶̶  ととをを隔隔ててるる、、深深いい疎疎遠遠性性((FFrreemmddhheeiitt))をを強強調調ししたた
ここととががベベルルククソソンン哲哲学学のの功功績績だだっったたののででああるる○○3333。。  
  
[[訳訳者者。。結結局局、、ここのの段段落落ででワワイイルルはは時時点点((ZZeeiittppuunnkkttee))のの指指定定可可能能性性にに関関ししてて、、11..のの解解釈釈はは全全面面的的にに却却下下しし、、

22..のの解解釈釈ににつついいててはは懐懐疑疑的的でで、、いいわわばばペペンンデディィンンググににししてていいるる。。彼彼ははややががてて、、集集合合ととそそのの定定義義原原理理のの再再考考

にに進進むむ（（ああるるいいはは実実はは「「理理性性」」にに上上訴訴すするる））とといいうう方方途途をを選選ぶぶ。。デデデデキキンントトのの切切断断原原理理ややココーーシシーーのの収収束束

原原理理、、そそししてて中中間間値値のの定定理理ととももどどももににででああるる。。三三つつ後後のの段段落落以以下下をを見見よよ]]。。  

  
[[22--66--gg]]                {{EE・・フフッッササーールルのの時時間間論論とと並並走走すするる}}  
意意識識所所与与がが（（概概念念のの論論理理的的なな有有ののよよううにに））端端的的なな有有((eeiinn  SSeeiinn  sscchhlleecchhtthhiinn))ととししてて振振るる舞舞
うう((ssiicchh  ggeebbeenn))ののなならら、、  [[つつままりり有有でであありり、、そそれれ以以上上ででもも以以下下ででももなないい有有ととししてて振振るる舞舞うう
ののなならら]]、、話話ははそそれれでで終終わわりりででああるる。。ししかかししそそううででははななくく、、意意識識所所与与はは＜＜持持続続しし、、ししかかもも変変
化化すするる＜＜今今・・有有＞＞＞＞((  eeiinn  ffoorrttddaauueerrnnddeess  uunndd  ssiicchh  wwaannddeellnnddeess  JJeettzztt--SSeeiinn))ととししてて振振るる舞舞
ううけけれれどどもも、、そそれれははいいっったたいいどどうういいううここととななののだだろろううかか。。つつままりり私私はは、、「「今今((jjeettzztt))、、ここれれはは
ああるる̶̶̶̶ししかかしし今今、、そそれれははももううなないい」」ななどどとと言言ううけけれれどどもも、、そそれれははどどうういいううここととななののだだろろ
ううかか。。        [[たたししかかにに]]  私私がが反反省省をを通通じじててここのの流流動動((SSttrroomm))かからら自自分分をを切切りり離離しし、、ままたた、、
変変転転すするる体体験験内内容容をを包包括括すするる恒恒常常的的なな＜＜今今＞＞ななるるももののをを客客観観ととししてて自自ららにに対対置置すするるなならら
ばば、、流流動動はは我我々々ににととっってて一一つつのの経経過過((AAbbllaauuff))ととななりり、、我我々々ははそそのの中中にに点点たたちちをを置置くくこことともも
ででききははすするるだだろろうう。。[[ここのの場場合合]]、、各各点点ににはは特特定定のの体体験験内内容容（（EErrlleebbnniissggaannzzee））がが対対応応しし、、意意
識識がが或或るる点点にに立立ててばば、、意意識識ははそそれれにに対対応応すするる体体験験内内容容をを所所有有しし、、そそししててそそのの体体験験内内容容だだけけ
がが<<ああるる((iisstt))>>とと、、そそうういいうう話話ににななるる。。[[ここここままでではは認認めめよようう]]。。          だだががそそのの場場合合、、
個個々々のの体体験験作作用用((EErrlleebbeenn))のの具具体体的的持持続続((kkoonnkkrreettee  DDaauueerr))はは  いいっったたいい何何にに由由来来すするるののだだ
ろろううかか。。[[仮仮ににだだがが]]「「互互いいにに孤孤立立ししたた個個々々のの点点」」とといいうう立立場場にに固固執執すするる限限りり○○3344、、答答ええはは一一
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つつししかかああるるままいい。。いいわわくく、、「「たたししかかにに私私ははここのの[[特特定定のの]]時時点点のの体体験験ししかか持持っってていいまませせんんがが、、
ここのの体体験験ににはは（（判判明明ささはは一一様様ででははなないいととははいいええ））記記憶憶((EErriinnnneerruunngg))とといいううももののがが含含ままれれてて
いいるるののでですす。。そそししてて、、私私がが過過去去のの或或るる時時点点でで持持っったた体体験験がが、、ここのの記記憶憶のの志志向向的的対対象象
((iinntteennttiioonnaalleerr  GGeeggeennssttaanndd))ににななっってていいるるののでですす」」とと。。[[ここうう説説明明すするる以以外外にに手手ははなないい]]。。        
ししかかしし、、[[今今度度はは]]ここのの記記憶憶のの信信頼頼性性((TTrriiffttiiggkkeeiitt))がが何何にに由由来来すするるののかかとといいうう問問いいににはは誰誰もも答答
ええててくくれれなないい。。例例ええばば、、短短いい持持続続をを持持つつ光光知知覚覚((LLiicchhttwwaahhrrnneehhmmuunngg))ををししたた場場合合、、私私はは或或
るる瞬瞬間間 AA ににおおいいててここのの知知覚覚体体験験をを持持つつだだけけででははななくく、、同同時時にに[[つつままりり瞬瞬間間 AA ににおおいいてて]]記記
憶憶たたちちをを、、つつままりりすすべべててのの過過去去のの瞬瞬間間のの知知覚覚体体験験たたちちににつついいててのの、、そそのの短短いい持持続続にに含含ままれれ
るる記記憶憶たたちちもも持持つつ、、とといいうう話話ででああるる。。そそししてて人人ははここうう言言ううだだろろうう。。「「私私ははここのの瞬瞬間間 AA ににおお
いいてて、、過過去去のの短短いい瞬瞬間間 BB ににおおけけるる知知覚覚体体験験をを思思いい出出すすだだけけででははななくく、、瞬瞬間間 BB ににおおけけるる全全
体体験験((ggeessaammttee  EErrlleebbnniiss))をを思思いい出出すすののでですす。。そそししててここのの全全体体験験はは、、そそれれははそそれれでで、、知知覚覚以以
外外にに、、すすべべててののそそれれにに先先行行すするる瞬瞬間間ににおおいいてて持持たたれれたた体体験験へへのの記記憶憶ををううちちにに含含んんででいいるるのの
でですす。。連連続続的的知知覚覚はは、、無無限限個個のの記記憶憶たたちちのの、、互互いいにに入入れれ子子ににななっったた((ggeesscchhaacchhtteelltteenn))、、そそ
ししてて互互いいにに関関係係づづけけらられれたた、、無無限限個個のの系系たたちちかからら成成りり立立っってていいるるののでですす。。＜＜先先ののもものの（（ddaass  
FFrrüühheerr））＞＞ととはは＜＜入入れれ子子ににさされれたたもものの((ddaass  EEiinnggeesscchhaacchhtteellttee))＞＞ののここととななののでですす」」とと。。[[人人
ははそそうう言言ううだだろろうう]]。。      ししかかしし、、我我々々のの体体験験作作用用がが、、そそののよよううななももののをを一一切切含含ままなないいここ
ととはは明明白白ででああるる。。際際限限ななくく互互いいにに入入れれ子子ににななっったた点点的的なな体体験験瞬瞬間間ののここののよよううなな構構造造体体がが、、
閉閉じじたた統統一一ととししてて把把握握さされれるるななどどとといいううののはは背背理理((wwiiddeerrssiinnnnnniigg))もも甚甚だだししいい。。[[そそももそそもも、、
いいままのの議議論論にに含含ままれれたた]]、、  ＜＜経経過過はは点点たたちちかかららななりり、、[[ままささにに]]そそううででああるるががゆゆええにに経経過過はは
点点たたちちにに分分割割さされれるる＞＞とといいうう考考ええ方方がが、、明明ららかかにに間間違違っってていいるる。。ここのの考考ええ方方ににはは、、連連続続性性
をを連連続続性性たたららししめめるる当当ののももののもものの、、すすななわわちち点点かからら点点へへのの移移行行((HHiinnüübbeerrfflliieeßßeenn))がが見見当当たた
ららなないいののででああるる。。恒恒常常的的にに((bbeessttäännddiigg))持持続続すするる現現在在をを恒恒常常的的にに到到来来ささせせ、、ままたた、、そそれれをを消消
ええゆゆくく過過去去へへとと[[恒恒常常的的にに]]追追いいややるるもものの、、そそれれががここのの考考ええ方方ににはは見見当当たたららなないい。。      ̶̶
̶̶  でではは実実情情ははどどううななののかか((WWiiee  eess  iinn  WWaahhrrhheeiitt  ssiicchh  vveerrhhäälltt))とと問問わわれれれればば、、ああななたたははそそ
れれをを各各瞬瞬間間ににおおいいてて直直接接にに体体験験ししてていいるる((uunnmmiitttteellbbaarr  eerrlleebbeenn))ででししょょううがが、、[[ととししかか答答ええ
よよ うう がが なな いい ]] 。。   現現 象象 的的 ((pphheennoommeennaall)) 時時 間間 をを そそ のの 掛掛 けけ 値値 なな しし のの 根根 源源 性性 ((eecchhttee  
UUrrsspprrüünngglliicchhkkeeiitt))ににおおいいてて考考慮慮すすれればばわわかかるるここととだだがが  [[訳訳者者。。ここのの辺辺りりかからら WWeeyyll  はは EE・・
フフッッササーールルのの時時間間論論をを追追尾尾すするる]]、、そそのの直直接接的的体体験験をを記記述述((bbeesscchhrreeiibbeenn))すするるここととななどど不不可可
能能ででああるる。。だだかかららせせいいぜぜいい以以下下ののここととししかか言言ええなないい。。私私がが意意識識ののううちちにに有有すするるももののはは、、私私
ににととっってて一一個個のの「「いいまま有有るる((JJeettzztt--sseeiieennddeess))」」ののううちちににあありり、、ままささににそそののよよううななももののととししてて、、
そそのの時時間間位位置置ととももどどもも去去りりゆゆくくもものの((EEnnttgglleeiitteennddee))ななののででああるる。。そそししててそそれれははままささににそそうう
いいうう仕仕方方でで、、恒恒常常的的にに在在るるののだだ((ddaass  bbeessttäännddiigg  DDaasseeiieennddee))。。すすななわわちち持持続続しし変変転転すするる常常
にに新新たたななるるもものの((eeiinn  iimmmmeerr  NNeeuueess))がが、、在在るるののだだ。。        [[ささてて]]過過ぎぎ去去っったたももののがが浮浮上上
すするる((aauuffttaauucchheenn))とといいううここととががああるる。。ししかかもも私私のの新新たたなな体体験験作作用用ととししててででははななくく、、((確確実実
なな))記記憶憶のの内内容容ととししてて、、過過ぎぎ去去っったたももののがが浮浮上上すするるとといいううここととががああるる。。そそししててままささににそそのの
ここととでで[[つつままりり浮浮上上ししたたここととにによよっってて]]、、そそれれはは過過去去ととななっってていいるる((ddaannnn  wwaarrdd  eess  ddaass  
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VVeerrggaannggeennee))。。私私がが[[自自ららのの]]生生のの過過程程((LLeebbeennssaabbllaauuff))をを、、[[或或るる]]客客観観像像((oobbjjeeccttiivvee  BBiilldd))とと
ししてて自自ららのの前前にに立立ててるるとときき、、過過ぎぎ去去っったたももののはは、、いいまま有有るるもものの((ddaass,,wwaass  jjeettzztt  ddaa  iisstt))ととのの
対対置置関関係係ににおおいいてて、、先先ななるるもものの((ddaass  FFrrüühheerr))ななののででああるる。。          そそここかからら、、客客観観的的にに
表表象象さされれたた時時間間((ddiiee  oobbjjeekkttiivv  vvoorrggeesstteellllttee  ZZeeiitt))ににつついいてて次次ののここととがが帰帰結結すするる。。11..ここのの時時
間間ににおおけけるる個個々々のの点点はは非非独独立立的的((uunnsseellbbssttäännddiigg))ででああるる。。つつままりり個個々々のの[[時時]]点点はは、、そそれれ自自体体
でではは純純然然たたるる無無((NNiicchhttss))でであありり、、単単にに（（数数学学的的ににはは当当然然ままっったたくく説説明明ののででききなないい））通通過過点点
((DDuurrcchhggaannggssppuunnkktt))ととししてて存存在在すするる((eexxiissttiieerreenn))。。22..確確定定ししたた時時間間点点とといいううももののはは、、決決ししてて
そそれれをを[[ままささににそそれれととししてて]]示示すすこことと((aauuffwweeiisseenn))ががででききずず、、どどここままでで行行っっててもも厳厳密密確確定定なならら
ぬぬ近近似似的的確確定定((eeiinn  aapppprroopprriiaattiivveess  FFiixxiieerreenn))だだけけがが可可能能でであありり、、ししかかももそそれれはは時時間間のの本本質質
にに根根差差すすここととでであありり、、人人間間のの持持つつ手手段段のの偶偶然然的的不不完完全全性性にによよるるののででははなないい。。同同じじここととははすす
べべててのの直直観観的的にに与与ええらられれたた、、特特にに空空間間的的延延長長のの連連続続体体[[ののななかかのの点点]]ににもも妥妥当当すするる。。  
  
[[訳訳者者。。フフッッササーールルのの時時間間論論をを取取りり上上げげたた WWeeyyll ののここのの議議論論、、特特にに「「通通過過点点ととししててのの点点」」とといいうう議議論論はは、、

本本書書のの最最後後のの§§88 でで「「近近傍傍((UUmmggeebbuunngg))]]」」のの概概念念にに発発展展すするる]]。。  

  
[[22--66--hh]]              {{人人間間をを数数学学的的連連続続体体にに駆駆りり立立ててるる理理性性的的動動機機}}  
人人のの心心ははどどううししてて次次ののここととでではは充充たたさされれなないいののだだろろううかか。。人人間間のの体体験験((EErrlleebbeenn))はは[[体体験験でで
あありりつつつつもも]]  現現実実世世界界のの現現実実的的出出来来事事にに届届いいててははいいるるしし、、人人間間のの現現象象的的時時間間はは世世界界時時間間
((kkoossmmiisscchhee  ZZeeiitt))ととししててここのの世世界界をを[[余余すす所所ななくく]]カカババーーししててははいいるる。。加加ええてて、、単単にに[[対対象象をを]]
図図式式化化すするるここととにに止止ままららぬぬ[[対対象象のの]]ああららゆゆるる制制圧圧行行為為((iinn  ddeemm  aalllleenn  nniicchhtt  bbllooßß  
sscchheemmaattiissiieerreennddee  VVeerrggaawwaallttiigguunngg))やや、、実実践践的的なな課課題題やや目目的的ののたためめにに考考案案さされれたたああららゆゆ
るる思思考考経経済済ににおおいいてて明明ららかかななここととだだがが、、人人間間はは、、所所与与ででああるる限限りり連連続続体体がが免免れれるるここととががでで
ききなないい不不正正確確性性((IInneexxaakktthheeiitt))をを顧顧みみずず、、連連続続体体にに実実数数とといいうう厳厳密密概概念念をを充充ててががうう
((uunntteerrsscchhiieebbeenn))ののにに余余念念ががなないい。。だだがが人人のの心心ががそそれれ[[だだけけ]]でではは充充たたさされれなないいののははどどううししてて
だだろろううかか。。[[人人のの心心がが体体験験やや実実践践的的目目的的をを超超ええてて]]  現現実実のの背背後後にに伏伏在在すするる「「ロロゴゴスス」」のの剔剔抉抉
ののたためめにに真真正正のの理理性性((eecchhtteeVVeerrnnuunnfftt))をを駆駆使使すするるののはは、、いいっったたいいどどんんなな理理由由ががああっっててののここ
ととだだろろううかか。。（（たたととええそそれれがが、、「「自自ららのの影影をを飛飛びび越越ええるるここととののででききなないい」」[[人人間間]]意意識識ににおお似似
合合いいのの  ̶̶̶̶  [[せせいいぜぜいい]]  純純粋粋なな((rreeiinn))̶̶̶̶  理理性性ででああろろううとともも））。。          ししかかししここここでで
ここのの問問題題をを解解明明せせよよとといいううののはは無無理理なな相相談談ででああるる。。たたししかかにに直直観観的的連連続続体体とと数数学学的的連連続続体体
がが重重ななりりああううここととははなないい。。両両者者のの間間ににはは深深いい溝溝ががああるるののだだかからら。。ししかかしし世世界界をを理理解解
((bbeeggrreeiiffeenn))ししたたいいとといいうう努努力力のの一一環環ととししてて、、人人間間をを直直観観的的連連続続体体かからら数数学学的的連連続続体体にに駆駆りり
立立てててていいるるののはは、、[[ 飽飽くくままででもも]] 理理性性的的なな動動機機((vveerrnnüünnffttiiggee  MMoottiivvee)) ななののででああるる。。          
[[たたししかかにに]]人人間間はは、、[[人人間間自自身身のの]]経経験験作作用用にによよっってて構構築築さされれるる現現実実ののななかかにに、、ままささにに自自然然
のの一一環環ととししてて生生存存ししてていいるる。。[[ししかかしし]]自自然然研研究究をを[[ままささにに]]ここのの現現実実かからら、、そそのの現現実実のの「「背背後後
((hhiinntteerr))」」にに自自ららをを隠隠すす「「真真のの客客観観的的なな」」物物理理的的世世界界にに向向けけてて、、つつままりり厳厳密密でで無無性性質質的的なな
物物理理的的世世界界にに向向けけてて駆駆りり立立ててるる理理性性的的なな動動機機ががああるるののででああっってて、、たたととええばば、、視視覚覚物物のの色色現現
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象象のの自自然然研研究究をを、、エエーーテテルルのの振振動動ややそそれれにに対対応応すするる電電磁磁場場ににおおけけるる数数学学的的関関数数処処理理のの研研究究
にに駆駆りり立立ててててききたたののももそそのの理理性性的的動動機機ででああるる。。そそししてて、、人人間間をを直直観観的的連連続続体体かからら数数学学的的連連
続続体体へへとと駆駆りり立立ててるる[[件件のの]]理理性性的的動動機機とと、、いいまま述述べべたた物物理理的的世世界界探探求求のの理理性性的的なな動動機機はは、、
実実はは同同じじもものの((gglleeiicchh))ななののででああるる。。        そそううだだととすするるとと、、我我々々がが作作りり上上げげたたああのの解解析析
とといいうう構構造造体体((AAuuffbbaauu))はは、、単単ななるる論論理理的的整整合合性性((FFoollggeerriicchhttiiggkkeeiitt))にに回回収収ででききなないいよよううなな、、
[[むむししろろ]]物物理理学学理理論論((pphhyyssiisscchhee  TThheeoorriiee))にに比比すすべべきき仕仕方方でで理理性性的的にに自自己己証証明明すするるよよううなな
((vveerrnnüünnffttiigg  ssiicchh  aauusswweeiisseenn))、、そそんんななおお望望みみととああららばば連連続続体体ののテテオオーーリリアア((eeiinnee  TThheeoorriiee  
ddeess  KKoonnttiinnuuuummss))とと呼呼んんでで差差しし支支ええなないい何何かかをを、、内内にに含含んんででいいるるここととににななるる。。そそのの場場合合、、
実実数数のの概概念念はは、、連連続続体体のの抽抽象象的的図図式式((SScchheemmaa))ととななりり、、[[連連続続体体のの]]考考ええ得得るる部部分分間間のの無無限限のの
相相関関((IInneeiinnaannddeerr))のの図図式式ととななりり、、ままたた関関数数のの概概念念はは、、連連続続体体がが連連続続体体自自体体をを覆覆ううととききのの
((üübbeerrddeecckkeenndd))そそのの依依存存関関係係((AAbbhhäännggiiggkkeeiitt))のの図図式式ととななるるだだろろうう（（運運動動すするる点点をを例例にに引引けけ
ばば、、線線的的空空間間的的連連続続体体がが時時間間連連続続体体をを覆覆ううこことと（（ÜÜbbeerrddeecckkuunngg））ににつついいてて、、そそううししたたこことと
がが現現にに起起ここっってていいるる。。））          私私ははここここででここれれ以以上上ここのの問問題題をを掘掘りり下下げげるるここととははししなな
いいがが、、次次ののここととだだけけはは言言っってておおききたたいい（（そそののここととはは、、そそのの理理由由((wwiiee))ととももどどもも、、ここここままででのの
議議論論かからら自自ずずかからら明明ららかかででははああるるののだだがが））。。すすななわわちち、、我我々々がが理理解解ししたた意意味味ででのの実実数数概概念念
とと（（連連続続））関関数数概概念念ににおおいいてて前前節節のの命命題題 AA  [[中中間間値値のの定定理理]]がが成成立立すするる((ggüüllttiigg))とといいううこことと
がが、、ままささにに、、上上記記ののよよううなな理理性性的的正正当当化化((ssoollcchhee  vveerrnnüünnffttiiggee  RReecchhttffeerrttiigguunngg  ))にに際際ししてて決決
定定的的なな役役割割をを果果たたすすののだだ[[つつままりり理理性性のの導導ききにによよりりつつつつ直直観観的的連連続続体体かからら数数学学的的連連続続体体へへ
とと移移行行すするるにに当当たたっってて決決定定的的なな役役割割をを果果たたすすののだだ]]とと、、私私ははそそうう言言っってておおききたたいいののででああるる。。
ちちななみみにに、、物物理理的的客客観観性性のの世世界界ににおおいいてて「「運運動動((BBeewweegguunngg))」」ととはは何何ででああるるかかをを厳厳密密にに理理
解解すするるににはは、、我我々々ががここここでで打打ちち立立ててたた実実数数とと関関数数のの概概念念がが適適ししてていいるる((ggeeeeiiggnneett))けけれれどどもも、、
ここのの適適合合性性をを担担保保((BBeelleegg))すするるののががままささにに前前節節のの命命題題 AA[[中中間間値値のの定定理理]]ななののででああるる。。  
  
[[22--66--ii]]                {{論論理理学学ででななくくテテオオーーリリアア((tthheeoorriiaa))へへ}}  
[[ここううででははなないい]]。。厳厳密密なな時時点点((eexxaakkttee  ZZeeiittppuunnkktt))がが、、与与ええらられれたた持持続続のの内内部部にに、、そそのの分分割割不不
可可能能なな究究極極的的要要素素((lleettzztteess  uunntteeiillbbaarreess  EElleemmeenntt))ととししてて置置かかれれてていいるる((lliieeggeenn))、、とといいううののでで
ははなないい。。ままたた、、厳厳密密なな空空間間点点がが、、与与ええらられれたた延延長長((AAuussbbrreeiittuunngg))のの内内部部にに、、そそのの分分割割不不可可能能
なな究究極極的的要要素素ととししてて置置かかれれてていいるる、、とといいううののででももなないい。。                そそううででははななくくてて
[[ププララトトンン風風にに言言ええばば]]、、件件のの所所与与をを通通じじてて((dduurrcchh  ddiieess  GGeeggeebbeennee))  洞洞見見すするる理理性性((ddiiee  
hhiinndduurrcchhggrreeiiffeennddee  VVeerrnnuunnfftt))ここそそがが、、[[初初めめてて]]厳厳密密なな時時点点とと厳厳密密なな空空間間点点をを[[飽飽くくままででもも]]
理理念念((IIddeeeenn))ととししてて把把握握すするるののででああるる。。ままたた[[アアリリスストトテテレレスス風風にに言言ええばば]]、、時時点点とと空空間間点点がが
完完璧璧なな基基底底状状態態にに向向けけてて[[初初めめてて]]結結晶晶化化しし尽尽くくすす  ((kkrriissttaalllliissiieerreenn  aauuss))  ののもも、、算算術術的的・・解解
析析的的なな実実数数概概念念ににののっっととっってて((aann))、、そそれれもも[[理理性性のの統統制制すするる]]純純然然たたるる形形式式的的[[ffoorrmmaall、、形形相相
的的、、エエイイドドスス的的]]  テテリリトトリリーー((SSpphhäärree))にに帰帰属属すするる限限りりででのの算算術術的的・・解解析析的的なな実実数数概概念念ににのの
っっととっっててののここととででああるる。。  [[ちちななみみにに]]  我我々々はは[[ここここでで]]空空間間ににつついいててはは直直線線のの幾幾何何学学にに話話題題
をを限限定定ししてていいるる！！[[ここととををおお忘忘れれななくく]]  。。        ささてて[[上上のの議議論論をを踏踏ままええるるとときき]]、、時時間間論論
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とと空空間間論論をを独独立立ししたた数数学学的的・・公公理理的的なな学学問問((sseellbbssttäännddiiggee  mmaatthheemmaattiisscchh--aaxxiioommaattiisscchhee  
WWiisssseennsscchhaafftt))ととししてて打打ちち立立ててよよううととすするる者者はは、、かかななららずず以以下下のの[[段段落落のの]]事事柄柄にに留留意意ししなな
けけれればばななららなないい。。[[ももしし第第一一章章とと打打っってて変変わわっってて、、第第二二章章§§６６ででいいまま新新たたにに導導入入さされれたた、、理理
性性にに立立脚脚ししたた連連続続体体のの「「理理論論＝＝学学問問((TThheeoorriiee＝＝WWiisssseennsscchhaafftt))」」ととそそのの公公理理((AAxxiioomm))のの視視点点
にに立立ととううとといいううののなならら]]。。  
  
[[22--66--jj]]                                    {{連連続続体体理理論論のの三三つつのの公公理理}}  
11.. 点点をを一一つつ一一つつ((eeiinnzzeellnn))とといいうう仕仕方方でで指指定定すするるこことと((AAuuffwweeiissuunngg))  ははででききなないい。。ここののここ  
ととはは、、点点はは個個体体((IInnddiivviidduueenn))ででははなないい、、ししたたががっってて点点はは点点のの性性質質たたちちにによよっってて特特徴徴づづけけるる
ここととががででききなないい、、とと言言いい換換ええててももよよいい。。（（実実数数のの「「連連続続体体」」がが個個体体たたちちだだけけでで成成りり立立つつのの
とと対対照照的的にに、、[[個個体体かからら成成りり立立つつののででなないい]]時時点点とと空空間間点点のの「「連連続続体体」」はは均均質質的的((hhoommooggeenn））
ななののででああるる。。））そそれれゆゆええ、、点点やや点点集集合合をを絶絶対対的的なな仕仕方方でで[[aabb==ssoolluutt、、他他とと切切りり離離ししてて]]  確確定定
((ffeessttlleeggeenn))すするるここととははででききなないい。。ももししそそれれががででききるるなならら、、そそれれはは、、そそれれがが関関数数とと看看做做せせてて、、
ししかかももそそれれがが座座標標系系((KKoooorrddiinnaatteennssyysstteemm))にに依依存存すするる限限りりででのの話話ででああるる。。      （（理理性性はは、、
客客観観性性((OObbjjeekkttiivviittäätt))をを旗旗印印にに、、与与ええらられれたた所所与与かからら幾幾何何学学的的・・物物理理学学的的世世界界をを掴掴みみ取取ろろうう
ととすするる。。そそののとときき理理性性はは自自己己無無化化((IIcchh--VVeerrnniicchhttuunngg))とといいうう代代償償をを払払わわざざるるをを得得なないいがが、、
座座標標系系ととはは、、ここのの幾幾何何学学的的・・物物理理学学的的世世界界にに残残さされれたた、、そそのの自自己己無無化化のの消消すすここととのの叶叶わわぬぬ
痕痕跡跡((ddaass  uunnvveerrmmeeiiddlliicchhee  RReessiidduuuumm))ななののででああるる。。座座標標系系はは一一つつのの道道標標((WWaahhrrzzeeiicchheenn))でで
ああるる。。そそうう、、座座標標系系ととはは、、「「存存在在((DDaasseeiinn))はは[[そそれれ自自体体ととししてて与与ええらられれるるののででははななくく、、飽飽くく
ままででもも]]、、意意味味をを付付与与すするる((ssiinnnnggeebbeenndd))純純粋粋自自我我((rreeiinneess  IIcchh))のの意意識識体体験験のの志志向向的的対対象象
((iinntteennttiioonnaalleerr  GGeeggeennssttaanndd))ととししててだだけけ与与ええらられれ、、ままたたそそののよよううななももののととししててだだけけ与与ええらら
れれ得得るる」」とといいううここととをを[[今今にに]]  語語りり継継ぐぐ、、ここのの客客観観的的テテリリトトリリーーにに残残るる朽朽ちち果果ててたた道道標標
((lleettzztteess  ddüürrffttiiggeess  WWaahhrrzzeeiicchheenn))ななののででああるる。。))  
  
22..   連連続続性性公公理理((SStteettiiggkkeeiittssaaxxiioomm))はは[[理理性性にに立立脚脚すするる時時間間とと空空間間のの学学問問ににおおいいててはは]]次次のの  
よよううにに定定式式化化さされれななけけれればばななららなないい。。すすななわわちち、、単単位位幅幅 OOEE ととのの関関係係ににおおいいてて、、各各点点 PP にに
或或るる実実数数がが座座標標ととししてて対対応応しし、、ままたたそそのの逆逆もも言言ええるるよよううにに、、ままささににそそののよよううにに連連続続性性公公理理
はは定定式式化化さされれななけけれればばななららなないい。。ここのの公公理理にに従従っっててここそそ、、すすべべててのの配配属属完完了了判判断断はは[[上上のの]]  
11 のの内内容容ににもも拘拘ららずず明明確確なな意意味味をを持持つつののででああるる。。（（[[第第一一章章のの§§22 でではは]]、、配配属属完完了了判判断断のの構構
成成にに当当たたっってて原原理理 55 がが排排除除さされれてていいたたここととにに注注意意せせよよ。。））  
  
33.. 純純粋粋数数論論のの構構築築をを推推しし進進めめるるななかかでで、、本本章章[[第第二二章章]]のの§§33 にに至至っってて我我々々ががたたどどりり着着いい  
たた或或るる段段階階((SSttuuffee))ののここととをを思思いい起起ここそそうう。。ももししももここのの段段階階でで、、純純粋粋数数論論のの基基底底
((FFuunnddaammeenntt))をを[[自自然然数数ででなないい]]新新たたなな基基底底にに差差しし替替ええたたなならら、、すすななわわちち、、ちちょょううどど[[本本章章のの]]
§§22 でで商商((BBrrüücchhee))ににつついいててそそううししたたよよううにに、、自自然然数数[[とといいうう元元々々のの基基礎礎カカテテゴゴリリーー]]にに替替ええ
てて、、[[今今度度はは]]実実数数をを新新たたなな基基礎礎カカテテゴゴリリーーととししてて受受けけ入入れれたたなならら、、そそののとときき、、ここのの基基盤盤
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((BBaassiiss))のの上上にに一一つつのの学学問問的的構構築築物物((GGeebbääuuddee))がが打打ちち立立ててらられれたたここととだだろろうう。。暫暫時時、、そそれれ[[実実
数数をを基基礎礎カカテテゴゴリリーーととすするる解解析析]]をを「「超超解解析析((HHyyppeerraannaallyyssiiss))」」とと呼呼ぶぶ。。        [[ささてて]]ここのの
超超解解析析はは決決ししてて我我々々のの解解析析((AAnnaallyyssiiss))にに一一致致ししなないい。。[[いいやや]]一一致致すするるどどこころろかか、、たたととええばば
[[実実数数をを考考ええるるだだけけででもも]]、、超超解解析析ののななかかににはは解解析析にに比比べべててよよりり多多数数のの実実数数がが存存在在すするるこことと
ににななるる。。ななぜぜなならら、、そそのの[[超超解解析析のの]]集集合合たたちちをを定定義義すするるにに当当たたっっててはは、、「「実実数数」」ととのの絡絡みみでで
言言ええばば、、「「存存在在すするる((eess  ggiibbtt))」」ががそそのの定定義義にに顔顔をを出出すすよよううなな[[新新ししいい]]集集合合たたちちがが、、そそここにに新新
規規参参入入すするるかかららででああるる。。        ししたたががっってて超超解解析析でではは、、一一般般的的にに((aallllggeemmeeiinn))とと断断っっててのの
話話だだがが、、ココーーシシーーのの収収束束原原理理ででああれれ、、連連続続関関数数ににつついいててのの[[一一部部のの]]命命題題ででああれれ、、妥妥当当ははしし
なないい。。（（[[正正確確にに言言ええばば]]  初初めめかからら[[通通常常のの]]解解析析にに含含ままれれてていいたた関関数数やや帰帰結結にに限限っってて、、ココーー
シシーーのの収収束束原原理理やや[[一一部部のの]]命命題題はは[[超超解解析析でで]]妥妥当当すするる。。））そそうういいううわわけけでで、、自自然然数数とといいうう基基
本本層層((GGrruunnddsscchhiicchhtt))よよりりもも上上位位のの圏圏層層((NNiivveeaauu))にに逃逃げげ込込ももうう((AAuussggaanngg))とといいうう、、[[幾幾度度、、破破
綻綻ししててもも]]  性性懲懲りりももななくく繰繰りり返返さされれるるたたくくららみみにに、、我我々々はは倦倦むむここととななくく反反対対ししななけけれればばなな
らら なな いい 。。 連連 続続 体体 にに つつ いい てて のの 使使 用用 にに 耐耐 ええ るる 理理 論論 ((eeiinnee  bbrraauucchhbbaarree    TThheeoorriiee  ddeess  
KKoonnttiinnuuuummss))をを提提供供すするる((lliieeffeerrnn))ののはは、、そそししてて互互いいにに重重ななりり合合うう連連続続体体たたちちのの間間にに起起ここりり
得得るる依依存存関関係係ににつついいててのの使使用用にに耐耐ええるる理理論論をを提提供供すするるののはは、、[[実実数数をを基基礎礎カカテテゴゴリリーーにに組組
みみ入入れれるるよよううなな]]  超超解解析析ででははななくく、、[[そそれれををししなないい、、そそししててココーーシシーーのの収収束束原原理理そそのの他他をを排排
除除ししなないい]]  解解析析のの方方ななののででああるる。。        ししかかししそそううだだととすするるとと、、[[22 のの公公理理ををめめぐぐっってて今今
度度はは]]ここうういいうう話話がが出出ててくくるる((NNuunn  lliieeggtt  ddiiee  SSaacchhee  aabbeerr  ssoo))。。[[実実際際、、上上のの 22 でで示示ししたた公公理理
ににはは超超解解析析をを許許容容すするる素素地地ががああっってて]]、、22 のの公公理理にによよれればば、、一一定定のの座座標標系系 OOEE にに立立脚脚ささせせるる
方方式式ををととるるとときき((bbeeii  GGrruunnddlleegguunngg  eeiinneess  KKoooorrddiinnaatteennssyysstteemmss    OOEE))  ))、、単単にに点点たたちちとと実実
数数たたちちにに対対応応ががああるるににととどどままららずず、、[[一一方方でで]]点点集集合合、、点点集集合合のの集集合合、、いいやや押押しし並並べべてて空空間間
論論おおよよびび時時間間論論ののすすべべててのの集集合合をを考考ええ、、[[他他方方でではは]]超超解解析析ののすすべべててのの集集合合をを考考ええたたとときき、、
そそここににももああままねねくく対対応応関関係係((KKoorrrreessppoonnddeennzz))ががああるる((bbeesstteehheenn))とといいうう話話ししににななりりかかねねなな
いい。。正正確確にに表表現現すすれればば、、[[22 でで示示ししたた公公理理にによよるる限限りり]]、、超超解解析析のの集集合合たたちちとと、、空空間間論論ままたた
はは時時間間論論ににおおけけるる OOEE のの関関数数たたちちのの間間にに対対応応ががああるるとといいうう話話ししににななりりかかねねなないい。。        
ししたたががっってて件件のの公公理理[[22]]をを、、たたととええばばココーーシシーーのの収収束束原原理理やや、、幾幾何何学学のの公公理理的的構構築築ででよよくく見見
かかけけるる類類似似のの公公理理的的構構築築物物((aaxxiioommaattiisscchhee  AAuuffbbaauu))とと同同等等にに処処遇遇すするるこことと((eerrsseettzzeenn))ははでで
ききなないい（（そそししててそそれれががヒヒルルベベルルトトのの完完全全性性公公理理とと同同等等にに処処遇遇すするるここととががででききなないいここととはは言言
ううままででももなないい））。。とといいううののはは、、[[ななににししろろ]]  超超解解析析ででははココーーシシーーのの収収束束原原理理がが[[一一般般的的ににはは]]
妥妥当当ししなないいとといいううののだだかからら、、[[公公理理 22 にに立立脚脚すするる超超解解析析とと、、ココーーシシーーのの収収束束原原理理をを許許容容すす
るる上上のの公公理理的的構構築築物物がが、、同同様様にに扱扱ええるる筈筈ががなないいののででああるる]]。。ととこころろがが[[先先行行すするる直直近近のの下下線線
部部でで見見たたよよううにに]]超超解解析析ははどどううににもも使使ええなないい代代物物((UUnnbbrraauucchhbbaarrkkeeiitt))ででああるる[[以以上上、、結結局局、、
超超解解析析かかららはは手手をを引引いいてて、、[[ココーーシシーーのの収収束束原原理理をを許許容容すするる]]  公公理理的的方方法法にに目目をを向向けけざざるる
をを得得なないいののででああるる]]。。        [[ししかかしし公公理理的的方方法法にに頼頼るるととななるるとと]]、、今今度度ははままたたここんんなな話話がが
出出ててくくるる。。すすななわわちち、、時時間間論論とと幾幾何何学学をを、、時時間間論論はは時時間間論論でで独独立立のの公公理理的的なな学学問問ととししてて、、
ままたた幾幾何何学学はは幾幾何何学学でで独独立立のの公公理理的的なな学学問問ととししてて((aallss  sseellbbssttäännddiiggee  aaxxiioommaattiisscchhee  
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WWiisssseennsscchhaafftt  bbeettrreeiibbeenn))、、たただだしし両両者者をを一一括括ししてて[[  ((üübbeerrhhaauupptt))、、同同じじ流流儀儀でで]]  推推進進ししよよ
ううととすするるとと、、[[そそれれははそそれれでで]]  巧巧くくいいかかなないい((nniicchhtt  aannggeehheenn))。。[[どどうう上上手手くくいいかかなないいののかかとと
言言ええばば]]  初初等等幾幾何何学学((eelleemmeennttaarree  GGeeoommeettrriiee))、、つつままりり連連続続性性公公理理抜抜ききでで成成立立すするる幾幾何何学学のの
方方はは、、総総合合的的にに((ssyynntthheettiisscchh))構構築築すするるここととももででききははすするるだだろろううがが、、ししかかしし本本来来のの意意味味ででのの
[[狭狭いい意意味味ででのの]]連連続続性性幾幾何何学学((KKoonnttiinnuuiittäättss--GGeeoommeettrriiee))ははどどここままででいいっっててもも解解析析的的
((aannaallyyttiisscchh))ににししかか処処理理ででききなないいかかららででああるる。。        [[ここここでで連連続続性性幾幾何何学学にに固固有有のの事事情情
をを説説明明すすれればば]]ここうういいううここととががああるる。。我我々々ががどどののよよううににししてて[[連連続続性性幾幾何何学学にに、、つつままりり]]厳厳密密
[[科科学学のの]]テテリリトトリリーー((SSpphhäärree))ににおおけけるる曲曲線線、、面面ににつついいててのの筋筋のの通通っったた概概念念にに到到達達すするるののかか
とといいええばば、、  [[ままずずはは]]純純粋粋数数輪輪のの一一部部門門ととししてて解解析析((AAnnaallyyssiiss))がが展展開開さされれ、、解解析析ののここのの展展開開
のの後後でで((hheerrnnaacchh))、、座座標標概概念念にに含含ままれれたた翻翻訳訳原原理理((ÜÜbbeerrttrraagguunnggsspprriinnzziipp))のの助助けけをを借借りりつつつつ、、
純純粋粋数数論論のの諸諸命命題題がが幾幾何何学学的的にに運運用用さされれるるののででああるる。。そそううすするるここととにによよっってて初初めめてて、、我我々々
はは連連続続性性幾幾何何学学にに到到達達すするるののだだ。。[[そそししててままささににここここにに初初等等幾幾何何学学とと連連続続性性幾幾何何学学のの違違いい
ががああるる]]。。          [[たただだしし初初等等幾幾何何学学とと連連続続性性幾幾何何学学はは違違ううとと言言いいななががららもも]]、、  本本書書のの連連
続続体体のの理理論論((TThheeoorriiee))ににはは[[実実はは一一貫貫ししてて]]次次ののよよううなな申申しし立立てて((BBeehhaauuppttuunngg))がが含含ままれれてていい
るる。。すすななわわちち空空間間部部分分ででああれれ、、空空間間部部分分をを限限界界づづけけるる面面ででああれれ、、そそのの限限界界づづけけるる面面ののままたた
部部分分ででああれれ、、ああるるいいはは[[ささららにに]]そそれれをを限限界界づづけけるる線線ででああれれ、、そそれれららはは[[そそれれぞぞれれ]]或或るるもものの
のの形形象象化化((GGeebbiillddee  vvoonn  ddeerr  AArrtt,,ddaaßß・・・・))だだとといいうう申申しし立立ててがが、、そそれれででああるる。。そそここででそそのの＜＜
或或るるもものの＞＞ととはは何何かかとと言言ええばば、、そそれれはは、、「「いいまま枚枚挙挙ししたたそそれれぞぞれれにに含含ままれれてていいるる点点たたちちのの
集集ままりり((GGeessaammtthheeiitt))がが、、実実数数たたちちのの三三次次元元集集合合ととししてて、、算算術術的的にに((aarruutthhmmeettiisscchh))構構成成可可能能
ででああるるそそのの様様((ささまま、、AArrtt))」」ののここととででああるる。。[[そそれれはは言言いい換換ええるるととここうういいううここととででああるる。。そそ
れれぞぞれれにに含含ままれれてていいるる点点たたちちのの集集ままりり((GGeessaammtthheeiitt))がが、、実実数数たたちちのの三三次次元元集集合合ととししてて、、算算
術術的的((aarriitthhmmeettiisscchh))にに構構成成可可能能ででああるる様様、、そそのの様様[[自自体体]]のの形形象象化化((GGeebbiillddee))がが、、いいまま枚枚挙挙しし
たたそそれれぞぞれれのの＜＜空空間間部部分分ででああれれ、、空空間間部部分分をを限限界界づづけけるる面面ででああれれ・・・・・・＞＞ななののででああるるとと]]。。
ここのの申申しし立立ててはは、、「「直直線線上上ののどどのの点点ににもも或或るる実実数数がが対対応応すするる」」とといいうう申申しし立立ててとと、、実実はは似似
通通っったた性性質質をを持持っってていいるる((vvoonn  ddeerr  gglleeiicchheenn  AArrtt))。。[[ももちちろろんん]]先先のの主主張張もも今今のの主主張張もも、、直直
接接的的なな所所与与にに照照ららすす仕仕方方でではは確確証証ででききなないいしし反反証証ももででききなないい。。ししかかししそそれれはは、、厳厳密密なな空空間間
点点((eexxaakkttee  PPuunnkktt))とといいうう想想念念((KKoonnzzeeppttiioonn))かからら出出ててくくるる筋筋のの通通っったた帰帰結結ででははああるる。。[[訳訳者者。。
ここううししててままささにに上上のの意意味味合合いいににおおいいてて、、公公理理 22 がが、、つつままりり＜＜直直線線上上ののどどのの点点ににもも或或るる実実数数
がが対対応応すするる＞＞とといいうう申申しし立立ててがが、、WWeeyyll のの理理論論にに破破綻綻ななくく組組みみ込込ままれれたたここととににななるる]]。。            
ででははそそのの場場合合、、[[公公理理的的幾幾何何学学ににおおいいてて]]  幾幾何何学学的的諸諸公公理理((ddiiee  ggeeoommeettrriisscchheenn  AAxxiioommee))  にに
課課せせらられれるる役役割割はは何何だだろろううかか。。[[解解析析のの、、つつままりり実実数数ににかかかかわわるる、、]]或或るる関関係係((RReellaattiioonn))をを[[直直
観観にに]]  直直接接与与ええらられれたた関関係係とと見見立立ててるる((aannsseehheenn))とといいうう仕仕方方でで、、[[上上述述のの]]翻翻訳訳原原理理
((ÜÜbbeerrttrraagguunnggsspprriinnzziipp))をを書書きき下下すすこことと((ffoorrmmuulliieerreenn))、、そそれれがが幾幾何何学学的的諸諸公公理理のの役役割割ででああ
るる。。  
  
[[訳訳者者。。WWeeyyll ははここここでで、、「「直直観観的的連連続続体体とと数数学学的的連連続続体体のの折折りり合合いい」」とといいうう例例のの問問題題のの解解決決ののたためめにに、、「「翻翻
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訳訳原原理理((ÜÜbbeerrttrraagguunnggsspprriinnzziipp))」」とといいうう指指導導理理念念をを最最終終的的にに提提案案ししたたよよううにに見見ええるる]]。。  
  
[[22--66--kk]]                                    {{解解析析のの現現況況}}  
現現代代のの解解析析学学はは、、直直観観かからら形形式式的的概概念念おおよよびび形形式式的的原原理理にに至至るる、、そそのの霧霧深深いい道道のの半半ばばををいい
ままもも彷彷徨徨っってていいるる。。ししかかももそそれれででいいてて、、集集合合概概念念やや数数概概念念がが曖曖昧昧ななののををよよいいここととにに、、解解析析
学学ははああたたかかもも自自ららがが集集合合やや関関数数のの形形式式的的＝＝概概念念的的なな運運用用にに長長けけたた学学問問ででああるるかかののよよううにに
振振るる舞舞っってていいるる。。我我々々がが到到達達ししたた地地点点かからら解解析析学学のの現現況況をを顧顧みみれればば、、そそののよよううなな批批判判はは避避
けけらられれなないい。。        たただだ次次ののこことと[[だだけけ]]はは認認めめななけけれればばななららなないい。。[[解解析析のの]]基基底底
((FFuunnddaammeenntt))ををめめぐぐるるここのの[[手手厳厳ししいい]]批批判判はは、、[[決決ししてて]]現現代代解解析析学学がが成成しし遂遂げげたた個個々々のの成成
果果をを貶貶めめるるももののででははなないい。。少少ななくくととももそそのの大大部部分分をを貶貶めめるる言言わわれれははなないい。。[[たたししかかにに]]解解析析
学学のの個個別別のの成成果果ににははままだだ「「大大地地のの残残ししたた屑屑((EErrddeennrreesstt))」」がが払払拭拭さされれずずここびびりり付付いいてていいるるけけ
れれどどもも、、そそれれはは、、いいっったたんんああのの「「霧霧((NNeebbeell))」」がが晴晴れれれればばたたちちどどこころろにに雲雲散散霧霧消消すするる、、そそんん
なな類類のの屑屑ななののででああるる。。  
  
[[22--66--ll]]                            {{小小結結}}  
たたししかかにに((ggeewwiißß))本本節節のの考考察察ははいいわわばば間間にに合合せせ((SSuurrrrooggaatt))、、つつままりり来来るるべべきき連連続続体体のの哲哲学学のの
たためめのの、、多多少少はは役役にに立立つつかかとといいうう程程度度のの間間にに合合せせででししかかなないい。。そそれれはは連連続続体体のの哲哲学学へへのの踏踏
みみ込込んんだだ内内容容をを含含ままなないいしし、、[[そそももそそもも]]本本節節のの課課題題がが認認識識論論ででははななくく数数学学分分野野にに傾傾斜斜ししてて
いいたたとといいうう事事情情ももああるる。。ししかかししここのの議議論論ははここれれででよよししととししよようう。。  
  
  
  
  

§§77  量量とと測測りり  
  
[[22--77--aa]]                      {{翻翻訳訳原原理理}}  
先先にに「「空空間間・・時時間間」」をを「「数数」」にに結結びびつつけけるる翻翻訳訳原原理理((ÜÜbbeerrttrraagguunnggsspprriinnzziipp))  にに言言及及ししたたけけ
れれどどもも、、いいまま少少ししここのの翻翻訳訳原原理理にに時時間間をを割割ききたたいい。。  
  
[[22--77--bb]]                {{時時間間区区間間たたちちはは均均質質ででああるる}}  
或或るる「「単単一一区区間間((EEiinnhheeiittssssttrreecckk))」」  OOEE ととのの関関係係ににおおいいてて或或るる時時点点((ZZeeiittppuunnkktt))  PP をを決決めめるる
((ffeessttlleeggeenn))ととははどどうういいううここととだだろろううかか、、ししかかもも[[直直観観ででははななくく]]  概概念念をを使使っってて((aauuff  
bbeeggrriifffflliicchhee  WWeeiissee))  時時点点  PP をを決決めめるるととははどどうういいううここととだだろろううかか。。ここれれににつついいてて私私はは次次のの
よよううにに考考ええるる。。すすななわわちちそそれれはは、、「「よよりり先先((ffrrüühheerr))」」とと「「同同じじ((gglleeiicchh))」」とといいうう[[二二つつのの]]原原関関
係係をを置置きき、、そそここにに（（原原理理 55 をを除除くく））一一連連のの定定義義諸諸原原理理をを投投入入ししななががらら、、次次ののよよううなな関関係係ΛΛ
((OOEEPP))をを────すすななわわちち「「二二つつのの点点、、EE ととそそれれにに先先行行すするる OO にに対対ししてて、、関関係係ΛΛ((OOEEPP))をを満満たた
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すす点点 PP がが一一つつそそししててたただだ一一つつだだけけ存存在在すするるとといいうう関関係係ΛΛ((OOEEPP))」」をを────構構成成すするるここととをを謂謂
うう。。        点点たたちち OO,,EE,,PP にに関関すするる上上記記のの関関係係[[ΛΛ((ララムムダダ))]]をを、、点点たたちち OO’’,,EE’’,,PP’’ももままたた充充
すすとときき、、「「PP とと OOEE のの比比  ((VVeehhäällttnniiss))  はは PP‘‘とと OO’’EE’’のの比比にに等等ししいい」」とと言言うう（（私私ははここれれがが比比のの
概概念念のの本本来来のの意意味味ででああるるとと思思うう。。））          ささててここここでで[[逆逆にに]]次次ののここととににもも注注意意ししててほほ
ししいい。。すすななわわちち[[今今度度はは]]一一つつのの((ddeerrsseellbbee))点点 PP ををととっったたとときき、、ここのの PP がが[[一一方方でではは]]単単一一区区
間間 OOEE にに対対ししてて関関係係ΛΛをを有有しし、、[[他他方方でではは]]単単一一区区間間 OO’’EE’’にに対対ししてて関関係係ΛΛ**をを有有ししてていいなながが
らら、、  関関係係ΛΛととΛΛ**がが、、異異ななるる 33 次次元元点点集集合合にに対対応応すするる異異ななるる妥妥当当外外延延((GGeellttuunnggssuummggaanngg))
をを持持つつ[[つつままりりΛΛととΛΛ**がが異異ななるる関関係係ででああるる]]、、とといいううここととはは考考ええらられれなないい。。どどううししててかかとといい
ううとと、、ももししそそんんななここととがが起起ここるるととすすれればば、、[[前前提提よよりり]]  ΛΛ((OOEEPP))  ととΛΛ**((OO’’EE’’PP))ががととももにに成成りり
立立つつ以以上上、、そそのの上上にに点点 PP がが確確定定さされれるる時時間間区区間間 OOEE はは、、  [[たたっったた]]一一つつのの区区間間集集合合
((SSttrreecckkeennmmeennggee))ととななりりかかねねなないいかかららででああるる（（たただだしし一一つつのの区区間間集集合合ととはは言言っっててもも、、空空集集
合合とと全全体体集集合合はは排排除除すするる））。。[[ととこころろががすすべべててのの時時間間区区間間がが一一つつのの区区間間集集合合にに帰帰すするるとといいうう
ここのの結結論論はは馬馬鹿鹿げげてていいるる。。だだかからら上上記記のの条条件件でで、、関関係係ΛΛととΛΛ**がが[[互互いいにに]]異異ななるる[[二二つつのの]]関関
係係だだななどどとといいううここととはは起起ここららなないい]]。。          たただだそそううはは言言っっててもも、、[[ちちょょううどど]]すすべべててのの
時時点点たたちちがが互互いいにに本本質質をを共共有有すするる((wweesseennssgglleeiicchh))[[本本質質にに区区別別ががなないい、、すすななわわちち均均質質
((hhoommooggeenn))ででああっったた]]よよううにに[[22--66--jj]]、、すすべべててのの時時間間区区間間たたちちのの方方もも互互いいにに本本質質をを共共有有すするる
[[つつままりり本本質質にに区区別別ががなないい、、すすななわわちち均均質質ででああるる]]とといいううここととははああるる。。たただだししそそのの[[本本質質をを共共
有有すするるとといいううここととのの]]意意味味((SSiinnnn))ははここううででああるる。。すすななわわちち、、ここののよよううなな集集合合[[つつままりり区区間間集集
合合]]はは、、[[区区間間ででああるる以以上上]]我我々々のの演演算算圏圏域域にに含含ままれれるる派派生生的的なな二二項項的的点点関関係係((eeiinnee  
aabbggeelleeiitteettee  bbiinnäärree  PPuunnkkttrreellaattiioonn))にに対対応応すするる訳訳だだがが、、[[そそももそそもも存存在在をを担担保保すするる]]呈呈示示原原
理理 55（（AAuuffwweeiissuunnggsspprriinnzziipp  55））ががここここでで排排除除さされれてていいるる以以上上、、ここののよよううなな集集合合はは[[互互いいにに
区区別別さされれるるももののたたちちととししてて]]存存在在ししててははなないい((nniicchhtt  eexxiissttiieerreenn))ののででああるる。。[[だだかかららすすべべててのの
時時間間区区間間はは（（一一つつのの区区間間にに帰帰すするるここととははなないいににせせよよ））均均質質ででははああるる]]。。          [[そそううだだ
ととすするるとと、、区区間間とといいうう視視点点にに立立つつとときき]]、、連連続続性性公公理理はは次次ののよよううなな申申しし立立ててのの姿姿ををととるるだだ
ろろうう。。先先にに比比（（VVeerrhhäällttnniiss））とと呼呼んんだだ上上記記のの関関係係((RReellaattiioonn))ΛΛははすすべべてて、、ああるるいいはは[[むむししろろ]]
ここのの関関係係のの妥妥当当外外延延ははすすべべててとと言言ううべべききかかももししれれなないいがが、、そそれれははすすべべてて、、実実数数にによよっってて一一
義義的的にに表表現現さされれるるしし、、逆逆にに実実数数はは実実数数ででここのの関関係係のの妥妥当当外外延延にによよっってて一一義義的的にに表表現現さされれうう
るるののだだ((uummkkeehhrrbbaarr--eeiinnddeeuuttiigg  rreepprräässeennttiieerrtt  wweerrddeenn  kköönnnneenn))))、、とと。。  
  
[[22--77--cc]]                                {{時時点点ででははななくく時時間間区区間間かからら出出発発すするる}}  
＜＜比比＞＞ををここうう理理解解すするるここととはは、、量量のの計計測測にに際際ししてて数数がが果果たたすす役役割割をを正正ししくく理理解解すするる機機縁縁とと
ななるる。。私私はは比比のの概概念念のの理理解解のの精精度度をを上上げげるるたためめにに、、時時点点((ZZeeiittppuunnkktt))ででははななくく時時間間区区間間
((ZZeeiittssttrreecckkee))かかららのの立立論論をを試試みみるるがが、、  ここのの[[時時間間区区間間とといいうう]]一一般般的的なな視視点点にに立立つつここととにによよ
っってて、、ここここままでで展展開開ししててききたた[[数数のの}}理理論論がが、、任任意意のの正正のの線線形形なな((lliinneeaarr))  量量  [[一一般般]]のの理理論論にに
変変身身すするるののででああるる。。議議論論のの出出発発点点をを次次ののよよううにに設設定定すするる。。  
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[[22--77--dd]]              {{時時間間区区間間のの等等ししささ、、加加算算規規則則、、大大小小関関係係}}  
対対象象カカテテゴゴリリーーととししててはは時時間間区区間間[[ののカカテテゴゴリリーー]]をを選選ぶぶ。。原原関関係係ととししててはは[[ままずず]]11))aa==bb..をを
立立ててるる。。時時間間区区間間ののここのの「「等等ししささ((GGlleeiicchhhheeiitt))」」はは、、＜＜等等ししいい＞＞にに関関すするる周周知知のの諸諸公公理理をを
充充たたすす（（つつままりり、、時時間間区区間間ははそそのの時時間間区区間間にに等等ししくく、、aa==bb なならら bb==aa  でであありり、、aa==bb かかつつ bb==cc
なならら aa==cc ででああるる））。。ここのの等等ししささをを同同一一性性((IIddeennttiittäätt))とと混混同同ししててははななららなないい。。[[ささららにに]]  22))  
aa++bb==cc..  をを立立ててるる。。ななおお三三つつのの区区間間aa,,bb,,ccをを[[そそれれぞぞれれ]]そそれれにに等等ししいい区区間間にに置置きき換換ええててもも、、
ここのの関関係係づづけけはは成成りり立立つつ。。aa,,bb,,cc とと aa,,bb,,cc’’ににつついいててここのの関関係係がが[[ととももにに]]成成りり立立つつなならら、、cc==cc’’
ででああるる。。[[ささららにに]]加加算算はは交交換換律律とと結結合合律律をを充充たたすす。。          ────派派生生的的関関係係のの中中ででももっっ
とともも重重要要ななののはは、、  aa<<  bb  ああるるいいはは    bb＞＞aa  とと表表記記さされれるる派派生生的的関関係係でであありり、、そそのの意意味味はは、、
aa++dd==bb  ととななるるよよううなな区区間間 dd がが存存在在すするる((eess  ggiibbtt))ここととででああるる。。異異ななるる二二つつのの時時点点ががああれればば
かかななららずず一一方方がが先先でで他他方方がが後後ででああるるここととをを踏踏ままええるるななららばば、、上上のの関関係係ににつついいてて次次ののよよううなな
基基本本的的事事実実((GGrruunnddttaattssaacchhee))がが認認めめらられれるる。。すすななわわちち、、aa<<bb,,aa==bb,,  aa>>bb  とといいうう三三つつもも可可能能
性性ののううちち、、かかななららずず一一つつそそししてて一一つつだだけけがが成成りり立立つつ、、とといいうう基基本本的的的的事事実実がが。。  
  
[[22--77--ee]]                      {{測測りり((MMaaßßzzaahhll))}}  
いいままかからら上上記記のの基基礎礎ののううええにに一一つつのの学学問問分分野野((DDiisszziipplliinn))をを構構築築すするる。。ししかかもも自自然然数数へへのの連連
想想をを手手引引ききととししつつつつ、、ままたた第第一一章章のの基基本本諸諸命命題題にに従従いいつつつつ、、そそれれをを構構築築すするる。。たただだしし呈呈示示
原原理理((AAuuffwweeiissuunnggsspprriinnzziipp))  55 はは徹徹頭頭徹徹尾尾排排除除すするる。。            ここのの場場合合、、ささららななるる基基本本
的的 事事 実実 ((GGrruunnddttaattssaacchhee)) がが 参参 入入 すす るる のの でで ああ っっ てて 、、 我我 々々 がが 念念 頭頭 にに 置置 くく 演演 算算 野野
((OOppeerreeaattiioonnssffeelldd))はは均均質質((hhoommooggeenn))だだとといいうう基基本本的的事事実実ががそそれれ、、つつままりり((空空集集合合とと全全体体集集
合合はは別別ととししてて))一一次次元元的的なな区区間間集集合合はは存存在在ししなないいとといいうう基基本本的的事事実実ががそそれれででああるる。。ししたたがが
っってて、、個個々々のの((eeiinnzzeellnn))区区間間をを絶絶対対的的にに((aabbssoolluutt、、他他のの区区間間とと無無関関係係にに))決決めめるるこことと、、つつままりり
概概念念をを使使いいそそのの区区間間にに対対ししてて特特徴徴的的なな性性質質にによよっってて決決めめるる((ffeessttlleeggeenn))ここととはは不不可可能能ででああ
るる。。一一つつのの区区間間ははかかななららずず他他のの区区間間ととのの関関係係ににおおいいてて（（rreellaattiivv））、、つつままりり二二項項的的なな区区間間関関
係係 RR((aa,,bb))にに基基づづいいててししかか限限定定ででききなないい。。              すすぐぐわわかかるるよよううにに、、ここのの区区間間ををそそれれにに等等
ししいい別別のの区区間間にに置置きき換換ええててもも、、aa とと bb のの間間ののここのの関関係係はは保保存存さされれるる○○3377。。            我我々々
のの理理解解すするる「「比比((VVeerrhhäällttnniiss))」」やや「「比比例例((PPrrooppoorrttiioonn))」」ととはは、、次次ののよよううなな二二項項的的なな区区間間関関係係
RR((aa,,bb))  にに他他ななららなないい、、すすななわわちち任任意意のの区区間間 aa にに対対ししてて、、ここのの関関係係のの成成りり立立つつ一一つつのの区区間間
[[bb]]がが、、ししかかもも「「[[どどれれもも]]等等ししいい」」とといいうう意意味味ででたただだ一一つつのの区区間間 bb がが決決ままるるよよううなな、、そそののよよ
ううなな二二項項的的なな区区間間関関係係 RR((aa,,bb))にに他他ななららなないい。。                形形式式的的・・論論理理的的視視点点をを捨捨てててて事事物物にに
即即ししたた視視点点((ssaacchhlliicchheerr  SSttaannddppuunnkktt))をを採採るる限限りり、、我我々々はは等等ししいい妥妥当当外外延延をを有有すするる二二つつのの
比比例例はは区区別別ししなないい。。つつままりり我我々々ははどどんんなな[[二二つつのの]]比比例例ででもも、、[[そそれれららがが等等ししいい妥妥当当外外延延をを有有
すするる限限りり]]、、そそれれららにに対対応応すするる[[一一つつのの]]二二次次元元的的区区間間集集合合でで置置きき換換ええるるここととががででききるる。。ここのの
二二次次元元的的区区間間集集合合をを比比例例のの「「測測りり((MMaaßßzzaahhll))」」とと呼呼ぼぼうう。。aa,,bb ががここのの測測りりΛΛ  [[二二次次元元的的なな区区
間間集集合合ΛΛ]]のの要要素素組組((EElleemmeenntteennssyysstteemm))ででああるるここととをを式式でで  bb＝＝aaΛΛとと表表記記しし、、言言葉葉でではは「「bb
はは aa にに対対ししてて比比ΛΛをを持持つつ」」とと言言うう。。      そそののとときき次次ののここととがが成成りり立立つつ。。二二つつのの区区間間がが互互
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いいにに、、比比ΛΛをを持持ちち、、ままたた比比ΛΛ**もも持持つつなならら、、ΛΛととΛΛ**はは一一致致すするる。。ななぜぜなならら、、ももしし一一致致ししなな
いいなならら、、aaΛΛ==aaΛΛ**  ででああるるよよううなな区区間間 aa はは、、空空集集合合ででもも全全体体集集合合ででももなないい一一次次元元のの区区間間
集集合合をを形形成成すするるここととににななるるだだろろううかかららででああるる。。            測測りりはは掛掛けけ算算とと足足しし算算ががでできき、、
ここのの演演算算はは以以下下のの等等式式でで定定義義さされれるる。。すすななわわちち  ((aaΛΛ))ΜΜ==aa((ΛΛ・・MM));;    ((aaΛΛ))++((aaMM))==aa((ΛΛ
++MM))  
  
  [[訳訳者者。。MM ははギギリリシシアア語語大大文文字字ののミミュューー]]。。  

  
[[22--77--ff]]                                          {{アアルルキキメメデデススのの公公理理}}  
ここののよよううににししてて測測りり((MMaaßßzzaahhll))のの自自然然なな概概念念がが得得らられれたたがが、、そそれれ自自体体はは純純粋粋数数論論のの扱扱うう数数
ととはは無無関関係係ででああるる。。ととははいいええ、、純純粋粋数数、、ととりりわわけけ自自然然数数がが、、測測りりをを決決めめるるたためめのの無無くくててはは
ななららぬぬ概概念念的的なな手手段段ででああるるこことともも間間違違いいなないい。。        ────等等ししいいとといいうう関関係係づづけけ aa==bb
はは一一つつのの比比例例ででああるる。。ここのの比比例例のの測測りりをを 11 とと表表記記すするる。。すすででにに繰繰りり返返しし説説明明ししたたよよううにに、、
加加算算にによよっってて関関係係づづけけ bb==nnaa がが生生じじるる（（nn はは任任意意のの自自然然数数））。。ここのの関関係係づづけけはは比比例例ででああるる。。
自自然然数数 nn にによよっってて決決ままるるそそのの測測りりもも nn でで表表すす。。            ししかかしし逆逆のの関関係係づづけけ aa==nnbb
ああるるいいはは bb＝＝aa//nn  もも比比例例ででああるる。。そそれれをを言言ううたためめににはは、、次次ののここととをを示示ささねねばばななららなないい。。
或或るる区区間間にに対対ししてて、、11))一一つつのの、、そそししてて、、22))等等ししささとと言言うう意意味味ででたただだ一一つつのの、、aa==nnbb ととななるる
よよううなな bb がが、、存存在在すするるとと。。11))ゆゆええにに aa にに冠冠さされれたた性性質質はは、、区区間間 nncc にに属属すす。。ししかかしし或或るる区区
間間にに属属すす性性質質はは、、均均質質性性ゆゆええににすすべべててのの区区間間にに共共通通ししてていいるるののだだかからら、、11))のの申申しし立立ててがが成成
りり立立つつ。。22))のの部部分分はは、、bb<<bb’’ののとときき、、nnbb<<nnbb’’ととななるるここととかかららわわかかるる。。        ────証証明明さされれ
たたととこころろにによよれればば、、或或るる二二つつのの自自然然数数 mm とと nn ををととるるとときき、、方方程程式式  
                      bb==mmaa//nn  
はは mm とと nn でで決決ままるる比比例例をを表表現現すするるがが、、そそのの測測りりはは mm//nn＝＝ααとといいうう商商にに依依存存すするるののでで、、そそ
れれ自自体体ををααでで表表すす。。商商にに対対応応すするる測測りりのの加加法法おおよよびび乗乗法法はは、、商商自自体体のの加加法法おおよよびび乗乗法法ととパパ
ララレレルルにに行行わわれれるる。。aa とと bb がが二二つつのの区区間間だだととすするるとと、、自自然然数数 nn がが存存在在ししてて nnaa>>bb ととすするるここ
ととががででききるる、、とといいううアアルルキキメメデデススのの公公理理がが成成立立すするる。。ちちななみみににそそれれははよよりり単単純純なな事事実実にに
((aauuff  eeiinnffaacchheerreerr  TTaattssaacchheenn))還還元元すするるここととががででききなないい。。[[““基基本本的的事事実実””ににつついいててはは 22--77--dd
をを参参照照]]。。  
  
[[22--77--gg]]                    {{測測りりとと実実数数のの一一致致}}  
すすででにに見見たたよよううにに、、二二つつのの区区間間はは相相互互ににたただだ一一つつのの比比をを結結ぶぶ。。でではは、、どどんんなな二二つつのの区区間間もも
比比をを結結ぶぶとと言言ええるるののかか。。連連続続性性公公理理[[22--66--jj]]にに基基づづいいてて、、ここのの問問いいににはは「「イイエエスス」」とと答答ええるる
べべききここととががわわかかっってていいるる。。ここととのの次次第第ははここううででああるる。。                aa とと bb をを二二つつのの区区間間ととすするる。。
γγaa>>bb ででああるるととききにに限限っっててγγがが属属すす商商のの領領域域（（そそれれはは商商のの圏圏域域ににおおけけるる「「開開かかれれたた残残片片」」
ととななるるがが））、、ここのの領領域域はは純純粋粋にに算算術術的的ににもも定定義義ででききるる。。つつままりりここのの商商領領域域はは純純粋粋なな数数論論にに
所所属属すするるののでであありり、、直直接接にに理理解解可可能能なな((eerrssiicchhttlliicchh))ややりり方方でで正正のの実実数数にによよっってて表表示示さされれるる。。                
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逆逆ににΙΙ[[イイオオタタ]]をを純純粋粋数数論論ににおおけけるる商商のの開開かかれれたた（（空空集集合合ででもも全全体体集集合合ででももなないい））残残片片とと
すするるとと、、bb==ΙΙaa（（ここれれはは、、ΙΙにに属属すすすすべべててのの商商γγにに対対ししてて、、そそししててΙΙにに属属すす商商γγにに限限っってて、、
γγaa>>bb ででああるるここととをを意意味味すするる））はは一一つつのの比比例例((PPrrooppoorrttiioonn))ででああるる。。ΙΙでで決決ままるる測測りりももΙΙでで
表表そそうう。。ここううししてて、、測測りりたたちちはは正正のの実実数数たたちちにに一一致致すするる((zzuussaammmmeennffaalllleenn))。。二二つつのの圏圏域域
((GGeebbiieett))ににおおいいてて加加法法とと乗乗法法はは完完全全ににパパララレレルルにに成成立立すするる。。  
  
[[22--77--hh]]                          {{結結びび}}  
本本来来はは測測りりににつついいてて全全面面的的なな議議論論をを展展開開すすべべききととこころろででははああっったたがが、、我我々々はは「「時時間間区区間間」」
とといいうう特特定定のの((ssppeezziieellll))比比例例にに絞絞っってて測測りりをを説説明明ししたたののででああるる。。だだががここのの限限定定さされれたた論論のの
ななかかででもも、、測測りりががははららむむ大大方方のの問問題題点点はは語語りり尽尽くくさされれてていいるる((eerrsscchhööppfftt))。。時時間間区区間間だだけけをを
取取りり上上げげたたかかららとといいっってて、、測測りりのの説説明明にに話話題題のの拡拡散散((EEnnttffaallttuunngg))ははいいっっささいい生生じじてておおららずず、、
そそれれどどこころろかかそそれれはは議議論論にに指指針針をを提提供供すするる理理念念((IIddeeee))のの役役割割ををちちゃゃんんとと果果たたししてていいるるのの
ででああるる。。  
  
[[訳訳者者。。WWeeyyll のの原原文文はは簡簡略略にに過過ぎぎてて真真意意をを汲汲みみ取取りりににくくいいがが、、概概ねね上上記記のの趣趣旨旨ででああろろうう。。““DDaa  mmiitt  ddiieesseenn  

ggaannzz  ssppeezziieelllleenn  PPrrooppoorrttiioonneenn  aallllee  MMaaßßzzaahhlleenn  bbeerreeiittss  eerrsscchhööppfftt  ssiinndd,,ssoo  kkoommmmtt  uunnsseerree  aallllggeemmeeiinnee  

AAuuffffaassssuunngg  ddiieesseess  BBeeggrriiffffss  bbeeii  ddeerr  DDuurrcchhffüühhrruunngg  ddeerr  TThheeoorriiee  ddeess  MMeesssseennss  ssoozzuussaaggeenn  ggaarr  nniicchhtt  

zzuurr  EEnnttffaallttuunngg,,  ssoonnddeerrnn  ssppiieelltt  lleeddiigglliicchh  ddiiee    RRoollllee  eeiinneerr  rriicchhttuunnggssggeebbeennddeenn  IIddeeee..””]]。。  

  
  
  
  
                            §§88..道道((KKuurrvveenn))とと面面((FFllääcchheenn))  
  
[[22--88--aa]]              {{面面曲曲線線((eebbeennee  KKuurrvvee))とと空空間間面面((RRaauummffllääcchhee))}}  
連連続続体体研研究究をを閉閉じじるるにに当当たたっってて、、「「面面曲曲線線」」とと「「空空間間面面」」とといいうう話話題題をを取取りり上上げげよようう。。そそ
れれはは、、幾幾何何学学的的ななイイメメーージジ((ggeeoommeettrriisscchhee  VVoorrsstteelllluunngg))のの厳厳密密化化((eexxaakkttee  FFaassssuunngg))ににおおいい
てて解解析析的的概概念念((aannaallyysscchhee  BBeeggrriiffffee))ががどどんんなな役役割割をを果果たたすすののかか、、とといいうう[[一一般般的的問問題題のの]]個個別別
研研究究ににももななっってていいるる。。  
  
[[訳訳者者。。「「面面曲曲線線」」はは[[22--88--bb]]でで、、「「空空間間面面」」はは[[22--88--cc]]でで個個別別にに分分析析さされれるる。。「「22--88--dd」」以以降降はは両両者者をを共共通通のの視視

点点（（近近傍傍））かからら数数学学的的にに分分析析すするる]]。。  

  
[[22--88--bb]]                    {{線線((LLiinniiee))とと道道((WWeegg))のの区区別別}}  
平平面面幾幾何何学学((eebbeennee  GGeeoommeettrriiee))でではは、、ままっったたくく異異ななるる二二つつののイイメメーージジがが「「曲曲線線((KKuurrvvee))」」とと
いいうう[[同同じじ]]名名前前でで呼呼ばばれれるるとといいうう事事態態がが起起ききてていいるる。。[[ししかかしし]]私私はは、、[[両両者者をを一一括括ししてて曲曲線線
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((KKuurrvvee))とと呼呼ぶぶののはは止止めめににししてて]]  「「線線((LLiinniiee))」」とと「「道道((KKuurrvvee))」」とといいうう風風にに言言葉葉をを使使いい分分けけ
るるここととでで、、両両者者のの違違いいをを詳詳ににししよよううとと思思うう。。            ざざっっくくりりとと言言ええばば、、前前者者((LLiinniiee==
線線))はは街街中中のの道道路路網網ままたたはは電電車車のの路路線線にに似似てておおりり、、後後者者((KKuurrvvee＝＝道道))はは街街のの歩歩行行者者のの歩歩みみ行行
くく、、ままたたそそのの歩歩みみののななかかでで生生ままれれ出出るる((iinn  ssttaattuu  nnaasscceennddii))、、ああるるいいはは移移動動すするる電電車車がが描描きき
出出すす、、そそののよよううなな「「道道((WWeegg))」」にに似似てていいるる。。「「線線」」はは喩喩ええてて言言ええばば平平面面のの圏圏域域部部分分たたちち
((GGeebbiieettsstteeiilleenn))のの境境界界((BBeeggrreennzzuunnggeenn))ののよよううななもものの、、「「道道」」はは自自らら動動くく点点のの軌軌道道（（ddiiee  BBaahhnn  
eeiinneess  ssiicchh  bbeewweeggeennddeenn  PPuunnkktteess））ののよよううななももののとと言言ええるる。。        [[ささてて飽飽くくままででもも当当座座
のの思思考考実実験験ととししててだだがが]]  平平面面をを孤孤立立ししたた点点たたちちにに分分解解すするるなならら、、線線((LLiinniiee))のの方方はは、、ここううしし
たた点点たたちちのの或或るる性性格格をを持持っったた集集合合((aallss  eeiinnee  bbeessttiimmmmtt  ggeeaarrtteettee  MMeennggee))ととししてて理理解解さされれるる
だだろろうう。。いいやや  [[ここのの「「平平面面をを孤孤立立ししたた点点たたちちへへとと分分解解すするる」」とといいううくくだだりりをを]]  ももっっとと正正確確
にに、、「「解解析析幾幾何何学学のの一一連連のの翻翻訳訳原原理理((ÜÜbbeerrttrraagguunnggsspprriinnzziipp))にに従従っってて、、平平面面のの点点たたちちをを実実数数
ののペペアア((PPaaaarr))[[座座標標]]たたちちととししてて表表現現すするるとと」」とと読読みみ換換ええるるとと────そそししてて我我々々がが、、[[ここのの翻翻訳訳
つつままりり]]ロロゴゴススのの全全能能性性((ddiiee  AAllllmmaacchhtt  ddeess  LLooggooss))へへのの信信頼頼をを堅堅持持ししててささええおおれればば[[つつままりり
ああららゆゆるる領領域域ににわわたたっってて言言葉葉（（ロロゴゴスス））がが互互換換性性をを持持つつとと信信じじるるなならら]]────線線((LLiinniiee))はは、、実実
数数のの或或るる二二項項関関係係（（陰陰伏伏的的なな方方程程式式））にに対対応応すするる実実数数のの二二重重集集合合ととししてて((aallss))、、たただだしし純純粋粋
数数論論のの姿姿ををととっったたそそれれととししてて理理解解さされれるるだだろろうう。。        {{ささてて}}ここのの場場合合、、平平面面上上をを動動くく点点
がが「「通通過過すするる((ppaassssiieerrtt))」」、、平平面面のの点点たたちちののそそのの集集ままりり((GGeessaammmmtthheeiitt))はは上上のの意意味味ででのの線線
((LLiinniiee))ををななすす、、とといいううののははたたししかかににそそのの通通りりででああるる((rriicchhttiigg))。。たただだ[[ここのの場場合合]]、、我我々々ははここ
のの線線((LLiinniiee))  とと区区別別ししてて、、ここのの[[運運動動すするる]]点点のの道道をを考考ええなないいででははいいらられれなないい。。つつままりり、、運運動動
のの「「軌軌跡跡((SSppuurr))」」ああるるいいはは「「轍轍((GGeelleeiissee,,ワワダダチチ))」」とともも呼呼ぶぶべべきき線線((LLiinniiee))とと区区別別ししてて  、、道道
((WWeegg))をを考考ええなないいででははいいらられれなないい。。[[ななぜぜなならら例例ええばば]]  貨貨物物車車はは、、進進むむべべきき路路線線((GGeelleeiissee、、
轍轍))[[つつままりり線線]]がが指指定定さされれてていいるる場場合合ででささええ、、操操車車のの仕仕方方ししだだいいでではは、、ささままざざままなな道道((WWeegg))
をを、、そそししててささままざざままなな距距離離のの道道((WWeegg))をを通通るるももののだだかかららででああるる。。[[すすななわわちち]]  「「道道((KKuurrvvee))」」
ととはは、、[[線線でで決決ままるるももののででははななくく]]本本質質的的ににはは一一つつのの運運動動((BBeewweegguunngg))にに即即ししてて((aann))初初めめてて
((nnuurr))̶̶̶̶ししかかももそそのの運運動動のの抽抽象象的的なな（（付付随随的的なな））契契機機ととししてて初初めめてて̶̶̶̶読読みみ取取らられれるる何何かか
ななののででああるる。。        ととこころろががそそのの運運動動をを厳厳密密にに((eexxaakktt))表表現現ししよよううととすすれればば、、[[そそももそそもも]]
動動点点のの位位置置((OOrrtt))はは純純粋粋にに算算術術的的にに構構成成さされれたた二二つつのの関関数数にによよっってて表表示示さされれるるううええにに、、そそ
のの位位置置もも時時間間にに依依存存すするるわわけけだだかからら、、[[結結局局]]  動動点点のの位位置置((OOrrtt))はは、、一一つつのの実実数数パパララメメーータタ
ーーをを持持つつ、、二二つつのの関関数数にによよっってて表表示示さされれななけけれればばななららなないい。。つつままりり、、パパララメメーータターーのの値値はは
時時点点((ZZeeiittppuunnkktt))にに対対応応しし、、[[そそののパパララメメーータターーにに対対応応すするる]]位位置置のの第第一一座座標標とと第第二二座座標標がが関関
数数値値にに対対応応ししななけけれればばななららなないい（（パパララメメーータターー表表示示とといいううもものの））。。我我々々ががここここでで話話題題ににしし
てていいるるののはは、、ままささにに無無限限小小幾幾何何学学((IInnffiinniitteessiimmaallggeeoommeettrriiee))でで[[かかねねててよよりり]]話話題題ににさされれててきき
たた、、ここのの本本来来的的意意味味ででのの道道概概念念ななののででああるる。。                  ̶̶̶̶道道ととははそそももそそもも「「軌軌道道点点
((BBaahhnnppuunnkktt))」」たたちちのの一一次次元元連連続続体体((eeiinnddiimmeennssiioonnaalleess  KKoonnttiinnuuuumm))ななののででああるる。。[[そそのの趣趣
旨旨ははここううででああるる]]。。どどのの軌軌道道点点ででああれれ或或るる場場所所((SStteellllee))ににおおいいてて在在るる((ssiicchh  bbeeffiinnddeenn))とといいうう
ののははそそのの通通りりだだしし、、どどのの軌軌道道点点ででああれれ平平面面のの或或るる特特定定のの点点にに重重ななるる((kkooiinnzziiddiieerrtt))とといいううのの
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ももそそのの通通りりででああるる。。ししかかししそそれれででもも、、一一つつ一一つつ((sseellbbsstt))のの軌軌道道点点がが平平面面のの一一つつ一一つつのの点点でで
ああるる((sseeiinn))わわけけででははなないい。。[[むむししろろ]]  軌軌道道点点はは運運動動のの＜＜中中途途段段階階((SSttaaddiiuumm))＞＞ななののででああっってて、、
[[そそれれはは端端的的なな意意味味ででのの点点ででははななくく]]、、[[むむししろろ]]時時点点((ZZeeiittppuunnkktt))とと完完全全にに類類比比的的なな仕仕方方でで
((aannaalloogg))、、「「先先」」とと「「後後」」とといいうう相相互互関関係係ののううちちにに置置かかれれたた点点ななののででああるる[[訳訳者者。。[[22--66--gg]]のの
＜＜通通過過点点＞＞をを参参照照せせよよ]]。。つつままりり、、運運動動とといいううややりり方方でで、、軌軌道道点点たたちちのの連連続続体体はは、、時時点点たたちち
のの連連続続体体をを連連続続かかつつ単単調調なな仕仕方方でで覆覆うう((iinn  ddeerr  BBeewweegguunngg  üübbeerrddeecckktt  ddaass  KKoonnttiinnuuuumm  ddeerr  
BBaahhnnppuunnkkttee  iinn  sstteettiiggeerr  mmoonnoottoonneerr  WWeeiissee  ddaass  KKoonnttiinnuuuunn  ddeerr  ZZeeiittppuunnkkttee)) 。。          
だだががここのの見見方方ここそそ[[ささららにに]]、、道道((WWeegg))をを、、そそれれをを産産出出すするる運運動動かかららいいわわばば切切りり離離すす可可能能性性
をを保保証証すするる当当ののももののななののででああるる((DDuurrcchh  ddiieessee  AAuuffffaassssuunngg  ggeelliinnggtt  eess,,  ddeenn  WWeegg  vvoonn  ddeerr  
BBeewweegguunngg,,  ddiiee  iihhnn  eerrzzeeuuggtt,,  ggeewwiisssseerrmmaaßßeenn  aabbllöösseenn))  。。              [[以以上上はは二二次次元元平平
面面内内ででのの道道((KKuurrvvee))ににつついいててのの話話だだっったたがが]]、、ここののややりり方方はは三三次次元元空空間間内内ででのの道道((KKuurrvvee))にに
もも応応用用ででききるる。。そそれれははととりりわわけけ「「面面((FFllääcchhee))」」概概念念のの定定義義ににおおいいてて重重要要ででああるるがが、、ここのの分分
野野はは難難易易度度がが高高いいののでで全全面面的的にに数数学学的的にに処処理理すするるここととににししたたいい。。  
  
[[訳訳者者。。段段落落末末尾尾のの「「だだがが」」でで始始ままるる文文がが難難解解ででああるる。。そそここにに至至るる議議論論のの流流れれははここううだだろろうう。。ままずず、、((AA))「「  軌軌

道道点点はは運運動動のの＜＜中中途途段段階階((SSttaaddiiuumm))＞＞ななののででああっってて、、[[そそれれはは端端的的なな意意味味ででのの点点ででははななくく]]、、時時点点

((ZZeeiittppuunnkktt))とと完完全全にに類類比比的的なな仕仕方方でで((aannaalloogg))、、「「先先」」とと「「後後」」とといいうう相相互互関関係係ののううちちにに置置かかれれたた点点ななののでで

ああるる」」とと振振りり（（軌軌道道とと時時間間がが同同じじ構構造造をを持持つつとといいうう指指摘摘））、、そそれれをを((BB))「「運運動動とといいううややりり方方でで、、軌軌道道点点たたちち

のの連連続続体体はは、、時時点点たたちちのの連連続続体体をを、、連連続続かかつつ単単調調なな仕仕方方でで、、覆覆っってていいるる」」とといいうう言言葉葉でで追追認認ししたたううええでで、、

((CC))「「だだががここのの見見方方はは、、道道をを、、そそれれをを産産出出すするる運運動動かかららいいわわばば切切りり離離すす可可能能性性をを保保証証すするるももののででああるる」」とと

結結んんででいいるる。。((CC))がが難難解解だだがが、、WWeeyyll  はは「「道道（（軌軌道道点点たたちち））」」ををままずず「「運運動動」」にに重重ねね、、そそれれををささららにに「「時時間間

（（時時点点））」」ににもも重重ねねるるここととにによよっってて、、そそここかからら大大ききくく反反転転ししてて((CC))、、そそのの「「道道」」がが運運動動ででももななくく時時間間ででももなな

いい、、そそししてて運運動動よよりりもも時時間間よよりりもも深深いい第第三三のの何何かかにに基基礎礎をを置置くくとといいうう認認識識をを（（いいささささかかぶぶっっききららぼぼううにに））

表表明明ししてていいるるののででああろろうう。。  

ここのの第第三三のの何何かかがが「「近近傍傍((UUmmggeebbuunngg))」」ででああるるここととはは、、[[22--88--cc]]以以降降のの論論述述かからら知知らられれるる]]。。  

  

[[22--88--cc]]        {{面面点点((FFllääcchheennppuunnkktt))とと面面自自体体((FFllääcchhee  aann  ssiicchh))のの区区別別}}  
[[次次にに、、三三次次元元空空間間内内でで]]  面面（（FFllääcchhee））をを考考ええるるととききもも、、[[前前段段のの二二次次元元空空間間ででそそううししたたよよ
ううにに]]、、  「「線線((LLiinniiee))」」ととのの類類比比ででははななくく「「道道((KKuurrvvee))」」[[＝＝WWeegg]]ととのの類類比比でで考考ええるるここととがが重重
要要ででああるる。。つつままりり無無限限小小幾幾何何学学ででパパララメメーータターー表表示示にによよっってて表表現現さされれるる意意味味ででのの面面概概念念
((FFllääcchheennbbeeggrriiffff))がが[[ここここででもも]]重重要要なな役役割割をを果果たたすす。。        私私のの主主張張ははここううででああるる。。どどここ
かからら見見ててもも徹徹底底的的でで包包括括的的なな仕仕方方でで面面概概念念をを定定義義((DDeeffiinniittiioonn))ししたたいいののなならら、、そそのの面面はは「「面面
点点たたちち((FFllääcchheennppuunnkkttee))」」かからら成成るる((bbeesstteehheenn))とと考考ええるるべべききでであありり、、そそれれ以以外外のの方方針針はは考考
ええらられれなないい。。ちちななみみにに私私はは、、面面点点((FFllääcchheennppuunnkkttee))  [[とといいうう矛矛盾盾をを孕孕んんだだ言言葉葉]]にに、、[[いいややしし
くく もも 、、 そそ れれ なな しし でで はは ]] 二二 重重 にに 拡拡 がが っっ たた 連連 続続 体体 ((ddiiee  eeiinn  zzwweeiiffaacchh  aauussggeebbrreeiitteetteess  
KKoonnttiinnuuuumm))とといいううももののがが形形成成((bbiillddeenn))さされれなないい、、つつままりり[[いいややししくくももそそれれななししでではは]]面面自自体体
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((FFllääcchhee  aann  ssiicchh))がが形形成成さされれなないい、、そそののよよううなな面面にに固固有有ののエエレレメメンントトたたちち((EElleemmeennttee  ssuuii  
ggeenneerriiss))とといいうう意意味味をを込込めめてていいるる。。        ととこころろでで[[他他方方でではは]]、、ここのの[[面面点点とといいうう名名のの]]面面
((FFllääcchhee))たたちちはは同同時時にに空空間間((RRaauumm))にに埋埋めめ込込ままれれてておおりり((eeiinnggeebbeetttteett))、、そそれれゆゆええにに((ddaammiitt))、、
どどのの面面点点ににもも、、そそれれがが置置かかれれたた空空間間位位置置((RRaauummsstteellllee))をを通通じじてて、、或或るる空空間間点点がが相相応応すするる
((kkoorrrreessppoonnddiieerreenn))。。[[そそれれをを]]  通通常常ののパパララメメーータターー表表記記、、  
((99))..     𝔵𝔵  == 𝔵𝔵  ((𝔲𝔲,	𝔳𝔳  ))..    𝔶𝔶  ==	𝔶𝔶  ((	𝔲𝔲,	𝔳𝔳  ))..    𝔷𝔷  ==𝔷𝔷  ((𝔲𝔲,	𝔳𝔳))          にに即即ししてて見見るるとと、、デデカカルルトト
座座標標ととししてて空空間間点点をを表表示示すするる三三つつのの実実数数 xx,,yy,,zz ががあありり、、ガガウウスス座座標標ととししてて面面点点をを表表示示すす
るる数数 uu,,vv ががあありり、、ししかかもも上上記記のの関関数数たたちちがが前前記記のの相相応応関関係係をを[[つつままりり、、面面たたちちはは同同時時にに空空
間間にに埋埋めめ込込ままれれてておおりり、、そそれれゆゆええ、、どどのの面面点点ににもも、、そそれれがが置置かかれれたた空空間間位位置置をを通通じじてて、、
或或るる空空間間点点がが相相応応すするる、、とといいうう相相応応関関係係をを]]  数数学学的的にに定定めめるるののででああるる。。          ししかか
しし周周知知ののよよううにに、、[[単単にに]]  数数ののペペアアでで面面点点をを表表示示すするるとといいううののでではは、、一一般般性性のの観観点点かかららしし
てて、、すすべべててのの面面ををそそのの連連関関関関係係ににおおいいてて<<大大域域的的にに((iimm  GGrröößßeenn))>>表表示示すするるににはは不不十十分分でで
ああるる。。そそここでで数数学学的的定定式式化化にに進進むむにに際際ししてて、、[[くくだだんんのの]]「「面面自自体体」」((FFllääcchhee  aann  ssiicchh))をを、、
[[一一方方でではは]]何何ららかかのの特特定定ののカカテテゴゴリリーーのの対対象象たたちちのの集集合合		 𝔉𝔉𝔉𝔉		 でであありりななががらら、、すすななわわちち、、面面
点点たたちちをを要要素素ととすするる集集合合		 𝔉𝔉𝔉𝔉		 でであありりななががらら、、[[他他方方でではは同同時時にに]]（（純純粋粋数数論論にに登登場場すするる））集集
合合ででももああるるよよううななももののでで置置きき換換ええよよううとといいううののででああるる。。そそししててここのの集集合合のの要要素素たたちちがが面面
点点たたちちだだ[[とといいうう話話のの流流れれ]]ででああるる。。̶̶̶̶座座標標概概念念をを使使っってて、、空空間間点点をを実実数数のの三三つつ組組みみにに移移
しし替替ええたたののにに倣倣っってて、、[[今今度度はは]]、、面面点点たたちちのの間間のの関関係係づづけけをを使使っってて、、面面点点たたちちをを純純粋粋解解析析
ののここれれららのの諸諸対対象象にに移移しし替替ええよようう((hhiinnüübbeerrffüühhrreenn))とといいうう寸寸法法ででああるる。。たただだここのの[[移移しし替替
ええをを司司るる]]「「翻翻訳訳原原理理」」はは[[ここここででははままだだ]]未未解解明明ななののだだがが̶̶̶̶。。[[訳訳者者。。要要すするるにに WWeeyyll はは
ここここでで近近傍傍にに計計量量（（純純粋粋数数論論））をを持持ちち込込ももううととししてていいるる]]。。         ささてて、、ここれれららのの
[[面面]]点点たたちちをを二二次次元元的的なな面面((FFllääcchhee))にに向向けけてて糾糾合合すするる((eeiinneenn))、、そそののよよううなな[[面面]]点点たたちちのの連連
続続的的連連関関((sstteettiiggee  ZZuussaammmmeennhhaanngg))ととははどどののよよううななももののだだろろううかか??    [[そそうう言言ええばば]]、、我我々々
はは連連続続体体をを孤孤立立ししたた点点たたちちにに分分裂裂ささせせてておおいいたたののだだっったた[[22--88--bb]]。。そそののたためめ我我々々はは、、個個々々
のの点点のの相相互互依依存存性性にに起起因因すするる[[筈筈のの面面点点たたちちのの]]ここのの連連関関をを、、後後かからら((nnaacchhttrräägglliicchh))、、そそれれ
とと概概念念上上等等価価なな何何かかでで置置きき換換ええるる羽羽目目ににななるるわわけけだだがが、、そそれれははななかかななかか容容易易ででははなないい。。
そそうういいううわわけけでで私私はは[[むむししろろ]]、、[[11991133 年年のの]]著著作作『『リリーーママンン面面のの概概念念』』のの位位置置解解析析部部門門
((AAnnaallyyssiiss--ssiittuuss--TThheeiill))ででととっったたののとと本本質質的的にに同同じじ手手法法をを[[ここここでで]]  採採ろろううとと思思うう○○3388。。  
 

[[訳訳者者。。𝔉𝔉	 	 はは FF ののフフララククウウーールル。。]]  

  
[[22--88--dd]]          {{  面面点点((面面以以前前))  →→  近近傍傍  →→  面面自自体体（（面面以以後後））}} 
時時間間連連続続体体ににおおいいてて、、各各々々のの点点はは「「通通過過点点((DDuurrcchhggaannggssppuunnkktt))」」ととししてて存存在在ししてていいるる。。
ししかかししここのの事事実実ににもも拘拘ららずず、、我我々々はは点点をを独独立立ししたた個個体体（（IInnddiivviidduuuumm））ととししてて、、すすななわわちち
実実数数𝔞𝔞ととししてて処処遇遇すするる。。そそここでで[[実実数数をを個個体体ととししてて許許容容すするるここのの]]解解析析学学のの内内部部でで、、＜＜時時間間
連連続続体体ににおおいいてて各各々々のの点点はは通通過過点点ととししててののみみ存存在在すするる＞＞とといいうう事事実実をを[[敢敢ええてて]]正正当当化化ししよよ
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ううとと思思ええばば、、点点をを、、不不等等式式 ｜｜𝔵𝔵̶̶𝔞𝔞  <<  11//nn｜｜  ((nn==11,,22,,33……))でで定定ままるる、、絶絶ええずず狭狭ままりりなながが
らら、、𝔞𝔞へへとと縮縮合合すするる近近傍傍たたちちのの無無限限のの列列ととのの関関係係でで  ((rreellaattiivv  zzuu  ddeerr  uunneennddlliicchheenn  FFoollggee  
sseeiinneerr  dduurrcchh  ddiiee  UUnngglleeiicchhuunnggeenn  ｜｜xx̶̶𝔞𝔞  <<  11//nn｜｜  ((nn==11,,22,,33……))  ddeeffiinniieerrtteenn,,  ssiicchh  
iimmmmeerr  eennggeerr  uumm  aa  zzuussaammmmeennzziieehheennddeenn  UUmmggeebbuunnggeenn))考考察察すするるここととににななるる。。              
[[そそうういいええばば]]  連連続続関関数数のの連連続続性性のの定定義義ののななかかでで、、[[近近傍傍のの無無限限列列へへのの]]ここののよよううなな転転換換
((EErrssaattzz))がが利利用用さされれてていいるるここととはは特特記記にに値値すするる。。前前近近代代のの解解析析はは、、点点がが互互いいにに依依存存関関係係にに
ああるる((UUnnsseellbbssttäännddiiggkkeeiitt))とといいうう事事実実にに対対ししてて、、「「無無限限にに近近いい((UUnneennddlliicchhnnaahhee))」」とといいうう概概
念念をを使使っっててアアププロローーチチをを試試みみたたののだだっったたがが（（そそののややりり方方はは矛矛盾盾ななししととししなないい））、、[[対対ししてて]]
近近代代のの解解析析はは、、「「無無限限にに近近いい」」とといいうう概概念念をを＜＜絶絶ええずず狭狭ままるる近近傍傍のの列列＞＞にに差差しし替替ええるるとといい
うう手手法法をを取取ららなないいででははいいらられれななかかっったたののででああるる。。        そそここででそそれれをを踏踏ままええててここうう定定
義義すするる。。面面点点たたちち（（FFllääcchheennppuunnkkttee））ににおおいいてて特特徴徴的的なな性性質質((EEiiggeennsscchhaafftt))をを通通じじてて、、そそ
のの面面点点たたちちをを要要素素((EElleemmeennttee))ととすするるよよううなな或或るる集集合合  𝔉𝔉𝔉𝔉		 がが((純純粋粋数数論論のの枠枠内内でで))与与ええらられれてて
((ggeeggeebbeenn))おおりり、、そそれれにに加加ええてて((ddaazzuu))、、言言葉葉((WWoorrttee))ででなならら「「QQ はは PP のの nn 番番目目のの近近傍傍ののなな
かかにに在在るる((lliieeggtt  iinn))」」とと表表現現さされれるるよよううなな内内容容がが、、二二つつのの面面点点 PP,,QQ とと自自然然数数 nn をを含含むむ関関係係
((RReellaattiioonn))  UU((PP,,QQ;;nn))でで与与ええらられれてていいるるののなならら  ̶̶̶̶  そそれれををももっってて「「面面自自体体((FFllääcchhee  aann  
ssiicchh))」」がが与与ええらられれたたととすするるののででああるる。。ななおおここのの関関係係ににつついいててはは、、以以下下のの[[一一連連のの]]要要請請
((AAuuffffoorrddeerruunnggeenn))をを行行うう。。 

  
[[22--88--ee]]                          {{三三つつのの要要請請}  
11))   PP はは、、PP ののすすべべててのの近近傍傍のの内内部部ににああるる((lliieeggeenn  iinn))  。。PP のの nn++11  番番目目のの近近傍傍はは PP のの nn  番番  
目目のの近近傍傍のの部部分分((TThheeiill))ででああるる。。[[以以上上がが要要請請のの 11]]。。  
[[そそももそそもも性性質質((EEiiggeennsscchhaafftt))にに集集合合((MMeennggee))がが対対応応すするるとといいうう[[11--44--bb のの]]原原則則にに準準拠拠すすれれ
ばば]]、、空空所所 𝔲𝔲をを持持つつ「「 𝔲𝔲はは実実数数ででああるる」」とといいうう性性質質 RR(( 𝔲𝔲  ))ににはは、、すすべべててのの実実数数のの集集合合((MMeennggee))  
がが相相応応すするるがが、、ここのの集集合合はは数数論論でではは一一次次元元連連続続体体のの類類型型((TTyyppuuss))ととししてて機機能能すするる。。ままたた二二
つつのの空空所所 𝔲𝔲とと𝔳𝔳をを持持つつ二二項項的的なな関関係係 RR(( 𝔲𝔲  ))・・RR((	𝔳𝔳))  ににはは、、同同様様のの[[つつままりり実実数数のの]]二二重重集集合合がが
対対応応((eennttsspprreecchheenn))すするるがが、、そそれれ̶̶̶̶いいわわゆゆるる「「数数平平面面((ZZaahhlleenneebbeennee))」」̶̶ ̶̶はは二二次次元元多多様様
体体のの類類型型ととししてて機機能能すするる。。だだががそそううだだととすすれればば((ddaahheerr))  [[  近近傍傍ももままたた類類型型((TTyyppuuss))をを持持つつとと
見見込込んんでで]]、、「「どどんんなな近近傍傍ででもも、、連連続続写写像像にによよりり、、上上のの数数平平面面上上のの単単一一正正方方形形    ((｜｜𝔲𝔲｜｜<<  11,,
｜｜𝔳𝔳｜｜<<  11))のの内内部部にに移移せせるる、、とと考考ええるるここととににししよようう((vveerrllaannggeenn))  [[つつままりりここのの正正方方形形をを近近傍傍
のの類類型型ににすするるとといいうう方方針針をを採採るるここととににししよようう]]。。ななおおここのの場場合合、、[[近近傍傍がが写写像像でで決決ままるるだだけけ
ででななくく逆逆にに]]「「連連続続写写像像」」そそれれ自自体体もも近近傍傍のの概概念念でで決決ままるるここととににもも注注意意さされれたたいい。。ここううししたた
ここととをを踏踏ままええるるとと、、ここのの要要請請[[11]]はは次次ののよよううなな仕仕方方でで[[ささららにに]]厳厳密密にに定定式式化化さされれるる。。[[訳訳者者。。
近近傍傍にに対対すするる正正方方形形以以外外のの「「類類型型」」のの可可能能性性ににつついいててはは[[22--88--gg]]をを参参照照ののこことと]]。。  
  
22)) PP00 をを面面点点ととすするるとと、、互互いいにに逆逆のの関関係係ににああるる((zzuunnaannddeerr  iinnvveerrssee))[[一一対対のの]]連連続続関関数数  
        PP==PP((𝔲𝔲	𝔳𝔳))｜｜𝔲𝔲  ==	𝔲𝔲  ((PP)),,  𝔳𝔳＝＝𝔳𝔳  ((PP))、、        ななおお  {{  PP  ((0000))==PP00}}        
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がが存存在在しし、、ししかかもも PP00 のの一一番番目目のの近近傍傍  𝔘𝔘𝔘𝔘  とと、、数数平平面面のの単単一一正正方方形形 KK のの内内部部をを、、可可逆逆ににしし
てて一一意意的的なな((uummkkeehhrrbbaarr--eeiibbddeeuuttiigg))写写像像がが媒媒介介すするる。。̶̶̶̶  [[ななおお]]  関関数数 PP((	𝔲𝔲	𝔳𝔳  ))がが連連続続でで
ああるるととはは、、nn をを任任意意のの自自然然数数、、ままたた𝔲𝔲  ,,	𝔳𝔳をを単単一一正正方方形形内内のの点点ととすするるとときき、、分分数数ααがが存存在在しし
てて、、条条件件｜｜𝔲𝔲’’̶̶𝔲𝔲｜｜<<αα,,｜｜𝔳𝔳’’̶̶𝔳𝔳｜｜<<αα  をを充充すすすすべべててのの実実数数𝔲𝔲’’,,	𝔳𝔳’’にに対対ししてて、、PP((	𝔲𝔲’’,,	𝔳𝔳’’))  がが  
PP((𝔲𝔲  𝔳𝔳  ))のの nn 番番目目のの近近傍傍ににああるるここととをを謂謂うう。。ままたた関関数数𝔲𝔲((PP））がが連連続続ででああるるととはは、、𝔘𝔘𝔘𝔘  ののすすべべ
ててのの点点ととすすべべててのの分分数数ααにに対対ししてて、、次次ののよよううなな自自然然数数 nn ががああっってて、、PP のの nn 番番目目のの近近傍傍にに属属
すす点点 PP’’はは必必ずず  𝔘𝔘𝔘𝔘  ににあありり、、ししかかもも条条件件｜｜𝔲𝔲((PP’’))  ̶̶	 𝔲𝔲((PP))｜｜<<αα  をを充充すすここととをを謂謂うう。。同同じじここ
ととはは𝔳𝔳  ((PP))ににももいいええるる。。[[以以上上がが要要請請のの 22]]。。  
今今話話題題ににししてていいるる面面((FFllääcchhee))のの上上のの連連続続関関数数ににつついいててのの[[ここれれらら一一連連のの]]命命題題をを、、§§55 でで一一実実
変変数数のの関関数数ににつついいててししたたののとと同同じじ仕仕方方でで[[多多変変数数ににつついいててもも]]基基礎礎づづけけるるににはは、、ささららにに次次のの
前前提提がが必必要要ででああるる。。すすななわわちち  
  
33))一一つつままたたはは複複数数のの、、自自然然数数ののカカテテゴゴリリーーにに関関係係づづけけらられれたた変変数数たたちち（（λλとと表表記記ししよようう））、、
のの関関数数 PP((λλ))でで、、ししかかもも、、すすべべててのの変変数数にに対対ししてて PP((λλ))がが面面点点ででああるるよよううなな、、そそんんなな関関数数
PP((λλ))がが存存在在すするる。。そそししてて[[逆逆にに]]どどのの面面点点 PP((λλ))ととどどのの自自然然数数 nn にに対対ししててもも、、「「或或るるλλがが存存在在
ししてて、、ここののλλにに対対ししてて、、PP((λλ))がが PP のの nn 番番目目のの近近傍傍ににああるるよよううなな、、そそののよよううななλλがが存存在在すす
るる。。（（ししかかもも PP((λλ))のの値値はは面面上上でで、、至至るる所所＜＜稠稠密密＞＞にに存存在在すするる。。））[[以以上上がが要要請請のの 33]]。。  
  念念ののたためめにに言言いい添添ええるるがが、、そそのの場場合合、、𝔉𝔉𝔉𝔉		 はは一一次次元元のの集集合合ととはは限限ららずず、、多多次次元元集集合合ででああっっ
ててもも差差しし支支ええなないい。。記記号号 PP はは複複数数のの空空所所をを引引ききつつれれるる形形ににななるるがが、、そそれれででももここここにに説説いいたた
内内容容はは意意味味をを失失わわなないい。。  
  
[[22--88--ff]]                          {{空空間間面面}}  
  [[残残るるはは]]、、「「面面自自体体((FFllääcchhee  aann  ssiicchh))」」かからら「「空空間間面面（（RRaauummffllääcchhee））」」にに至至るる道道筋筋ででああるる。。
道道筋筋はは以以下下のの通通りりででああるる。。すすべべててのの PP にに対対ししてて実実数数値値ををととりり連連続続ででももああるるよよううなな、、（（純純粋粋
にに算算術術的的にに定定義義さされれたた））三三つつのの関関数数    𝔵𝔵==𝔵𝔵 ((PP)),,  𝔶𝔶==𝔶𝔶((PP)),,  𝔷𝔷==	𝔷𝔷((PP))      をを通通じじてて、、すすべべてて
のの面面点点 PP にに対対しし空空間間（（RRaauumm））ににおおけけるるそそのの位位置置((SStteellllee))がが指指定定さされれ、、そそののここととにによよっってて		 𝔉𝔉𝔉𝔉		
がが空空間間内内にに埋埋めめ込込ままれれるるののででああるる。。或或るる点点のの近近傍傍にに限限っってて考考察察すするるなならら、、つつままりり（（よよくくああ
るる言言いい方方ををすすれればば））面面をを「「局局所所的的にに((iimm  KKlleeiinneenn))」」考考察察すするるなならら、、上上のの制制約約 22))にによよっってて、、
[[22--88--cc のの]]((99))のの形形ををししたたおお馴馴染染みみのの面面のの連連続続的的パパララメメーータターー表表示示ががすすぐぐ導導かかれれるる。。  
  
[[22--88--gg]]                    {{議議論論のの恣恣意意性性}} 
連連続続的的なな連連関関をを近近傍傍概概念念にに帰帰着着ささせせるるにに当当たたっってて一一つつ不不具具合合ががああるる。。関関係係 UU((PP,,QQ;;nn))にによよ
っってて nn 番番目目のの近近傍傍をを決決めめるるとときき、、連連続続的的連連関関のの[[連連続続的的とといいうう]]内内容容自自体体をを大大ききくく逸逸脱脱ししたた
出出来来事事がが起起ここっっててししままううののででああるる。。たたととええばば平平面面のの場場合合、、点点のの nn 番番目目のの近近傍傍ととししてて、、そそのの
点点のの周周りりのの半半径径 11//nn のの円円のの内内部部をを選選ぶぶここととががででききるるがが、、ししかかしし半半径径 11//22nn のの円円をを考考ええるるここ
ととももででききるるしし、、円円形形ででははななくく楕楕円円形形やや正正方方形形ややそそのの他他のの形形ををししたた近近傍傍をを使使ううここととももででききるる。。
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我我々々ははここののよよううなな恣恣意意性性をを（（面面点点をを描描くくととききのの対対象象のの恣恣意意性性ととももどどもも））背背負負っってていいるるののでで
ああるる。。そそのの理理由由はは明明ららかかにに、、「「所所与与ののもものの((ddaass  GGeeggeebbeennee))とと数数学学的的ななもものの（（ddaass  
MMaatthheemmaattiisscchhee））のの間間にに、、どどののよよううににししてて明明晰晰なな仕仕方方でで紐紐帯帯((BBaanndd))をを置置くくべべききかか」」とといいうう
問問いいにに対対ししてて、、いいままだだにに明明快快なな解解答答がが見見出出さされれてていいなないい点点ににああるる。。（（真真のの連連続続体体とと孤孤立立しし
たたエエレレメメンントトたたちちのの集集合合のの間間のの、、[[例例のの]]廃廃棄棄困困難難なな乖乖離離ががここんんなな所所ででままたたぞぞろろ((iimmmmeerr  
wwiieeddeerr))おお出出ままししとといいうう次次第第））。。              最最後後にに、、二二つつのの解解析析的的なな空空間間面面がが重重ななるる
（（ssiicchh  iinn  DDeecckkuunngg  bbeeffiinnddeenn））たためめのの条条件件をを言言いい添添ええてておおここうう。。つつままりり二二つつのの解解析析的的なな
空空間間面面がが、、直直観観的的なな意意味味でではは同同じじ[[一一つつのの]]空空間間面面ののたためめのの、、[[解解析析的的ににはは異異ななるる二二つつのの]]表表
現現（（RReepprräässeennttaattiioonn））ととななっってていいるるたためめのの条条件件ははここううででああるる。。  
  
[[22--88--hh]]                        {{承承前前}}  
一一方方にに関関数数     𝔵𝔵((PP)),,  𝔶𝔶((pp)),,  𝔷𝔷((PP))      をを通通じじてて空空間間にに埋埋めめ込込ままれれたた面面  𝔉𝔉𝔉𝔉  がが与与ええらられれおおりり、、
他他方方にに関関数数    𝔵𝔵＊＊((PP＊＊)),,  𝔶𝔶＊＊((pp＊＊)),,  𝔷𝔷＊＊((PP＊＊))      にによよっってて空空間間ににおおけけるるそそのの位位置置をを得得たた点点たたちち
のの面面  𝔉𝔉𝔉𝔉＊＊  ががああるるととすするる。。ささららにに互互いいにに逆逆のの二二つつのの連連続続関関数数○38  

((1100))..  PP＊＊==FF＊＊((PP)),,    PP==ff((PP＊＊))  
ががああっってて、、そそれれはは二二つつのの集集合合  𝔉𝔉𝔉𝔉  とと  𝔉𝔉𝔉𝔉＊＊  のの相相互互のの可可逆逆ににししてて一一意意的的なな写写像像ででああっってて、、ししかか
もも((1100))でで結結びびつつくく二二つつのの点点 PP とと PP＊＊ににつついいてて、、常常にに、、  

 𝔵𝔵  ((PP))==  𝔵𝔵＊＊((PP＊＊)),,  𝔶𝔶  ((PP))  ==	𝔶𝔶＊＊((PP＊＊)),,	𝔷𝔷((PP))  ==	𝔷𝔷＊＊((PP＊＊))    
がが成成りり立立つつここととをを謂謂うう。。そそののとときき、、「「二二つつのの＜＜空空間間ににおおけけるる面面＞＞はは変変換換（（TTrraannssffoorrmmaattiioonn））
((1100))にによよっってて重重ななるる（（iinn  DDeecckkuunngg））とと言言わわれれるる。。  
  
  
                          ̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶  
  
  
[[22--88--ii]]                  {{カカンントトへへののオオママーージジュュ？？}}  
ここここでで理理論論展展開開をを切切りり上上げげるるここととににすするる。。我我々々がが提提示示ししたた一一連連のの原原理理がが、、そそのの上上にに解解析析学学
をを遺遺漏漏ななくく構構築築すするる任任にに耐耐ええるるももののででああるるここととはは確確認認ででききたたしし、、ままたた解解析析のの第第一一段段階階にに限限
っっててととははいいええ、、ここのの構構築築をを実実行行ししててみみせせたたののももごご覧覧のの通通りりででああるる（（[[前前書書ききでで告告知知ししたた]]ピピ
タタゴゴララスス問問題題をを十十分分理理解解すするるののにに十十分分とと思思わわれれるる程程度度ににはは））。。          実実数数概概念念のの厳厳密密
なな定定義義にに必必要要なな論論理理的的((llooggiisscchh))原原理理ににつついいてて、、そそれれにに[[いいちちいいちち]]対対応応すするるももののがが連連続続体体のの
直直観観((AAnnsscchhaauuuunngg))ののななかかにに見見当当たたららなないいででははなないいかかとといいうう異異議議にに対対ししててはは、、直直観観的的連連続続
体体のの中中にに見見出出さされれるるももののとと数数学学的的概概念念世世界界はは、、互互いいににああままりりににもも異異質質ででああるるたためめにに、、両両者者
がが合合致致すするるとといいうう要要請請（（FFoorrddeerruunngg  ddeess  SSiicchh--DDeecckkeenn））はは浅浅ははかかなな求求めめととししてて却却下下せせざざるる
をを得得なないいとと答答ええるるののみみででああるる。。ここののここととはは[[本本文文でで]]縷縷々々説説明明ししたた。。      [[たただだしし]]そそれれにに
ももかかかかわわららずず、、数数学学はは我我々々にに一一連連のの抽抽象象的的なな図図式式((aabbssttrraakkttee  SScchheemmaattaa))をを提提供供ししてていいるるのの
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ででああっってて、、[[一一つつどどこころろででははなないい]]複複数数のの連連続続体体がが交交錯錯すするる対対象象圏圏域域ににおおいいてて厳厳密密なな学学問問のの
達達成成をを企企ててるる限限りり、、人人ははここううししたた抽抽象象的的図図式式ななししでで済済まますすわわけけににははいいかかなないい[[とといいううののもも
ままたた事事実実ででああるる]]。。  
  
[[訳訳者者。。ここのの結結びびははカカンントトのの図図式式((SScchheemmaa))概概念念をを想想起起ささせせるる。。直直観観((AAnnsscchhaauuuunngg))ととカカテテゴゴ
リリーー((KKaatteeggoorriiee))をを媒媒介介すするる第第三三者者((ddaass  DDrriittttee))]]。。  
  
  

[[完完]]  
  
  
  
  

                                                                                    原原注注  

○○11     [[11--11--bb]]    大大部部分分のの言言葉葉がが不不正正確確((iinneexxaakktt))ででああるるこことと、、そそのの外外延延がが流流動動的的((fflliieeßßeenndd))ででああるるこことと、、ししかか

ももそそれれがが言言葉葉のの本本質質にに由由来来しし言言語語のの欠欠陥陥ととはは言言ええなないいこことと、、ここううししたた事事柄柄をを論論理理学学者者ははととももすすれればば失失念念

ししががちちででああるる。。フフッッササーールルのの「「イイデデーーンン」」をを参参照照せせよよ。。113366ffff..    ななおお数数学学はは正正確確なな存存在在((eexxaakktteenn  WWeesseenn))

ににののみみ関関わわるる。。  

○○22   [[11--11--cc]]    言言葉葉記記号号((WWoorrttssyymmbbooll))ででなないい記記号号をを想想定定すすれればば、、ももししかかすするるとと空空所所のの配配置置ににつついいててののここんん

なな気気遣遣いいはは不不必必要要だだっったたかかももししれれなないい。。たたととええばば関関係係のの判判断断図図式式をを、、空空所所たたちちにに対対応応すするる楔楔釘釘たたちちのの打打

たたれれたた木木製製のの板板だだとと思思っっててみみよよ、、ままたた対対象象たたちちをを、、穴穴のの空空いいたた小小球球ででそそのの穴穴にに[[ささっっききのの]]釘釘ががははままるるよようう

ににででききてていいるるとと思思っっててみみよよ（（ここれれがが空空所所のの充充填填にに当当たたるる））。。ここれれだだっってて言言葉葉にに劣劣ららずず立立派派にに使使ええるる記記号号じじ

ゃゃなないいかか。。̶̶̶̶  我我々々ががギギリリシシアア人人のの習習慣慣にに逆逆ららっってて 11 をを数数にに含含めめたたよよううにに、、性性質質だだっってて同同じじややりり方方でで

関係ととししてて（（つつままりりそそのの判判断断図図式式ががたただだ一一つつのの空空所所ししかか持持たたなないい関関係係ととししてて））カカウウンントトででききるる通通りりだだ。。  

○○33   [[11--11--dd]]    我我々々がが何何ららかかのの手手段段にによよっっててここのの問問いいにに決決定定をを下下すすここととががででききるるかかどどううかか、、ここここででははそそれれはは

別別問問題題ででああるる。。  

○○44  [[11--22--aa]]    ここれれらら一一連連のの原原理理はは後後でで番番号号をを添添ええてて太太字字でで引引用用すするる。。  

○○55  [[11--22--bb]]    ここここにに列列挙挙ししたた一一連連のの判判断断図図式式はは、、そそれれ自自体体はは「「命命題題((SSaattzz))」」ででししかかなないい。。[[ししかかしし]]「「ここれれらら

のの命命題題ががいいずずれれもも意意味味をを持持ちち判判断断((UUrrtteeiill))をを言言明明すするるとといいううこことと((ddaaßß))」」、、ここののここととのの正正確確なな言言いい直直ししがが((iinn  

pprrääzziisseerr  FFaassssuunngg))、、ままささにに§§11 のの結結びびでで触触れれたた、、「「そそれれ自自体体存存在在すするる対対象象たたちちのの閉閉じじたた系系((ggeesscchhlloosssseennee  

SSyysstteemm  aann  ssiicchh  eexxiissttiieerreennddeerr  GGeeggeennssttäännddee))」」ななののででああるる。。  

○○66   [[11--33--aa]]    ここここかからら先先、、「「判判断断」」とといいうう言言葉葉はは本本来来のの意意味味ででののみみ使使用用しし、、空空所所をを含含むむ判判断断図図式式ににはは使使わわ

なないい。。  

○○77   [[11--33--aa--22]]    構構成成にに当当たたっっててそそももそそもも((üübbeerrhhaauupptt))原原理理 66 がが適適用用さされれててなないい判判断断もも、、特特殊殊判判断断にに含含めめるる

とといいうう手手ももああるる。。そそのの場場合合はは、、「「特特殊殊」」判判断断とと「「一一般般」」判判断断ののほほかかにに、、複複合合的的なな「「一一般般  --  特特殊殊」」判判断断ががああ

るるここととににななるる。。  
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○○88   [[11--33--bb]]    少少ななくくとともも私私ははそそうう思思ううとといいうう趣趣旨旨ででああっってて、、他他のの見見解解をを抱抱くく人人ががいいるるここととをを妨妨げげなないい。。  

○○99   [[11--33--bb--22]]  「「直直観観的的」」等等質質性性ととここのの「「概概念念的的」」等等質質性性のの関関係係ににはは立立ちち入入ららなないい。。  

○○1100   [[11--33--ee]]    デデデデキキンントトのの有有名名なな著著作作、、『『数数ととはは何何かか』』ははここうう切切りり出出すす。。「「学学問問でではは、、証証明明可可能能((bbeewweeiissbbaarr))

ななここととをを証証明明ななししでで信信じじてて((ggllaauubbeenn))ははななららなないい」」（（初初版版前前書書きき））。。確確かかににここのの思思考考法法はは大大半半のの数数学学者者ににおお

いいてて顕顕著著ででああるるけけれれどどもも、、そそれれはは原原理理ととししててはは転転倒倒ししてていいるる。。ああたたかかももそそれれはは、、証証明明とといいうう名名のの間間接接的的

なな根根拠拠連連関関((mmiitttteellbbaarreerr  BBeeggrrüünndduunnggsszzuussaammmmeennhhaanngg))がが或或るる「「信信((GGllaauubbee))」」ををももたたららすすとと、、ししかかもも一一歩歩

一一歩歩のの歩歩みみのの正正ししささをを直直接接的的なな洞洞見見ににおおいいてて確確認認すするるここととななししにに証証明明ははここのの「「信信」」ををももたたららすすとと、、そそうう

言言わわんんばばかかりりででああるる。。[[ししかかししそそううででははななくくてて]]  証証明明ななららぬぬ洞洞見見ここそそがが、、常常にに、、認認識識のの究究極極のの法法源源

((RReecchhttssqquueellllee))、、そそれれここそそがが「「真真理理体体験験（（EErrlleebbnniiss  ddeerr  WWaahhrrhheeiitt））ななののででああるる。。数数学学以以外外のの学学問問、、たたとと

ええばば哲哲学学ににおおいいてて定定義義やや演演繹繹をを求求めめるる数数学学的的ススタタイイルルをを押押しし通通そそううととすするる数数学学者者はは、、数数ににはは生生命命ががなないい

とといいうう理理由由でで数数をを拒拒否否すするる動動物物学学者者とと[[一一見見、、逆逆ののよよううだだがが実実はは]]同同じじ愚愚をを犯犯ししてていいるる。。  

○○1111     [[11--44--jj]]    ももちちろろんん、、数数学学的的思思考考にに対対ししててデデデデキキンントトのの書書物物がが有有すするる大大ききなな歴歴史史的的意意義義をを貶貶めめるる意意図図

ははなないい。。  

○○1122     [[11--66--cc]]    「「狭狭いい手手続続きき」」のの原原理理的的なな意意義義はは、、次次のの点点にに目目配配りりすすれればば極極めめてて明明ららかかででああるる。。狭狭いい手手続続

ききにに従従ええばばここそそ、、基基本本カカテテゴゴリリーーのの対対象象たたちち[[だだけけ]]がが我我々々のの研研究究のの真真のの意意味味でで客客体体でであありり続続けけるるののででああっっ

てて、、ももししここのの手手続続ききにに従従わわなないいなならら、、ああままたたのの派派生生的的性性質質とと派派生生的的関関係係ととがが、、本本源源的的対対象象のの国国にに肩肩をを並並

べべてて、、認認識識客客観観ととししてて振振るる舞舞ううここととににななるるだだろろうう。。定定限限的的判判断断、、すすななわわちち狭狭いい手手続続ききとといいうう制制約約のの下下でで

構構築築さされれたた判判断断でではは、、そそのの[[真真偽偽のの]]決決定定ににははここのの基基本本対対象象たたちちのの通通覧覧ししかか必必要要ととししなないいがが、、超超限限的的判判断断でで

はは、、そそれれにに加加ええてて、、すすべべててのの派派生生的的なな性性質質とと関関係係のの完完全全なな通通覧覧をを必必要要ととすするるののででああるる  

○○1133   [[11--66--dd]]    第第 22 章章でではは数数概概念念のの構構成成ががささららにに詳詳細細かかつつ体体系系的的にに推推進進さされれるる。。  

○○1144   [[11--66--dd--22]]    ここここでで私私がが言言うう自自然然数数ととはは、、有有理理数数[[ののカカテテゴゴリリーー]]にに含含ままれれたたカカテテゴゴリリーーととししててのの自自然然数数

ででははななくく、、独独立立のの((eeiiggnnee))カカテテゴゴリリーーととししててのの自自然然数数ででああるる。。  

○○1155   [[11--66--ff]]    学学問問にに「「命命令令((GGeebboottee))」」はは存存在在((eess  ggiibbtt))ししなないい。。存存在在すするるののはは「「法法則則（（GGeesseettzzee））」」だだけけでで

ああるる。。だだががそそううだだととすするるとと、、ままささににここのの[[直直近近のの]]言言いい方方ににつついいててもも((SSoo  ssoollll  ddeenn  aauucchh  hhiieerr))、、たたととええばば

((eettwwaa))  [[私私（（WWeeyyll））ののややりり方方にに逆逆ららっってて]]、、「「存存在在すするる((eess  ggiibbtt))」」とといいうう名名辞辞をを基基本本カカテテゴゴリリーーにに所所属属ししなな

いい対対象象にに結結びびつつけけてて使使うう人人ががいいててもも、、そそれれをを「「禁禁じじるる((vveerrbbootteenn))」」術術ははなないいここととににななるる。。言言ううままででももななくく

((nnaattüürrlliicchh))、、どどんんななややりり方方ででもも採採るるののはは可可能能だだしし許許さされれてていいるる。。どどううぞぞ、、そそううななささいいまませせ、、循循環環にに陥陥ららなな

いいよよううににししてて、、そそううななささいいまませせ。。  

○○1166   [[11--77--bb]]    UU==ΦΦ（（xxyyzz））とと表表現現さされれたた関関係係をを、、xx,,yy,,zz とと UU のの間間にに設設定定せせぬぬこことと。。ややっっととのの思思いいでで抜抜けけ

出出ししたた循循環環ににままたた陥陥ららぬぬたためめにに。。§§88 をを参参照照。。  

○○1177   [[11--77--gg]]    明明ららかかにに、、デデデデキキンントトのの無無限限のの定定義義（（集集合合とと真真部部分分のの一一致致））はは私私のの立立場場でではは問問題題ににななららなな

いい。。  

○○1188     [[11--77--gg--22]]    いいずずれれににせせよよここのの立立場場はは「「論論理理的的((llooggiisscchh))」」ににはは完完全全にに成成りり立立つつ。。たただだ認認識識論論的的にに見見てて、、

個個数数概概念念のの方方がが[[順順序序数数概概念念よよりりもも]]原原初初的的ででははなないいかか、、個個数数概概念念はは順順序序数数概概念念かからら独独立立ななののででははなないいかか、、

とといいっったた問問題題ははああるるがが、、ここのの問問題題ははここここでではは扱扱わわなないい。。  

○○1199   [[11--88--aa]]    ここのの文文脈脈でではは、、集集合合がが果果たたすす役役割割はは次次ののここととにに限限らられれてていいるる。。[[すすななわわちち]]対対象象間間のの関関係係もも
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そそれれははそそれれでで対対象象ででああるるとといいうう点点にに対対処処すするるたためめ、、そそししてて[[ここううししてて生生ままれれたた]]対対象象間間ににままたたぞぞろろ新新たたなな関関

係係がが成成りり立立つつとといいうう点点にに対対処処すするるたためめ、、ここれれららのの点点にに対対応応すするるたためめにに集集合合はは使使わわれれてていいるる。。  

○○2200   [[11--88--jj]]    ここのの集集合合がが基基本本カカテテゴゴリリーーのの要要素素かからら成成りり立立っってていいなないいととききにに。。  

○○2211   [[11--88--kk]]    私私のの知知るる限限りり、、最最初初にに、、そそししててののちちのの誰誰よよりりもも明明晰晰ににここのの定定義義原原理理をを提提起起ししたたののははフフレレーー

ゲゲ（（『『算算術術のの基基礎礎((GGrruunnddllaaggeenn  ddeerr  AArriitthhmmeettiikk、、§§§§6633--6688))ででああるる。。彼彼はは、、数数学学全全体体にに対対ししててここのの定定義義方方

式式がが有有すするる大大ききなな意意義義をを十十分分にに認認識識ししてていいたた。。  

○○2222   [[11--88--nn]]    たたととええばば、、「「タタイイププ（（TTyyppee））のの理理論論にに立立脚脚すするる数数学学的的論論理理学学((  MMaatthheemmaattiiccaall  LLooggiicc  aass  bbaasseedd  

oonn  tthhee  TThheeoorryy  ooff  TTyyppeess))  」」、、アアメメリリカカ数数学学雑雑誌誌、、vvooll..XXXXXX。。ああるるいいははララッッセセルルととホホワワイイトトヘヘッッドドのの

PPrriinncciippiiaa  MMaatthheemmaattiiccaa,,vvooll..II..((CCaammbbrriiddggee,,UUnniivveerrssiittyy  PPrreessss))  

○○2233  [[11--88--nn--22]]  LLeess  mmaatthheemmaattiiqquuee  eett  llaa  llooggiiqquuee,,RReevvuuee  ddee  MMeettaapphhyyssiiqquuee  eett  ddee  MMoorraallee,,tt..1133,,1144;;  

RReegglleexxiioonnss  ssuurr  lleess  ddeeuuxx  nnootteess  pprreecceeddeennttss,,AAccttaa  MMaatthheemmaattiiccaa,,BBdd..3322,,SS..119988--220000..  

○○2244  [[11--88--oo]]    MMaatthheemmaattiisscchhee  AAnnnnaalleenn,,BBdd..6655::  UUnntteerrssuucchhuunnggeenn  üübbeerr  ddiiee  GGrruunnddllaaggeenn  ddeerr  

MMeennggeennlleehhrree..  

○○2255    [[11--88--oo--22]]    MMaatthheemmaattiisscchh--NNaattüürrllwwiisssseennsscchhaaffttlliicchheenn  BBlläätttteerr のの 77 にに載載っったた、、私私のの教教授授資資格格論論文文、、

『『数数学学的的基基礎礎概概念念のの定定義義』』をを参参照照。。  

○○2266   [[11--88--oo--33]]    そそししてて当当然然、、ZZeerrmmeelloo がが AAccttaa  MMaatthheemmaattiiccaa,,BBdd..3322,,SS..118855ffff でで展展開開ししたた有有限限集集合合のの理理論論

ににもも対対抗抗ししてて。。  

○○2277   [[22--11--aa]]    DDeeddeekkiinndd。。『『数数ととはは何何かか((WWaass  ssiinndd  uunndd  wwaass  ssoolllleenn  ddiiee  ZZaahhlleenn??))』』。。§§§§77,,1111,,1122..  

○○2288    [[22--22--jj]]    ここここででもも、、そそししててここここかからら先先ででもも、、「「集集合合((MMeennggee))」」とといいうう言言葉葉はは「「定定限限的的((ffiinniitt))」」集集合合のの意意

味味にに限限っってて使使用用すするる。。第第 11 章章§§88 をを参参照照。。  

○○2299   [[22--22--kk]]    分分数数がが負負数数よよりり先先にに登登場場ししたたここととはは、、単単ななるる歴歴史史的的偶偶然然ととはは思思ええなないい。。我我々々がが示示ししたたああのの

体体系系的的展展開開ががここのの歴歴史史的的なな歩歩みみにに対対応応すするるかかららででああるる。。つつままりり（（整整数数をを超超ええてて((üübbeerr))有有理理数数にに出出会会ううののでで

ははななくく））分分数数をを超超ええてて有有理理数数にに出出会会ううとといいうう体体系系的的展展開開。。  

○○3300     [[22--44--aa]]    昨昨今今、、無無限限個個数数のの変変数数  𝔣𝔣  ((1  )),,	𝔣𝔣  ((2  )),,	𝔣𝔣  ((3  )),,・・・・・・をを有有すするる関関数数がが話話題題ににななるるがが、、そそれれはは（（ここ

のの場場合合））比比喩喩的的なな物物言言いいににととどどままるる。。  

○○3311   [[22--55--bb]]    第第 11 章章のの§§22 でで関関係係のの表表記記ににここれれをを既既にに具具体体的的にに使使用用ししてていいるるののにに、、そそれれををここここでで繰繰りり返返

すす理理由由はは、、定定義義づづけけのの式式のの右右辺辺ののααととββがが（（正正のの実実数数ででははななくく））そそももそそもも分分数数とと想想定定さされれてていいるるここととにに

注注意意をを促促すすたためめででああるる。。  

○○3322   [[22--66--bb]]    ももちちろろんんここうういいううここととががああるる((ffrreeiirriicchh))。。解解析析にに登登場場すするる連連続続関関数数ののななかかにに、、ここのの問問いいがが[[どど

ここままでで行行っっててもも]]開開かかれれたた問問いいでであありり続続けけるる、、[[そそんんなな]]連連続続関関数数ががああるるわわけけででははなないい。。関関数数かからら見見れればば((ffüürr  

ssiiee))、、ここのの関関数数のの連連続続性性のの申申しし立立ててにに含含ままれれるる[[22--55--bb 冒冒頭頭のの]]否否定定的的存存在在判判断断はは、、定定義義諸諸原原理理をを集集合合にに関関

すするる肯肯定定的的なな存存在在判判断断にに書書きき換換ええたたとときき得得らられれるる「「公公理理」」のの論論理理的的帰帰結結にに他他ななららなないい。。ととこころろががそそれれはは

ままささにに、、ここのの「「[[定定義義諸諸原原理理ににののみみ立立脚脚すするるとといいうう意意味味でで]]無無制制約約的的なな((uunnbbeeddiinnggtt))」」連連続続関関数数のの、、[[そそれれでで

もも]]特特定定のの性性質質((bbeessoonnddeerree  EEiiggeennsscchhaafftt))ななののででああるる。。  

○○3333    [[22--66--ff]]    たたととええばば彼彼のの『『創創造造的的進進化化』』（（ドドイイツツ語語訳訳あありり））のの最最初初のの数数頁頁をを参参照照。。JJeennaa,,DDiieeddeerriicchhss,,11991122..  

○○3344   [[22--66--gg]]    次次ののここととをを失失念念ししなないいよよううにに。。たたととええばば整整数数のの実実数数たたちちににおおいいてて要要素素たたちちはは互互いいにに孤孤立立しし
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てていいるるがが((iissoolliieerrtt  ggeeggeenneeiinnaannddeerr))、、実実数数たたちちのの「「連連続続体体」」ににおおいいててもも、、個個々々のの要要素素はは実実際際にに((iinn  ddeerr  TTaatt))

そそれれとと同同じじ仕仕方方でで((ggeennaauu))  互互いいにに孤孤立立ししてていいるる。。  

○35   [[22--66--gg--22]]    時時間間のの問問題題ににつついいててはは、、フフッッササーールルのの『『イイデデーーンン』』のの§§§§8811,,8822 をを見見よよ。。LLiinnkkee のの『『現現象象

的的領領域域とと実実在在意意識識((DDiiee  pphhäännoommeennaallee  SSpphhäärree  uunndd  ddaass  rreeaallee  BBeewwuußßttsseeiinn))』』HHaallllee,,11991122)),,KKaapp..VVII..  

○36   [[22--66--hh]]    たたととええばば連連続続的的ななもものの（（ddaass  SStteettiiggee))をを整整数数のの図図式式にに結結びびつつけけるるここととははででききなないいがが、、そそれれ

はは人人間間がが恣恣意意的的ににそそれれででききなないいとと決決めめたたかかららだだ、、とといいうう話話ででははなないい。。ととははいいええ、、物物理理のの圏圏域域ににおおいいてて、、未未

来来とと量量子子力力学学のの懐懐にに何何がが微微睡睡んんででいいるるののかか、、そそれれはは知知るる由由ももなないい。。  

○○3377   [[22--77--ee]]    いいううままででももななくく、、ここののここととはは我我々々のの演演算算圏圏域域((OOppeerraattiioonnssggeebbiieett))ででのの関関係係ににししかか妥妥当当ししなな

いい。。ここのの演演算算圏圏域域でではは、、たたととええばば「「二二つつのの区区間間はは分分離離さされれてていいるる」」とといいうう条条件件はは外外れれてていいるる。。  

○○3388   [[22--88--cc]]    そそのの第第 11 章章§§44  のの「「面面のの概概念念((BBeeggrriiffff  ddeerr  FFllääcchhee))」」をを見見よよ。。ささららにに HHaauussddoorrffff のの GGrruunnddzzüüggee  

ddeerr  MMeennggeennlleehhrree((VVeeiitt,,11991144))、、VVIIII 章章とと VVIIIIII 章章、、特特にに 221133 頁頁とと比比較較せせよよ。。  

○○3399  [[22--88--hh]]    ここのの「「連連続続的的」」とといいうう言言葉葉のの意意味味ははおおののずずかからら明明ららかかだだろろうう。。  


